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PORTFEL DWUSKEADNIKOWY
— PRZYPADEK WARTOSCI BIEZACEJ DANEJ
JAKO TROJKATNA LICZBA ROZMYTA

Streszczenie: Artykul ma na celu przedstawienie wlasciwosci portfela dwusktadniko-
wego dla przypadku, kiedy nieprecyzyjna warto$¢ biezaca jest opisana za pomocg trdj-
katnej liczby rozmytej. Wyznaczone zostang rozmyta oczekiwana stopa zwrotu z portfe-
la oraz oceny ryzyka niepewnosci i nieprecyzji obcigzajacych ten portfel. Dzigki temu
zostanie opisany wplyw tworzenia portfela zlozonego z instrumentéw o nieprecyzyjnie
wyznaczonej wartos$ci biezacej na ryzyko stopy zwrotu z portfela. Ponadto zostanie
wyjasniona kwestia, czy zdefiniowane powyzej stopy zwrotu spelniaja podstawowy
warunek klasycznej teorii portfelowe;j.

Stowa kluczowe: portfel dwusktadnikowy, wartos¢ biezaca, zbiory rozmyte.

Wprowadzenie

Warto$¢ biezacg instrumentu wyznacza si¢ jako zdyskontowang sume przy-
sztych przeptywow pienieznych. Badania z ostatnich 25 lat wskazuja na fakt, ze
podczas wyboru instrumentéw finansowych tworzacych portfel, nalezy uwzglednic¢
nie tylko ryzyko niepewnosci informacji o przysztych zdarzeniach, ale rowniez
nieprecyzje okreslenia wartosci biezace;.

Ward [1985] definiuje rozmyta warto$¢ biezaca jako rozmyty przeplyw
pienigzny. Aksjomatyczna definicja wartosci biezacej zostata uogodlniona na
przypadek rozmyty przez Calziego [1990]. Definicja Warda zostata uogoélniona
na przypadek rozmytej duracji przez Greenhuta i in. [2005]. Sheen [2005] za-
proponowat przeniesienie definicji Warda na przypadek rozmytej stopy pro-
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centowej, natomiast Buckley [1987, 1992], Gutierrez [1989] oraz Kuchta [2000]
i Lesage [2001] omawiaja problemy zwiagzane z zastosowaniem arytmetyki roz-
mytej do wyznaczania wartosci biezacej. Huang [2007] uogolnia ponownie defi-
nicj¢ Warda dla przypadku, kiedy przyszite przeptywy pieni¢zne dane sg w po-
staci rozmytej zmiennej losowej. Bardziej ogo6lna definicja wartosci biezacej
zostata zaproponowana przez Tsao [2005], ktory zaktada, ze przyszly przeptyw
pieniezny jest rozmytym zbiorem probabilistycznym. Odmienne podejscie zostato
zaprezentowane w: [Piasecki, 2011a], gdzie nieprecyzyjnie oszacowang PV
oceniono na podstawie biezacej ceny rynkowej aktywa finansowego. Przyczyn bra-
ku precyzji oszacowania dopatrywano si¢ tam w przestankach behawioralnych.

Piasecki [2011b, 2011c] zauwazyl, ze ze wzgledu na wspomniang nieprecyzje
oraz traktowanie warto$ci przyszlej jako zmiennej losowej, mozliwe jest przed-
stawienie stopy zwrotu z instrumentu jako zbioru probabilistycznego. Zapropo-
nowany model nie tylko uwzglednia problem nieprecyzji, ale rowniez wskazuje
na istnienie niepewnos$ci obarczajacej instrument.

Celem artykulu jest opis portfela dwuskladnikowego, uwzgledniajacego
nieprecyzj¢ wyznaczenia wartosci biezacej. Ponizej zaprezentowano teoretyczny
model portfela dwusktadnikowego, uwzgledniajacego niepewnosc¢ i nieprecyzje
informacji. Warto$¢ biezaca traktowana jest tu jako trojkatna liczba rozmyta.
Nastepnie przedstawiono metody obliczania ryzyka dla tak wprowadzonego
modelu oraz dokonano analizy uzyskanych wynikow. Podjeto réwniez probe
weryfikacji zalezno$ci Markowitza dla zaproponowanego modelu stopy zwrotu.
W ostatniej cze$ci podano przyktad numeryczny, majacy na celu ilustracje wia-
Sciwosci tak powstatego portfela.

1. Elementy teorii liczb rozmytych

Rozpocznijmy od wprowadzenia definicji liczby rozmytej. Dubois i Prade
[1980] definiujg liczbe rozmyta jako taki podzbidér rozmyty R prostej rzeczywi-
stej, ktory jest okreslony za pomocg swej funkcji przynalezno$ci pug: R — [0,1],
spetniajgcej warunki:

- Vx,y,z€R:
X Sy <z= pug(y) 2 min (uz(x), uz(2)) (1)
- HXO eER: MR(XO) =1 (2)
Zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha (1965) suma

R=P®Q 3)
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liczb rozmytych P i Q jest liczba rozmyta reprezentowang przez swa funkcje
przynaleznosci:

pz(2) = sup,{min{up(x), uo(z — x)}} (4)
Podobnie iloczyn
R=y-P (5)

liczby rzeczywistej y # 0 i liczby rozmytej P jest liczba rozmyta reprezentowa-
ng przez swa funkcje przynalezno$ci

ux () = iy (%) (©6)

Kazda z liczb rozmytych jest obrazem nieprecyzyjnego oszacowania roz-
wazanej wartos$ci rzeczywistej. Rozwazajac pojecie nieprecyzji, mozemy za: [Klir,
1993] wyrozni¢ niejednoznacznos¢ informacji oraz nierozr6znialno$¢ informacji.

Niejednoznacznos$¢ informacji interpretujemy jako brak jednoznacznego
wyroznienia pomi¢dzy wieloma wskazanymi alternatywami. Niejednoznacznos¢
ta zostanie tutaj scharakteryzowana za pomocg miary energii zastosowanej w:
[Piasecki, 2011b]. Dla dowolnej liczby rozmytej R miara ta jest rowna wartosci:

12, uz(x)ax

0 = lim
AT

(7)

ur(x)dx

Niewyrazno$¢ informacji to brak jednoznacznego rozroznienia pomicdzy
dang informacja i jej zaprzeczeniem. Niewyraznos$¢ ta zostanie scharakteryzo-
wana za pomocg miary entropii zastosowanej w: [Piasecki, 2011b, 2011¢]. Dla
dowolnej liczby rozmytej R miara ta jest rOwna warto$ci:

€= limy_>+w f_yymin{ﬂk(x),l—#p(x)}dx
1+

8
f_yymin{uyz(x),l—ugz(x)}dx ®)
Szczegdlnym przypadkiem liczby rozmytej jest trojkatna liczba rozmyta.
Dla dowolnych a < b < c trojkatna liczba rozmyta T (a, b, ¢) jest zdefiniowana
przez swa funkcje przynaleznosci u(- |a, b, ¢): R — [0,1], okre$long nastepujaco:

E,dla as<x<b
ulxla,b,c) =<1,dlax =b 9

ﬁ,dlab <x<c
b—c

Zgodnie z zasadg rozszerzalnosci Zadeha, suma dowolnych trojkatnych
liczb rozmytych T'(aq, b, ¢;) oraz T'(a,, by, ¢3) jest liczbg trojkatna:

T(ay +ay by + by, c1 +c) =T(ay, by, c1) @ T(ay, by, c3) (10)
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2. Stopa zwrotu z instrumentu finansowego

Zaproponowany przez Piaseckiego [2011b] model nieprecyzyjnej stopy
zwrotu opiera si¢ na nastepujacych zalozeniach:
— stopa zwrotu
re =1Vo, Vi) (11)

jest malejacag funkcjg wartosci poczatkowej V, i rosnaca funkcja wartos$ci
przysziej V.,

— warto$¢ przyszta jest zmienng losowa V;: Q = {w} > R,

— warto$¢ biezaca jest reprezentowana przez liczbe rozmyta.

W: [Piasecki, 2011b, 2011c] pokazano, ze skonstruowane w ten sposob stopy
zwrotu sg rozmytymi zbiorami probabilistycznymi [Hiroto, 1981]. Mozliwosci za-
stosowania opisanych w ten sposob stop zwrotu do podejmowania decyzji inwesty-
cyjnych opisano w: [Piasecki, 2011b, 2011c¢, 2014]. Wskazano tam m.in. na celo-
wos¢ rownoczesnej minimalizacji miar energii i entropii oczekiwanej stopy zwrotu.

W niniejszym artykule przyjeto nastgpujace dodatkowe zatozenia:

— stopa zwrotu jest dana jako prosta stopa zwrotu:
V-V

e = (12)

Vo

— warto$¢ przyszta jest zmienng losowa V;: 2 = {w} = R o rozktadzie normal-
nym N(V, 0),

— warto$¢ biezaca dana jest jako trdjkatna liczba rozmyta T (a, b, c) reprezen-
towana funkcjg przynalezno$ci u(- |a, b, c): R — [0,1].

Dwa pierwsze z warunkéw zostaly zaproponowane w oryginalnej pracy
[Markowitz, 1952]. Ostatnie z ograniczen zostato zaproponowane przez D. Kuchtg
[2000].

Parametry liczby trojkatnej T'(a, b, ¢) sg interpretowane w ten sposob, ze:

— a jest maksymalnym dolnym oszacowaniem warto$ci biezacej,

— b zgodnie z sugestia dang w: [Piasecki, 2011a] jest biezaca ceng rynkowa
instrumentu finansowego,

— ¢ jest minimalnym gérnym oszacowaniem wartosci biezace;j.

Tym samym, parametry a, b, ¢, jako oszacowania warto$ci instrumentu, sg
zawsze nieujemne.

Zgodnie z zasada rozszerzenia Zadeha, dla ustalonego zdarzenia w € ()
funkcja przynalezno$ci stopy zwrotu p(-,w):R — [0,1] dana jest za pomoca
tozsamosci:

1+r

Vt(“;)_x} — (Vt(w)

p(r,w) = sup {,u(xla,b,c):r = a, b, c) (13)
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Zgodnie z (9) powyzsza funkcja przynaleznosci przyjmuje postac:

Vi(w) Vi)
A dlaa<-+=<b
b—a 1+r
p(r,w) =1 1,dla 2 = (14)
T V()
M dlab<t=<c
b—c 1+r

co w rownowaznej postaci mozemy zapisac jako:

Vi(w)

i glg MO g >y By
p(r,w) =4 l,dlar =2 —1 (15)
Vi(w)
1t C,dla @) g5 l@ 4
b—c b [4

W tej sytuacji oczekiwana stopa zwrotu jest liczbg rozmyta dang za pomoca
swej funkcji przynaleznosci p(- |a, b, ¢, V): R — [0,1] okreSlonej przez tozsamos¢:

T3 @ v v
W _dia-—1=r>--1
b—a a b

p(rla,b,c,V) = 1,dlar=%—1 (16)

L dla T —1>r22-1

Latwo mozna dostrzec, ze wyznaczona powyzej oczekiwana stopa zwrotu
nie jest rozmyta liczba trojkatna.

Rozktad losowy wartosci przysztej na ogoét nie jest stacjonarny. Z tej przy-
czyny, dla przypadku kiedy warto$¢ biezaca instrumentu podana jest jako liczba
rzeczywista, informacje o ryzyku niepewnos$ci zapisujemy przy pomocy rozkta-
du stopy zwrotu:

Vt(a;)—b (17)

Tak okreslong stopg zwrotu, w przeciwienstwie do stopy zwrotu traktowa-

r(w) =

nej jako liczba rozmyta, bedziemy nazywac konwencjonalng stopa zwrotu.
Rozktad ten jest okreslany jako rozktad normalny N(g, ), gdzie:

— @ jest oczekiwang konwencjonalng stopa zwrotu,

— ¢ jest odchyleniem standardowym konwencjonalnej stopy zwrotu.
Z wlasciwosci rozktadu normalnego mamy wtedy:

V=(1+0)b (18)
o=|bl-g (19)
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Nalezy tutaj tez pamietaé, ze warto$é wariancji ¢2 stanowi ocene ryzyka
niepewnosci obarczajacego stope zwrotu z instrumentu finansowego.

Miary energii i entropii oczekiwanej stopy zwrotu z instrumentu finanso-
wego okre$lonej za pomocg funkcji przynaleznosci p(:|a,b,c,V):R — [0,1]
przyjmuja teraz wartosci:

YV b

v c
mln5+ In

— b-a"a
6(a,b,c,V) = =52 =4 4 (20)
1+mln5+mlna
V. 4bc V. 4ab_ V(b-a)
_ b=c"(b+c)2 'b-a (b+a)2  ab
€(a,b,c,V) = 14V, %bc_, V , —sab_V(b-a) (21)
b-c""(b+c)2 'b-a"(b+a)2" ab

Prowadzac dalsze badania, warto sprawdzi¢, jak ryzyka nieprecyzji zmieniaja
si¢ podczas tworzenia portfela ztozonego z dwoch instrumentéw finansowych.

3. Portfel dwuskladnikowy

Poprzez portfel bedziemy rozumie¢ dowolny, skonczenie elementowy zbidr in-
strumentow finansowych. Kazdy z tych instrumentéw finansowych jest charaktery-
zowany przez swa oszacowang wartos$¢ biezaca i przewidywang wartos¢ przyszia.

Rozwazmy teraz przypadek portfela dwusktadnikowego, ztozonego z in-
strumentoéw finansowych A; i A,. Warto$¢ biezaca instrumentu A; jest okreslona
jako trojkatna liczba rozmyta T (a;, b;, ¢;), i = 1,2. Zgodnie ze wzorem (10) war-
tos¢ biezaca tak okreslonego portfela jest opisana jako trojkatna liczba rozmyta:

T(a, b, C) = T(a1 + az, bl + bz, Cl + Cz) (22)

Warto$¢ przyszta instrumentu A; okreslona jest jako zmienna losowa V.
Zatézmy, ze dwuwymiarowa zmienna losowa (V! V/2) ma dwuwymiarowy roz-
ktad normalny N ((Vy, V,)T, X), gdzie macierz kowariancji przyjmuje postaé:

2
T = < ! C"”;Z) (23)
covyy, 03

Oczekiwana warto$¢ przyszta portfela wyniesie tutaj:

Funkcje przynalezno$ci p(- |a, b, ¢, V) oczekiwanej stopy z portfela wyzna-
czamy, korzystajac ze wzoru:
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p(rlay +az by + by, + ¢, V1 +V,) =

A2 g, +a, Vi +V Vy+V
1tr Jdla —=2—-1>r>=2—2-1
b1+b2—a1+a2 a,+a, b1+b2
=<{1l,dlar = -1 (25)
1+b2
V1+V>
—C1tC2 V147, V14V
1+7 , a 1 2 _ 1 > 7r 2 v 1
b1+b2—C1+C2 b1+b2 ci1+cCy

Wartosci miar energii 6(a; +a,,b; +by,cq +¢,,V; +V,) i entropii
€(a; + a5, b; + by, ¢y + ¢,V +V,) wyznaczamy, korzystajac odpowiednio
z(20)1 (21).

Zgodnie z (19) ryzyko niepewnoS$ci obarczajacej oczekiwang stope zwrotu
z portfela oceniamy za pomoca wariancji tej stopy:

2 _ 0'12+O'22+2C0V1,2

ST T ythy)? (26)

4. Studium przypadku

Zatbzmy, ze mamy instrument A; z warto$cig biezgcg okreslong trojkatna
liczbg rozmyta T(80;90; 110) oraz instrument A, z wartoécia biezgca rowng
T(80;96; 106). Wykresy funkcji przynaleznosci tych liczb zostaly przedstawione
narys. 1.

membership
o
o
b
L

1 .
80 85 a0 95 100 105 110
proposed Py

Rys. 1. Funkcje przynaleznosci dla proponowanych warto$ci biezacych instrumentow
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Tworzymy portfel zlozony z instrumentéw A, i A,, o udzialach odpowied-
nio x4 ,x,. Tym samym, warto$¢ biezaca portfela ztozonego z obu tych instru-
mentow wynosi:

PV =T(80+80;90 + 96; 110 + 106) = T(160; 186; 216) 27

1

09r

08r

07r

membership
o o o o
(o8] I (5] [=]

2
[
T

01r

0 ! . 1 L .
160 170 180 190 200 210
proposed PY

Rys. 2. Funkcja przynalezno$ci proponowanej PV portfela ztozonego z instrumentow

Zalozmy teraz, ze dana jest dwuwymiarowa zmienna losowa (V3 V/2) o roz-

ktadzie lacznym N ((110,118)7, X). Macierz kowariancji tej zmiennej ma postac:

5 - (225 126) 28)

Zgodnie z (24) oczekiwana warto§¢ przyszta portfela wynosi V = 228.
Dzigki (19) wariancje oczekiwanych stop zwrotu z instrumentéw przyjmuja
wartoéci ¢3 = 0,0031 oraz g5 = 0,0174, natomiast wariancja oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela przyjmuje warto$é ¢ =0,0013.

Dla podanych instrumentéw i zbudowanego z nich portfela mozemy teraz,
korzystajac z (16) i (25), wyznaczy¢ oczekiwane stopy zwrotu. Sg one liczbami
rozmytymi Rq,R,, R, okreSlonymi przez swoje funkcje przynalezno$ci:
p(r]80,90,110,110), p(r|80,96,106,118), oraz p(r|160,186,216,228).

Sprawdzmy teraz, czy dla tak okreslonych oczekiwanych stop zwrotu za-
chodzi warunek teorii portfela:

xlfR1+x2fRz =R (29)
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Udziaty poszczegolnych instrumentéw w portfelu okreslone sa nastepujaco:

by 90 by _ 96 (30)

X, = =—,x, = =
17 bi+b, 186’72 " by+b, 186

Zgodnie z (4) i (6) mozemy teraz obliczy¢ wielko$¢ udzialu oczekiwanych
stop zwrotu z instrumentu A; w kombinacji liniowej. Wtedy przynalezno$¢ pro-
ponowanej stopy zwrotu do liniowej kombinacji stop zwrotu z dwoéch instru-
mentow finansowych obliczymy przy pomocy:

P(x, Ry +x,Ry) (T) = SUDy {min {Pﬂel (xil) ' PR, (7” - xiz)}} (31)

Uwzgledniajagc dane zadania, otrzymujemy, ze warto$¢ funkcji przynalez-
nosci przyktadowej proponowanej stopy zwrotu r = 0,2, obliczana jako kombi-
nacja liniowa stop zwrotu, wynosi p = 0,8667. Natomiast warto$¢ funkcji przyna-
leznosci oczekiwanej stopy zwrotu z portfela, obliczanej przy pomocy (25),
wynosi p = 0,9175. Oznacza to, ze zbiory rozmyte odpowiadajace portfelowi
dwusktadnikowemu oraz kombinacji liniowej sktadnikow portfela nie sg sobie
réowne. Tym samym, nie jest spetniony podstawowy warunek analizy portfelowe;.

Korzystajac z (20), wyznaczmy teraz miary energii dla oczekiwanego zwro-
tu z kazdego z instrumentdéw osobno oraz z portfela:

6, = 6(80;90;110;110) = 0,1610
8, = 85(80;96;106; 118) = 0,1492 (32)
§ = 6(160;186; 216;228) = 0,1554

Kolejno, korzystajac z (21), wyznaczamy miary entropii dla oczekiwanego
zwrotu z kazdego z instrumentow oraz z portfela:

&1 = €(80;90;110;110) = 0,1452
&, = €(80;96;106;118) = 0,1760 (33)
e =¢(160;186;216;228) = 0,1611
Tym samym, otrzymujemy, ze dla rozwazanego przypadku mamy:
¢ <3 <g¢f
5, >8>0, (34)
g <e<g

Warto$ci wariancji zachowaly si¢ w sposob przewidywany przez zasade
dywersyfikacji ryzyka. Wariancja stopy zwrotu z portfela jest mniejsza od wa-
riancji stop zwrotu z poszczeg6lnych sktadnikéw portfela. W odmienny sposob
zachowujg si¢ pozostate miary. WartoSci miary energii i entropii oczekiwanej
stopy zwrotu z portfela sg usrednionymi wartosciami tych miar, wyznaczonych
dla poszczegodlnych sktadnikow tego portfela.
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Podsumowanie

Przeprowadzone badania wskazuja na fakt, ze dla portfela dwusktadniko-
wego, uwzgledniajacego nieprecyzje wyznaczenia wartosci biezacej, nie zachodzi
podstawowy warunek teorii portfelowej. Tym samym, niecelowe jest uwzgled-
nianie poszczegolnych udzialow instrumentéw finansowych w portfelu inwesty-
cyjnym. Z przeprowadzonych obliczen wynika ponadto, Zze ryzyko obarczajace
portfel nie moze by¢ traktowane jako zjawisko jednorodne. Przedstawiony przyktad
numeryczny pokazuje, iz pomimo ze dywersyfikacja portfela pozwala na zmniej-
szenie ryzyka niepewnosci, otwartym problemem pozostaje wtedy zmniejszenie
ryzyka wyboru nieoptymalnej alternatywy oraz niemozno$¢ wskazania jedno-
znacznej rekomendacji pomigdzy alternatywami. Istotnym problemem jest tutaj
wysoce skomplikowana postac¢ analityczna zaleznosci (20) i (21), okreslajacych
miary energii i entropii oczekiwanej stopy zwrotu. Podstawowa przyczyna tych
trudnosci jest fakt, ze oczekiwana stopa zwrotu nie jest trojkatng liczbg rozmyta.
Z drugiej strony mozna dostrzec, ze oczekiwany czynnik dyskontujacy posiada
juz t¢ wlasnosé. Stad mozna przypuszczaé, ze w analizowanym tutaj przypadku,
konsekwentne zastgpienie oczekiwanej stopy zwrotu poprzez oczekiwany czynnik
dyskontujacy pozwoli na ujawnienie prostych relacji pomi¢dzy miarami energii
i entropii. Umozliwi to zarzadzanie ryzykiem nieprecyzji. Budowa postulowanego
modelu powinna stanowi¢ kolejny etap zainicjowanych w tym artykule rozwazan.

Sugerowanym kierunkiem przysztych badan moze by¢ uogdlnienie przed-
stawienia wartos$ci biezgcej na przypadek rozmytej liczby trapezoidalnej. Celowe
jest rowniez kontynuowanie tych badan dla przypadku portfela dwusktadniko-
wego. Stosujac indukcje matematyczna, wszystkie uzyskiwane ta droga wyniki
bedzie mozna uogdlni¢ do przypadku portfela n-sktadnikowego.
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TWO-ASSET PORTFOLIO - CASE STUDY FOR PRESENT
VALUE GIVEN AS A TRIANGULAR FUZZY NUMBER

Summary: The main goal of the following article is to present the properties of two-asset
portfolio in case of imprecise present value being described as a triangular fuzzy number.
Fuzzy expected return rate of the portfolio and assessments of uncertainty and imprecision
risk will be appointed. Thus, a problem of revenue maximization will be introduced.

Keywords: two-asset portfolio, present value, fuzzy set.



