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ZASTOSOWANIE ROZKEADU NAJGORSZEGO
PRZYPADKU DO KONSTRUKCJI STABILNEGO
PORTFELA INWESTYCJI FINANSOWYCH'

Streszczenie: Podstawa konstrukcji portfela inwestycji finansowych jest okreslenie udzia-
tow poszczegdlnych aktywow (instrumentdw inwestycyjnych). Z matematycznego punktu
widzenia zagadnienie to sprowadza si¢ do optymalizacji struktury aktywow portfela
w warunkach ryzyka. Jest to problem optymalizacyjny typowo rozwigzywany za pomo-
ca metody Markowitza, ktora maksymalizuje §rednig stope zwrotu przy minimalizacji
miary ryzyka. Praca przedstawia koncepcj¢ rozktadu najgorszego przypadku stop zwrotu
aktywow finansowych, ktory wykorzystany w modelu Markowitza pozwala poza proba
otrzymac¢ wyniki nie gorsze niz w probie w sensie rozwazanych wskaznikow jakosci.
Rozktad najgorszego przypadku jest definiowany w oparciu o relacj¢ dominacji stocha-
stycznej pierwszego rzedu. W pracy poshuzono si¢ metoda koput. Proponowane pode;j-
$cie zostanie zilustrowane wynikami analizy eksperymentalnej dla wybranych akeji noto-
wanych na Gieldzie Papieréw Warto$ciowych w Warszawie.

Stowa kluczowe: portfel inwestycji, optymalizacja, stabilno$¢.

Wprowadzenie

Podstawa konstrukcji portfela inwestycji finansowych jest okreslenie udzia-
tow poszczegodlnych aktywow (instrumentéw inwestycyjnych). Z matematycz-
nego punktu widzenia zagadnienie to sprowadza si¢ do optymalizacji struktury
aktywow portfela w warunkach ryzyka. Jest to problem optymalizacyjny typowo
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rozwigzywany za pomoca metody Markowitza [1952], ktéra maksymalizuje srednig
stope zwrotu przy minimalizacji miary ryzyka. Stosujac model Markowitza
przyjmuje si¢ nastgpujace zalozenia: historyczne wartosci szeregu czasowego
stanowig dobra prognoze przysztych zachowan stop zwrotu, proces stochastyczny
ich jest stacjonarny, maja one wielowymiarowy rozktad normalny. Znalezienie
portfeli dajacych najwieksza stope zwrotu przy danym ryzyku i gwarantujacych
roéwnoczesnie najmniejsze ryzyko przy ustalonej stopie zwrotu portfela prowadzi
do tzw. portfeli efektywnych, sposrod ktorych jest wybierany portfel optymalny.
Zatozenia modelu Markowitza powinny gwarantowac generowanie portfeli sta-
bilnych w czasie, czyli takich, ktore charakteryzuja si¢ brakiem fluktuacji ryzyka
i $redniej stopy zwrotu w odniesieniu do tych wyznaczonych na podstawie danych
historycznych. W praktyce zalozenia modelu Markowitza nie sg jednak spetione.
Praca przedstawia koncepcje rozkladu najgorszego przypadku stop zwrotu ak-
tywow finansowych, ktory wykorzystany w modelu Markowitza pozwala poza
proba otrzymac¢ wyniki nie gorsze niz w probie w sensie rozwazanych wskazni-
kéw jakosci. Rozktad najgorszego przypadku jest definiowany w oparciu o rela-
cje dominacji stochastycznej pierwszego rzedu.

Praca jest zorganizowana w nastepujacy sposob. Punkty 1 i 2 przedstawiaja
definicje rozktadu najgorszego przypadku stop zwrotu dla pojedynczego aktywu
finansowego i portfela aktywow finansowych. Punkt 3 przedstawia model opty-
malizacyjny wykorzystany do przeprowadzenia eksperymentéw obliczenio-
wych. Punkt 4 prezentuje wyniki eksperymentéw dla wybranych akcji notowa-
nych na Gieldzie Papierow Warto§ciowych w Warszawie. Ostatni punkt stanowi
podsumowanie pracy.

1. Rozklad najgorszego przypadku stop zwrotu aktywu finansowego

Definicja jednowymiarowego rozktadu najgorszego przypadku stop zwrotu
aktywu finansowego opiera si¢ na relacji dominacji stochastycznej, ktora jest fun-
damentalng koncepcjg wykorzystywang w teorii decyzji. Dominacja stochastyczna
wywodzi si¢ z teorii majoryzacji [Hardy, Littlewood i Polya, 1934]. Relacja domi-
nacji stochastycznej zostata wprowadzona do statystyki przez Manna i Whitney'a
[1947] i dalej rozwinieta w kontek$cie wnioskowania statystycznego przez
Blackwella [1953] i Lehmanna [1955].

Majac dang przestrzen probabilistyczng (€2, F,P) oraz okre$long w niej ska-

larng zmienng losowa R, definiujemy relacje dominacji stochastycznej pierw-
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szego rzgdu w sposob nastgpujacy. Mowimy, ze zmienna losowa R, stabo domi-
nuje zmienng losowa R, w relacji dominacji stochastycznej pierwszego rzedu
(ang. first degree stochastic dominance — FSD), co zapisujemy R, =, R,,
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

E(u(R,)) 2 E(u(R,))

dla kazdej niemalejacej funkcji uzytecznosci u, tj. dla wszystkich preferencji,
gdzie wicksze wartosci sg preferowane. Mozemy alternatywnie scharakteryzowaé
relacje FSD z wykorzystaniem dystrybuanty lub funkcji kwantylowej zmienne;j
losowej. Niech funkcja F' o warto$ciach rzeczywistych oznacza dystrybuante
zmiennej losowej R, tj. F(n)=P(R <n)dla kazdego 7 € R. Dalej, niech

funkcja I D bedzie jej lewostronnie ciagly odwrotnoscia (funkcjg kwantylo-
wa), tj. FV(p)=inf{n:F(n)>p} dla 0< p<I1. Zachodza nastepujace
relacje:
R 2pp Ry & Fp()<Fp(m) VneR,
e FU(p)2F " (p) Vpe(0:1]

Dla ciggu niezaleznych zmiennych losowych o niejednakowym rozktadzie
(R,),. » reprezentujacych stopy zwrotu aktywu finansowego z przestrzeni pro-

babilistycznej (€, F,P), zmienna losowa najgorszego przypadku jest definio-
wana jako:
R"=sup{R:R 2., R VteT}. (1)
We wzorze (1) zmienna losowa R nalezy do zbioru zmiennych losowych,
ktore sa zdominowane przez zmienne losowe (R,),_., w sensie FSD. Ze uwagi na
fakt, ze relacja FSD indukuje porzadek czesciowy, w zbiorze tych zmiennych moz-
na znalez¢ kres gorny, analizujac dystrybuanty lub funkcje kwantylowe. Dystrybu-
anta zmiennej losowej R" przyjmuje postaé F,,(n7) =max(F, (7):t€T) dla
kazdego 17 € R, nastomiast funkcja kwantylowa F’ 1;; Y(p) =min(F, ,;/71) (p):tel)
dla 0 < p <1. Zgodnie z powyzsza definicja, w kazdej chwili czasowej ¢ pro-
ces stochastyczny (R)),., daje zwrot z lepszego rozktadu niz rozktad najgorsze-
go przypadku okreslony dystrybuanta F, (lub funkcja kwantylowa F 1;.: 1)) dla

wszystkich modeli preferencji, dla ktorych sa preferowane wigksze wartosci.
W zwigzku z tym rozklad najgorszego przypadku moze by¢ traktowany jako
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rozktad niezmienny w czasie, ograniczajacy z dotu proces stochastyczny stop
zwrotu. Rozktad najgorszego przypadku moze by¢ wyznaczany poprzez estyma-
cje rozktadow w procedurze przesuwanego okna czasowego i porownywanie
kwantyli.

2. Rozklad najgorszego przypadku
stop zwrotu portfela aktywow finansowych

Rozwazmy n-wymiarowy wektor losowy R=(R",...,R")", ktorego
sktadowe reprezentuja zmienne losowe najgorszego przypadku aktywow
finansowych. Zaktadamy, ze zmienne losowe R zaleza od siebie w sensie
stochastycznym i ich struktura zalezno$ci jest dana koputg (ang. copula) C.
W szezegolnosci H(S,..., ) = C(FR,W (f),...,FR’,’,, (£)), gdzie H jest dystrybu-

antg tacznego rozktadu wektora losowego R .

Tworzenie portfela aktywow finansowych to poszukiwanie optymalnej
sumy zmiennych losowych, wigc dalej bedziemy zainteresowani zdefiniowaniem
rozktadu najgorszego przypadku dla sumy zmiennych losowych S=R"+...+ R

ze strukturg zaleznosci dang koputg C . Mozemy wyznaczy¢ dystrybuante sumy S
z wykorzystaniem catek wielowymiarowych:
F(s)=P(S<s)= j dC(F . (1), Fy (1)
A(s)

= [dCG,,...,u,), (2)

B(s)
gdzie zbior A jest definiowany jako A(s) ={(#,...,r,):n +...+r < s}, a zbidr
B jako B(s)={(u,,...,u,): Flg;l)(ul) +...+ F;;l)(un) <s}. Dla ciagu nieza-
leznych zmiennych losowych o niejednakowym rozktadzie(S,),_, , reprezentu-

jacych sumy stop zwrotu aktywow finansowych, zmienna losowa najgorszego
przypadku jest definiowana jako:

S"=sup{S:S, 2., S VteTl}.
Podobnie jak wyzej, dystrybuanta zmiennej losowej S" przyjmuje postaé
F_.(s)=max(F (s):t€T) dla kazdego s € R, nastomiast funkcja kwan-
tylowaFS(;”(p) = min(FS(;l)(p) teT)dla0< p<l.
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Wprowadzmy definicje porzadku zaleznosci stochastycznej (ang. concordance
ordering) [Joe, 1997], ktory utatwi estymacje rozktadu najgorszego przypadku
dla sumy zmiennych losowych. Kopula C moze by¢ przedstawiona jako

C(u,....,u,)=PU, <u,,...,.U <u), gdzie (U,...U,)=(F(R),...F,(R)),
podobnie komplementarna koputa E(ul,...,un) =P, >u,,....U, >u,). Mo-
wimy, ze koputa C, jest mniejsza lub rowna kopule C,w porzadku zaleznosci

stochastycznej, co zapisujemy C, <. C,, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
C(u)<Cy(u) i Ci(u)<Ca(u) Vuel0;1]".

Nastepujace twierdzenie jest prawdziwe. Jezeli zmienna losowa S, repre-
zentujgca sume zmiennych losowych najgorszego przypadku, ma dystrybuante
F (s)= IdCl (F,.(1),...,F,.(r,)) i podobnie zmienna losowa S, ma

dystrybuantg Fy (s)= [ dC, (F e (7)sees Fy (1)) 5 10
Cl Sc C2 = Sl ZFSD S2' (3)

Dowod twierdzenia wynika z definicji porzadku zaleznosci stochastycznej
i reprezentacji (2).

Opierajac si¢ na zaleznos$ci (3), mozemy zdefiniowaé kopute najgorszego
przypadku, ktéra pozwoli wyznaczy¢ sume¢ zmiennych losowych najgorszego
przypadku. Majac dany ciag koput (C,),_,, koputa najgorszego przypadku jest

definiowana jako:

C"=inf{C:C, <, C VieT}.

Estymacja rozktadu najgorszego przypadku dla sumy zmiennych losowych
sprowadza si¢ do estymacji najmniejszej kopuly w porzadku zaleznoSci
stochastycznej, ograniczajacej z gory ciag koput. Ta koputa wraz z jednowymia-
rowymi rozktadami najgorszego przypadku powinna by¢ uzyta jako zrddto
danych dla modelu optymalizacji portfela.

3. Model optymalizacyjny

W pracy wykorzystano model optymalizacji portfela z warunkowa warto-
Scig zagrozong (ang. Conditional Value-at-Risk — CVaR) [Rockafellar i Uryasev,
2000] jako miarg ryzyka. CVaR jest miarg koherentng [Pflug, 2000] i liczne
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badania empiryczne [zob. np. Rockafellar i Uryasev, 2002; Mansini, Ogryczak
i Speranza, 2003] potwierdzily jej przydatnos¢ w réznych zagadnieniach finan-
sowych. Optymalizowano miar¢ ryzyka, opierajac si¢ na dualnym modelu pro-
gramowania liniowego, zaproponowanym przez Ogryczaka i Sliwinskiego [2011].
Wykorzystano wariant uwzgledniajacy ograniczenia na $rednig stope zwrotu
1 wielko$¢ udziatow portfela:

min q—,u0s+2xgvj

4.5,V =

p.o. q—yjs—Zrﬁu,nijZO dla j=1,...,n, (4)

t=1
m
S =1,
t=1

v

0,
<u, <p/B dla t=1...,m,
0.

= O ©

\

W powyzszym sformutowaniu 7, oznacza prostg stopg zwrotu j -tego aktywu
(j=1,...,n) dla realizacji ¢ (t=1,...,m) wektora losowego R=(R",.. .,R:’)T,
p, oznacza prawdopodobienstwo realizacji ¢, £ € (0;1] oznacza poziom toleran-
cji CVaR. Parametry p; oznaczaja wartosci $rednie zmiennych losowych R;V,

M, oznacza ograniczenie dolne na $rednia stopg zwrotu portfela, natomiast x*

reprezentuje ograniczenie gorne na udziaty portfela. W optimum warto$¢ funkcji
celu reprezentuje CVaR, a zmienne dualne ograniczen (4) reprezentuja udziaty
portfela. Model dualny pozwala uwzgledni¢ istotnie wigcej realizacji wektora
losowego R niz model prymalny, poniewaz ograniczenia zwigzane z realiza-
cjami wektora R tworza ograniczenia kostkowe (ang. simple upper bounds)
i nie wptywaja na ztozono$¢ obliczeniowa problemu.

4. Eksperymenty obliczeniowe

Do eksperymentow obliczeniowych wykorzystano notowania spétek wcho-
dzacych w sktad indeksow WIG30 i WIG50 Gietdy Papierow Wartosciowych
w Warszawie. Przyjeto kwartalne stopy zwrotu, okres w probie 2002-2011 i poza
proba 2012-2014. Dla wszystkich spolek w okresie w probie przeprowadzono
estymacje rozktadéw najgorszego przypadku w procedurze przesuwanego okna
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czasowego o dtugosci 8 lat. Tabela 1 przedstawia wstgpnie wybrane spotki nale-
zace do roznych sektorow i branz, dla ktorych warto$¢ oczekiwana rozktadu
najgorszego przypadku byla dodatnia.

Tabela 1. Spoiki z dodatnig warto$cig oczekiwang rozktadu najgorszego przypadku

Firma Sektor Branza
Grupa Apator S.A. Przemyst Elektromaszyny
Getin Holding S.A. Finanse Banki
MCI Management S.A. Finanse Inne

W procedurze przesuwanego okna czasowego wyznaczono kopule ¢ naj-
gorszego przypadku (maksymalng w porzadku zaleznos$ci stochastycznej). Ba-
dania empiryczne pokazuja, ze koputa ¢ najlepiej dopasowuje si¢ do finanso-
wych stop zwrotu [zob. np. Fisher i in., 2007]. Kopula ¢ najgorszego przypadku
jest definiowana przez macierz korelacji o maksymalnych wartosciach [Miiller
i Stoyan, 2002] dla zadanej warto$ci stopni swobody. W procedurze estymacji
koputy otrzymano macierz korelacji

1 082 071
P=(082 1 073
0,71 0,73 1

Przyjeto najmniejszg warto$¢ stopni swobody v =1,5w celu uzyskania sil-
nych zaleznosci w ogonach rozktadu.

Zastosowano model optymalizacji portfela (4). Przyjeto f=0,05,
M, =0,001 i x* =0,5. Przeprowadzono optymalizacj¢ dla 100 tys. jednakowo
prawdopodobnych wektorow stop zwrotu, wygenerowanych z 3-wymiarowego
rozktadu zdefiniowanego przez kopute 7 i rozklady brzegowe najgorszego przy-
padku. Wykorzystano solver IBM ILOG CPLEX 12.6.1, optymalizacja trwata
krocej niz 1 s na komputerze z procesorem 2.67 GHz i 4 GB pamigci RAM.
Sktad optymalnego portfela przedstawia tabela 2.

Tabela 2. Sktad optymalnego portfela

Firma Udzial (%)
Grupa Apator S.A. 50,0
Getin Holding S.A. 11,3
MCI Management S.A. 38,7

W celu wyznaczenia ilo$ci inwestowanego kapitatu w ryzykowne aktywa,
ktora daje maksymalne tempo wzrostu inwestycji, wykorzystano kryterium
Kelly’ego [Rotando i Thorp, 1992] w zastosowaniu do rozkladu najgorszego
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przypadku stop zwrotu optymalnego portfela. [los¢ ta wynosi 39,3%, pozostata
czg$¢ nalezy inwestowaé w instrument wolny od ryzyka. Za instrument wolny
od ryzyka przyjeto lokate opartg na wskazniku WIBOR 3M. Tak skonstruowany
portfel bedzie dalej nazywany stabilnym, jego sktad przedstawia tabela 3.

Tabela 3. Sktad stabilnego portfela

Aktywo Udzial (%)
Akcje firmy Grupa Apator S.A. 19,7
Akcje firmy Getin Holding S.A. 4,4
Akcje firmy MCI Management S.A. 15,2
Lokata oparta na wskazniku WBIOR 3M 60,7

Portfel stabilny utrzymuje swe wlasnosci, jezeli jego struktura nie zmienia
si¢ w czasie. Portfel zostal wyznaczony na podstawie kwartalnych stop zwrotu,
wigc co kwartat powinien by¢ rebalansowany w celu zachowania udziatéw okre-
$lonych w tabeli 3.

Rys. 1 przedstawia krzywe kapitalu w probie i poza proba dla inwestycji
w portfel stabilny, ,.kup i trzymaj” oraz jednostki indeksowe MiniWIG20, ktore
w badanym okresie pozwalaly inwestowa¢ w indeks WIG20.

20000 zt -

15000 zt |

stabilny

10 000 zt - ,kup itrzymaj”

5000zt
MiniWIG20

1000 zt w prébie
0zt T T T T T T T T T T
2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014

poza préba

Rys. 1. Krzywe kapitatu

Krzywa kapitatu portfela ,.kup i trzymaj” to wynik inwestycji portfela sta-
bilnego bez rebalansowania co kwartat. Poczatkowa ilo$¢ inwestowanego kapi-
tatu wynosita 1000 zt. Uzyskano nastepujace sktadanie Srednioroczne stopy
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wzrostu: portfel stabilny — 18,8%, portfel ,.kup i trzymaj” — 23,2%, jednostki
indeksowe MiniWIG20 — 5,5%. Stopy wzrostu nie uwzgledniajg kosztow trans-
akcyjnych, ktére sg istotne w przypadku portfela stabilnego wymagajacego reba-
lansowania.

Tabela 4 przedstawia statystyki dla okresu 2002-2014 dla kwartalnych stop
zwrotu porownywanych inwestycji. Statystyki dla rozktadu najgorszego przypadku
(r.n.p.) stop zwrotu portfela stabilnego sg prezentowane dla okresu w probie,
VaR oznacza warto$¢ zagrozong (ang. Value-at-Risk). Wszystkie statystyki pre-
zentowanie w tabeli 4 s3 miarami zgodnymi z relacjg FSD, tj. dla zmiennych
losowych R, R, imiary p zachodzi R, 2,,, R, = p(R)) = p(R,).

Tabela 4. Statystyki dla kwartalnych stop zwrotu inwestycji

Inwestycje
Miara Portfel Portfel Jednostki
stabilny »Kup i trzymaj” MiniWIG20
Srednia (%) 4,7 6,4 2,0
Srednia, r.n.p. w probie (%) 2,4 - -
Minimum (%) -14,7 -33,1 -42,9
Minimum, r.n.p. w probie (%) -15,6 - -
VaR (0,05) (%) -10,6 -20,0 -17,4
VaR (0,05), r.n.p. w probie (%) -12,5 — -
CVaR (0,05) (%) -12,5 -27,7 -29,1
CVaR (0,05), r.n.p. w probie (%) -14,3 - -

Z tabeli 4 wynika, ze wszystkie analizowane statystyki rozktadu najgorszego
przypadku portfela stabilnego utrzymaly si¢ w catym okresie inwestycji. Warto-
Sci statystyk portfela ,,kup i trzymaj” Swiadcza o konieczno$ci rebalansowania
w celu utrzymania charakterystyk rozktadu najgorszego przypadku uzyskanych
w probie. Za wyjatkiem $redniej, wszystkie inne miary daty od 1,6 do 2,1 razy
nizsze wartosci od tych uzyskanych dla rozktadu najgorszego przypadku. Z kolei
wyniki inwestycji w jednostki indeksowe MiniWIG20 pokazuja, ze inwestowa-
nie w portfel stabilny moze da¢ atrakcyjniejsze zwroty i ryzyko od tych ofero-
wanych przez portfel najwickszych spotek. W tym przypadku doktadne porow-
nanie wynikow inwestycji wymaga uwzglednienia kosztéw transakcyjnych.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono koncepcje¢ rozktadu najgorszego przypadku stop
zwrotu aktywow finansowych, ktory wykorzystany w modelu Markowitza pozwala
poza proba otrzymaé wyniki nie gorsze niz w probie w sensie rozwazanych
wskaznikow jakosci. Rozktad najgorszego przypadku jest definiowany w oparciu
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o relacje dominacji stochastycznej pierwszego rzedu. Zaprezentowane podejscie
zaktada, ze rozklady w przysztosci nie beda gorsze od rozkladu najgorszego
przypadku. W ogdlnosci to zalozenie nie musi by¢ spelnione, dlatego warto ana-
lizowa¢ rozktady najgorszego przypadku w odniesieniu do silnych fundamental-
nie spotek z dlugoterminowym potencjatem wzrostu.

Proponowane podejscie zostalo zilustrowane wynikami eksperymentow ob-
liczeniowych dla wybranych akcji notowanych na Gieldzie Papierow Warto-
sciowych w Warszawie. Z 80 spotek wytoniono 3 nalezace do rdznych sektorow
i branz z rozktadami najgorszego przypadku o dodatniej wartosci oczekiwane;.
Niewielka liczba wybranych spotek jest wynikiem konserwatywnego charakteru
metody — branie miniméw z kwantyli dla odbiegajacych od siebie rozktadow
z dodatnimi warto$ciami oczekiwanymi moze prowadzi¢ do rozktadu z ujemna
wartosécig oczekiwang. W ramach dalszych badan mozna rozwazac inne, mniej
restrykcyjne podejscia do okreslenia rozktadu stanowigcego ograniczenie z dotu
procesu stochastycznego stop zwrotu.
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CONSTRUCTION OF A STABLE PORTFOLIO OF FINANCIAL
INVESTMENTS BY MEANS OF THE WORST-CASE DISTRIBUTION

Summary: The basis of the portfolio selection is to determine the share of each financial
asset. From a mathematical point of view, this issue boils down to portfolio optimization.
This is a typical optimization problem solved by the Markowitz method, which maxim-
izes the expected rate of return and minimizes risk defined as the variance. The assump-
tions of the Markowitz model should ensure that the optimal portfolios are stable over
time, i.e., they should be characterized by the absence of fluctuations in their shares, or
in other words, the risk and the expected return should correspond to those estimated
from the historical data. In practice, these assumptions are not met. To solve this prob-
lem, we define a certain time-invariant distribution bounding portfolio time series of
returns from below. This distribution is based on the relation of stochastic dominance
and is called the worst-case distribution. We test the validity of this approach by con-
ducting computational experiments on the real-life financial data from the Warsaw Stock
Exchange.

Keywords: investment portfolio, optimization, stability.



