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Streszczenie: Celem artykutlu jest zaprezentowanie wybranego modelu stochastycznej
zmiennos$ci do opisu zmiennosci inflacji w Polsce, ze szczegdlnym uwzglednieniem moz-
liwosci zastosowania techniki estymacji wykorzystujacej sekwencyjna metode Monte
Carlo (ang. Sequential Monte Carlo method, SMC). Przedstawiono model zmiennosci
stochastycznej, w ktorym wariancja warunkowa jest traktowana jako zmienna nieobser-
wowana opisywana za pomocg jednoczynnikowego modelu Coxa, Ingersola i Rossa (CIR)
[Cox, Ingersoll, Ross, 1985]. Zalety oraz efektywno$¢ proponowanej metody zaprezento-
wano na podstawie miesigcznych danych historycznych poziomu inflacji w Polsce
w latach 2004-2017.

Stowa kluczowe: modele zmiennosci stochastycznej, model CIR, metoda SMC, algorytm
EM, inflacja.
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Wprowadzenie

Modelowanie i prognozowanie inflacji nie jest zagadnieniem nowym, jednak
debata nad optymalna strategia polityki pieni¢znej nieprzerwanie wzbudza silne
emocje. Coraz wiccej bankow centralnych oraz innych instytucji finansowych
1 gospodarczych wykorzystuje zarowno prognozy stop procentowych, jak i inflacji
jako istotny element wspomagajacy procesy decyzyjne. Inflacja jest najczgsciej
utozsamiana ze zjawiskiem dlugotrwatego (wzglednie ciaglego) wzrostu ogdlnego

1 Artykut zostat przygotowany w ramach projektu finansowanego ze $rodkéw Narodowego Cen-
trum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2013/11/D/HS4/04014.
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poziomu cen w gospodarce. Natomiast skokowy wzrost cen wynikajacy z jednora-
zowego wstrzasu, po ktérym poziom cen pozostaje na staltym poziomie, nie jest
uznawany za inflacj¢ [Baranowski, 2008].

W literaturze przedmiotu najcze$ciej proponowane i stosowane podejscia
modelowania powyzszych proceséw koncentruja si¢ na modelach regresji oraz
liniowych i nieliniowych modelach szeregéw czasowych [Baranowski, 2008;
Baranowski, Leszczynska, Szafranski, 2010; Baranowski i in., 2013], podczas
gdy w artykule proponuje sie zastosowanie modelu zadanego przez stochastycz-
ne rownania réozniczkowe. W tym celu na przestrzeni probabilistycznej (€, %, P)
jest definiowany proces stochastyczny {X(t),t € R, } spetiajacy stochastyczne
rownanie Ito:

dX(t) = u(X(t),t)dt + a(X(t), t)dW(t), X(0) = X, @

gdzie {W(t)};er jest procesem Wienera, u(X(t),t), o(X(t),t) sa ciagtymi
funkcjami rzeczywistymi.

Modelowanie inflacji najczesciej sprowadza si¢ do poszukiwania opisu po-
ziomu inflacji w zaleznosci od wielu czynnikéw makroekonomicznych. W prak-
tyce badan szeregow czasowych okazuje si¢, ze istotng role odgrywaja zarowno
wartosci, jakie przyjmuje badany proces, jak i ich zmienno$¢ (mierzona zazwy-
czaj odchyleniem standardowym). W zwiazku z powyzszym, podejmujac temat
modelowania inflacji, warto rozwazy¢ zmiany inflacji w czasie oraz skale tych
zmian. Wysoka zmienno$¢ inflacji rodzi niepewnos¢ w gospodarce, ktora
pomimo ograniczania $redniego poziomu inflacji moze hamowaé wzrost go-
spodarczy. Przy okazji warto zwroci¢ uwage na bardzo cickawa dyskusje doty-
czaca stabilnosci cen oraz stabilno$ci inflacji, przedstawiong w artykule Blasz-
czyka [2010].

Podjeto probe zbudowania modelu inflacji, ktéry umozliwi prognozowanie
jej poziomu oraz poznanie zwigzku miedzy inflacja a niepewnoscia inflacyjna.
Nalezy podkresli¢, ze proponowany model (podobnie jak modele typu ARCH
i GARCH) nie wyjas$nia, co jest zrodlem zmienno$ci badanego szeregu.

W prezentowanym podejsciu dynamika inflacji jest opisywana za pomoca
modelu, w ktorym warunkowa wariancja jest odrgbnym procesem stochastycz-
nym. Istota modeli tego typu (tzw. modeli zmiennosci stochastycznej, SV) pole-
ga na zalozeniu, ze przyszly poziom zmiennosci badanego procesu podlega
zmianom losowym, ktérych zrédto nie musi by¢ tozsame ze zrédtem losowosci
badanego procesu i dlatego nie moze by¢ precyzyjnie okreslany przez dostgpne
informacje historyczne (tj. przesztoscia procesu). Pod pojgciem zmiennosci (ang.
volatility) jest tu rozumiana miara niepewnosci co do przysztych zmian poziomu
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badanego zjawiska. Najczesciej za miar¢ zmiennosci przyjmuje si¢ wariancje lub
odchylenie standardowe wartosci badanego szeregu [Pajor, 2003; Bos, 2012].
W szczegdlnosci zalozono, ze zmienno$¢ inflacji jest wielkoscia dyskontujaca in-
formacje dotyczace réznych czynnikow makroekonomicznych majacych wptyw na
zmiany w strukturze systemu gospodarczego (tzn. znajduja w niej odzwierciedlenie
skutki prowadzonej polityki pieni¢znej oraz informacje dotyczace zachodzacych
procesow makroekonomicznych odzwierciedlajacych stan gospodarki kraju).
W zwiazku z powyzszym jej bezpo$rednie zmierzenie nie jest mozliwe, stad
zasadne jest przyjecie, i jest ona zmienng nieobserwowalng (ukryta).

Analizie poddano miesigczne zmiany wskaznika cen towaréw i ustug (ang.
Consumer Price Index, CPI) (przyjmujac poprzedni miesigc za bazowy) obserwo-
wane w latach 2004-2017, dostepne na stronie Gtownego Urzedu Statystycznego.

Oszacowanie zaproponowanego modelu umozliwi prognozowanie zmien-
nosci inflacji, ktora odgrywa istotng role w identyfikacji oczekiwan inflacyjnych
oraz ksztaltowaniu biezacego poziomu inflacji.

Artykut rozpoczyna krotki przeglad informacji dotyczacych sekwencyjnej
metody Monte Carlo (SMC). Przedstawiono sposob konstrukcji algorytmu
umozliwiajagcego estymacje¢ parametrow modeli ze zmiennymi ukrytymi — algo-
rytm taczacy ide¢ algorytmu EM z metoda SMC (SAEM). Nastepnie, opierajac
si¢ na opisanej metodzie, symulacjach numerycznych i danych rzeczywistych,
przeprowadzono estymacj¢ jednoczynnikowego modelu Coxa, Ingersola i Rossa
(CIR) dla poziomu oraz zmiennoscCi inflacji. Prezentowane wyniki stanowig
punkt wyjscia do opracowania bardziej zaawansowanych modeli stochastycznej
zmiennosci, ktoére umozliwig efektywne modelowanie opisywanego zjawiska.
Do analizy wykorzystano autorski program napisany w jezyku C Sharp przy uzyciu
Visual Studio (zintegrowane $§rodowisko programistyczne firmy Microsoft).

1. Idea sekwencyjnej metody Monte Carlo

Prezentowana metoda stanowi aktywny obszar badan od 1993 r., kiedy to
ukazala si¢ oryginalna praca Gordona, Salmonda i Smitha. Od tego czasu
w literaturze pojawito si¢ wiele prac na temat teorii, a takze mozliwosci zasto-
sowan metody. Wséréd bogatej literatury szczegélnie warto zwrdei¢ uwage
na nastepujace pozycje: Doucet, de Freitas i Gordon [2001], Doucet i Johansen
[2008], Kantas i in. [2015]. W literaturze zamiennie uzywa si¢ nazw ,,sekwen-
cyjna metoda Monte Carlo” (ang. sequential Monte Carlo method, SMC) oraz
Hfiltr czasteczkowy” (ang. particle filter, PF). Termin ,filtr czasteczkowy”
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wprowadzit do literatury Pierre Del Moral w 1996 r., natomiast terminologia
»sekwencyjna metoda Monte Carlo” zostala zaproponowana przez Liu i Chena
w 1998 r.

Metoda filtru czasteczkowego nalezy do zaawansowanych metod filtracji
nieliniowej, ktore wykorzystuja metody symulacyjne do aproksymacji gestosci
rozkladu a posteriori. Idea PF polega na oszacowaniu rozktadéow prawdopodo-
bienstwa docelowego przez rozktady empiryczne skupione na zestawie probek
(zwanych czasteczkami), wyznaczonych przez sekwencyjny algorytm bedacy
potaczeniem dwoch metod: tzw. metody losowania istotnego (ang. importance
sampling, IS) oraz techniki ponownego losowania, reprobkowania (tzw. resam-
plingu). Pierwszy krok metody polega na generowaniu czasteczek z odpowied-
nio dobranego rozktadu (tzw. funkcji losowania istotnego lub funkcji waznosci),
a nastepnie eliminowaniu tych, ktérych prawdopodobienstwo, ze pochodza
z estymowanego rozktadu, jest mate.

W celu szczegdlowego przedstawienia omawianego algorytmu rozwazono
proces X;, ktory nie jest bezposrednio obserwowany (tzw. proces zmiennej
ukrytej), a pomiary jego warto$ci sg mozliwe jedynie poprzez obserwacje proce-
su {¥;:t =1}. Do dalszych rozwazan przyjeto nastepujace oznaczenia:
Z.j = (2, Zi41, -, Z;) 10 realizacje procesu Z, = (X, Y:) od chwili i do j, i <,
symbolem p wymiennie begdzie oznaczane prawdopodobienstwo lub gestos¢
rozktadu prawdopodobienstwa, natomiast 6 to wektor parametrow modelu okre-
$lony na zbiorze otwartym 0, @ c R"9.

Przy powyzszych zatozeniach na przestrzeni probabilistycznej (€, %, P)
zdefiniowano model przestrzeni stanow.

Definicja 1 (model przestrzeni stanéw na przestrzeni probabilistycznej)
Niech dynamika procesu {X;:t > 0} bedzie okreslona przez gestos¢ poczatkowa
oraz gesto$¢ prawdopodobienstwa przejscia:
Xo~p(x016) (2)
Xel(Xoit-1 = Xoit—1 Yi:e-1 = Y1:e-1)~D(xe|x¢ -1, 0) ®)

O obserwacjach zatozono, ze ich ggstos¢ warunkowa wzgledem procesu ukryte-
go jest okreslona wzorem:

Yel(Xo:t-1 = Xo:t-15 Yi:t—1 = Y1:6-1,0)~0 (Ve |x¢, 0) 4
gdzie 1 <t<T.
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Zdefiniowanie modelu przestrzeni stanow na przestrzeni probabilistycznej
jest najogolniejsza postaciag modelu dynamicznego. Umozliwia rozwazanie za-
rowno modeli liniowych, nieliniowych, gaussowskich, jak i niegaussowskich.
Dodatkowa zaletg powyzszej definicji jest bezposrednia mozliwo$¢ wyprowa-
dzenia wzordw filtracji bayesowskiej. Zatozenie (3) implikuje markowowsko$¢
procesu {X;}, natomiast z zatozenia (4) wynika warunkowa niezaleznos¢ obser-
wacji y;.

Zagadnienie filtracji polega na wyznaczeniu optymalnego estymatora war-
tosci zmiennej ukrytej X; na podstawie zaobserwowanych wartosci y;., Oraz
znanych rozktadéw a priori. Problem ten mozna sprowadzi¢ do estymacji wa-
runkowych gestosci rozktadow a posteriori p(xy..|y1..). Podstawowe wzory
filtracji beyesowskiej sg nastgpujace:
p(x1¢ly1:0,0) = P(X1:0-11Y1:0-1,0) p(ytligljﬁf_tr;)_lﬂ)

X p(X1:¢—11Y1:6-1, O el xe, O)p (x| X1, 6)

®)

gdzie symbol o< oznacza ,,jest proporcjonalne do”.
Gestos¢ filtracji p(x;|yq.¢, 0) jest gestoscia brzegowa rozktadu (5), stad jest
okreslana za pomocg wzoru:

— P(Yelxe,0)p(xt|y1:6-1,0) 6
p(xtlth, %) PVelyie-1,0) ©)

gdzie:
p(x¢|y1:6-1,0) = fp(xtlxt—lwe)p(xt—llyl:t—lve)dxt—l (7)

pelyie-1,0) = fP(xt|xt—1'9)P(Vt|xt—1:G)P(xt—lb’u—l:e)dxt—u (8)

W praktyce zaktada sig, ze gestosci p(Velxe, 0) 1 p(x¢|xi—1,6) sa znane oraz
P(Velyrie-1,0) > 0.
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Schemat podstawowego algorytmu filtru czasteczkowego (ang. Sampling
Importance Resampling algorithm) przedstawia ponizszy pseudokod:

Algorytm SIR

Dlat =0

e Dlai=1,..,N generujemy x(i)~qt(x0| Ye+1,0)
 Wyznaczymy wagi w.” =

Dlat>1

e Dlai=1,...,N generujemy xt(?1~qt(xt+1|xt, Yir1)
e Dlai=1,.., N wyznaczamy wagi

N

i) @].,.@
@  poe’ o0 Ly ®
w, o X PG/ ROR =W, =1Lw7" =0 9)

Wyznaczamy wskaznik efektywnej wielkosci proby (ang. Effective Sample
Size?):

-1
Ngss = ( i (Wt(l)) )
Jezeli Nggg < Ny, przeprowadzamy ponowne losowanie czasteczek

RESAMPLE:
Generujemy z(i)~Mult(N,w ™, ..., w™)

0) @) _ (.o 0V
aktualizujemy {xo t+1'Wt+1} o {xo:t+1'ﬁ}i=1

w przeciwnym przypadku zachowujemy pierwotng trajektorie {xélg 1 Wt(_?l}
=1

@ (1)}
i

Uzyskany szereg {xo o W stanowi podstawe do aproksymacji gesto-
=1

$ci filtracji w chwili t, ktorg wyznacza si¢ w postaci rozkladu empirycznego:
PrOxelyre) = Sy w8 (x — ) (10)

gdzie & oznacza delte Diraca®.

2 Wskaznik Nggs przyjmuje warto$é od 1 do N, resampling jest wykonywany w przypadku, gdy

jego warto$¢ jest mniejsza od zatozonego poziomu krytycznego Ny, o ktorym zazwyczaj zakla-
da sie, ze jest rowny N /2 [Doucet, Johansen, 2008].

Delta Diraca (albo funkcja impulsowa) & jest operatorem liniowym (dystrybucja) dziatajacym
na pewnej przestrzeni funkcyjnej zdefiniowanym jako: 6(f) = f_°°°o f()8(x)dx o nastgpuja-

0 xqtof S()dx = 1.

cych wilasnosciach: §(x) = {+Oo v
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Specyfika aproksymacji PF opiera si¢ na aproksymacji gestosci filtracji
p(x¢|y1.t) za pomocg proby uzyskanej z rozktadu istotnego okreslonego za po-
mocg funkcji losowania istotnego qg(x:|xt—1, V1.1, 60) (ang. proposal density).
Szczegdtowa dyskusje na temat teorii doboru funkcji losowania istotnego oraz
technik resamplingu mozna znalez¢ m.in. w pracach: Doucet, de Freitas i Gor-
don [2001]; Doucet i Johansen [2008]; Boli¢, Djuri¢ i Hong [2004]; Brzozow-
ska-Rup i Dawidowicz [2009].

2. Algorytm SAEM

Ostatnim elementem proponowanej metody estymacji parametrow modelu
ze zmiennymi ukrytymi jest krotka charakterystyka algorytmu EM (ang.
Expectation-Maximisation) [McLachlan, Krishnan, 1997]. Metoda jest szczeg6l-
nie polecana w przypadkach, gdy w analizowanym modelu wystepuja zmienne
nieobserwowane (niekompletne) i/lub bezposrednia maksymalizacja funkcji
wiarygodnosci jest bardziej ztozona niz maksymalizacja petnego prawdopodo-
bienstwa. W tym celu jest definiowana tzw. funkcja pseudowiarygodnosci:

£c(01x0.7, y1.7) = logp(xo.7, ¥1:716) (11)

Implementacja metody przebiega w dwoch krokach wykonywanych reku-
rencyjnie tak dlugo, az jest spelnione kryterium zbieznosci.
Krok E (ang. Expectation step) polega na szacowaniu warunkowej wartosci
oczekiwanej (funkcji pomocniczej Q) przy zatozeniu, ze 6, jest znana warto$cia

estymatora parametru @ w k iteracji:
Q(0,0) = E[(£:(D)|O)|yr.r, 0] =

(12)
=Jlogp(xo:T'3’1:T|9)P(x0:T|)’1:T; Or)dxo.r

W kroku M (ang. Maximisation step) sa wyznaczane aktualne oszacowania
parametrow rozktadu:

O+1 = argmaxg Q(6, 6x) (13)

W przypadku gdy w modelu wystepuja zmienne ukryte, rozwazany problem
estymacji nalezy rozumie¢ jako zagadnienie polegajace na identyfikacji modelu
w warunkach niepewnosci. W tej sytuacji proponuje si¢ potaczenie algorytmu
EM z filtrem czasteczkowym. Wykorzystano tu szczegdlng posta¢ algorytmu,
a mianowicie jego wersje online znang w literaturze pod nazwg SAEM (ang.
Sequential Approximation EM algorithm).
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Idea sekwencyjnej konstrukcji algorytmu EM polega na aktualizowaniu
oszacowania funkcji Q(0,60;) w kazdym momencie pojawienia si¢ nowej
obserwacji bez konieczno$ci powtarzania catego algorytmu. Taka mozliwo$é
pojawia si¢ wtedy, gdy funkcja pomocnicza jest addytywna i w t-tej iteracji
algorytmu EM moze by¢ wyznaczana na podstawie nastg¢pujacej zaleznosci re-
kurencyjnej:

Q:(0) = (1 =¥ Q:-1(6) + VEllnp (x¢|xe—1, 0)Y1:, 0¢—1] (14)

gdzie {y;} jest dodatnim, nierosngcym ciaggiem spetniajagcym nastgpujace wa-
runki Y y: = o0, X yZ < o; w praktyce najczesciej proponuje si¢ y; = t~%,
gdzie 0,6 < a <0,7, yo =1 [Jank, 2006; Cappé, Moulines, 2009; Cappé,
2011]. Warto zauwazy¢, ze w przypadku gdy gestos$¢ tacznego rozktadu nalezy
do wyktadniczej rodziny rozktadow, tzn.:

p(xlzt' YI:tle) = h(xl:tv }’1:t)eXP(<1/J(9). S(xl:t)) - @(9)) (15)
gdzie (-,) oznacza iloczyn skalarny, operator S(-) jest rzeczywista i addytywna
funkcja mierzalng  S(xg..) = Mk=1 Sk (Xk—1,x;) statystyk dostatecznych
{sik(Xk—1, x1)}n [Cappé, 2011]. Wowczas oszacowanie parametrow modelu

polega na iteracyjnym wyznaczaniu wartosci oczekiwanej
S; = E[S(x0.:) V1., 0¢—1] — tzw. stochastyczny krok E:
Se= (1 =v)Se—1 +ve iy Wt(l)st(xt—p Xt) (16)

oraz maksymalizacji zmodyfikowanej postaci funkcji Q (modyfikacja funkcji Q

polega na pomini¢ciu stanu poczatkowego, statej normujacej oraz sktadnika,
ktoéry nie zalezy od szukanych parametrow):
(krok M):

Qe (S) = E[(Y(6),S) — ¢(O)|y1.¢, 0¢-1] a7

Strukture prezentowanej metody estymacji opisuje ponizszy pseudokod algo-
rytmu PF-SAEM:

Algorytm PF-SAEM

1.Dlat = 0, S, = 0 zadajemy warto$¢ poczatkowa 8,

2.Dla1<t¢,

Metodg PF konstruujemy aproksymacje gestosci p(x¢|y1.t,00)

Krok S: dysponujac czasteczkami i ich wagami ze wzoru (16), wyznaczamy
warto$é statystyki S,

3.Dlat > ¢,
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e Metoda PF konstruujemy aproksymacije gestosci p(x¢|yy.¢, O¢—1)

e Krok S: ze wzoru (16) wyznaczamy warto$¢ statystyki S,

e Krok M: wyznaczamy (uaktualniamy) oszacowania parametréow 8, = Q, (.§ t).
W praktyce proponuje si¢ dla pierwszych (t;) 10-20 obserwacji wykonywanie
tylko kroku E.

3. Model Coxa, Ingersolla i Rossa

Analizowany przez Coxa, Ingersolla i Rossa [1985] jednoczynnikowy mo-
del rownowagi (model CIR) jest zmodyfikowang postacia modelu Vasicka
[1977]. Pierwotnie zostat zaproponowany do opisu ewolucji krotkoterminowych
stop procentowych oraz wyceny instrumentéw pochodnych na stopg procento-
wa. W modelu zaklada si¢, ze badany proces X; jest modelowany przez nastepu-
jace stochastyczne rownanie rézniczkowe:

dXt = K(M - Xt)dt + 0-\/-)Ttth,Xt0 = xo (18)

gdzie parametry k, u, o sa stale i przyjmujg warto$ci dodatnie (w dalszej czeSci
artykutu parametry modelu beda oznaczane za pomoca wektora 6 = (k, u, 7)).
Jedynym zrédtem losowosci (zmiennosci, ryzyka) w tym modelu jest proces
Wienera W,. Parametr u jest interpretowany jako warto$¢, do ktérej w dtugim
terminie zmierza warto$¢ oczekiwana procesu X;, k jako tempo powracania
procesu do $redniej, natomiast o okresla zmienno$¢ modelowanego procesu. Do
szczegolnie istotnych cech modelu nalezy fakt, ze warunkowa zmienno$¢ bada-
nego procesu jest proporcjonalna do jego wartosci (co umozliwia uchwycenie
zaleznos$ci zmiennosci (ryzyka) od warto$ci badanego procesu, a W szczegdlno-
$ci uwzglednienie czgsto obserwowanej, dodatniej zalezno$ci pomiedzy warto-
$ciami badanego procesu a jego zmiennoscia).

Zauwazono, ze specyficzna cecha wnioskowania statystycznego dla proce-
sow dyfuzji polega na tym, ze chociaz procesy te sa ciaglymi modelami stocha-
stycznymi, ich obserwacji dokonuje si¢ w czasie dyskretnym. W zwiazku z po-
wyzszym w artykule zaproponowano transformacje modelu do postaci
dyskretnej zadanej rownaniem roznicowym. W tym celu wykorzystano metode
Eulera-Maruyama, ktéra w intuicyjny sposob oddaje istote rownania (18). Za-
zwyczaj zaklada si¢, ze punkty czasowe {tA}}~; sa rownomiernie rozmieszczone
na badanym przedziale czasowym [0, T], gdzie T = nAt oraz dla uproszczenia
notacji, w szeregu Xy, X¢, ..., Xpar pomija sie At, przyjmujac klasyczne ozna-
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czenie szeregu {X;}/-,. Dla dostatecznie matego przyrostu czasu At > 0 przyro-
sty w; — wy_p; sa niezalezne 1 majg rozkltad normalny N (O, At). Zaktadajac
przyrosty jednostkowe, otrzymano w przyblizeniu:

Xe=Xe1 + e —Xe1) + 0 Xpq & (19)

gdzie &, = w; — w;_; ma rozktad normalny N(0,1).

4. Model stochastycznej zmiennosci

Technika modelowania z czasem ciggtym polega na zatozeniu, ze dynamika
badanego szeregu finansowego jest procesem dyfuzyjnym ze zmiennymi wspot-
czynnikami (dryfu i dyfuzji), o ktérych dodatkowo zaktada sie, ze zalezg od tzw.
zmiennej ukrytej X; bedacej réwniez procesem dyfuzyjnym. Uogdlniajac, idea
wspomnianego modelowania polega na opisaniu dynamiki badanego procesu {Y;}
za pomocg uktadu:

dY, = a(t, X, Y)dt + Bt X, Y AWy, (20)
dX; = p(t X, Y)dt + o(t, X, YV )dWy, (21)

gdzie Wy, Wy sa standardowymi, niezaleznymi procesami Wienera. W litera-
turze mozna znalez¢ rozne propozycje postaci procesow (20) i (21). W artykule
analizie poddano proces zmiennosci stochastycznej zadany uktadem (model
CIR-SV):

Y, = X+ 0y €, &~"N(0,1) (22)

Xe = xkp+ (1= 10)Xe_q + 0/ 1Xe_q| &, E~"ON(0,1) (23)
E(e:ée) =0
gdzie zmienna Y, = log(Z?) jest zadana jako logarytm kwadratu poziomu
inflacji (Z;) w chwili t, natomiast zmienna X; jest nieobserwowalna miarg
zmiennoéci inflacji®, sktadnik losowy &, oraz &, sa niezalezne i opisywane przez
cigg niezaleznych zmiennych losowych o identycznym rozktadzie normalnym

* Model jest szczegblng postacia modelu  stochastycznej  zmienno$ci  postaci:
X
Zy = exp (f) Mt
Xe=Xeoq + 0 — Xe-1) + 00/ [ X1 &

Przeksztatcajac odpowiednio réwnanie zmiennej Z,, uzyskuje si¢ ¥, = log(Z2) — E[log(n})];
zakladajac, ze e, = log(n?) — E[log(n?)] jest niegaussowskim bialym szumem z zerowa war-
toscig oczekiwang oraz wariancjg rowng 0,572, mozna pokaza¢, ze E[log(n?)] = 1,27 [Pajor,
2003].

, gdzie ng, E~N(0,1).
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N(0,1) (ang. independent and identically distributed). Dodatkowo przyjeto, ze
zalezno$¢ miedzy inflacja a jej zmiennoscig jest liniowa (model umozliwia
badanie sprzezenia zwrotnego zjawiska inflacji). Wartosci parametru x bliskie
zeru $wiadczg o duzym nasileniu zjawiska skupiania si¢ zmienno$ci. Zmiennosc¢
(wahania) wariancji warunkowej ro$nie wraz ze wzrostem parametru o. Nalezy
zauwazy¢, ze bezposrednie zastosowanie rownania (19) (ang. explicit Euler-
-Maruyama scheme) moze prowadzi¢ do uzyskania ujemnych wartosci modelowa-
nej zmiennej X,. W zwiazku z powyzszym w literaturze proponuje sie modyfikacije
powyzszego rownania [Alfonsi, 2005]. Jedna z najpopularniejszych postaci zaktada,
ze proces X; jest generowany za pomoca zalezno$ci opisanej réwnaniem (23).
W badanym modelu funkcja pseudowiarygodnosci jest zadana wzorem:

—-2Q(0, 9k) = E[logp(xo.r, y1.710:) Y17, Okl =

T
— e — (1 — K)Xp_1)?
Z( =) [yr, Ok | +
, Xl

+ Tlog(o-;) + J?E[Ztﬂ(% — %)% |y1.7, Okl

=Tlog(c?) + —E

(24)

W celu uproszczenia obliczen oraz implementacji algorytmu SAEM wpro-
wadzono wektor sum St(‘) minimalnych statystyk dostatecznych, i =0, ...6 za-
danych wzorami:

1

0) _ vt @® _ Xk-1 o(2) _ Xk
St - Zk_l |X S Zk 1 | S Zkzl |Xk—1|
2

3 XX 4 5 X
St() Zklkkl () Zk1|X 5()=Zt_ Ii

S@=Zm—m
k=1

Ostatecznie na podstawie zaproponowanej metody uzyskano nastgpujace

wzory na estymatory parametrow modelu (22)-(23):

SO((s%)? = SW5®) + sA(sD® — 25W5D) 4 (sD)*5®

Pxt = t(S@s® _ (s)2)
1
O-;,t = ?5(6)

sWgB) _g@gM

SOSG) —sW) 4+ MWW — §2))
SOsB _ gy 4 Mg _ g(2)y

SOsM® — (s()2

A

U =

’et:_
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5. Analiza empiryczna ksztaltowania si¢ inflacji w Polsce

Ze wzgledu na fakt, ze Narodowy Bank Polski od 1998 r. stosuje strategie
bezposredniego celu inflacyjnego, a od stycznia 2004 r. jest realizowany ciagly
cel inflacyjny (2,5% =+ 1 p.p.), analizie poddano dane z lat 2004-2017. W ekspe-
rymencie Monte Carlo ustalono jednostk¢ czasu h =1, wygenerowano
N = 5000 replikacji trajektorii. Przeprowadzono wiele symulacji przy réznych
warunkach poczatkowych, jednak ze wzgledu na ograniczenia objetosci artykutu
przedstawiono wynik estymacji wybrany na podstawie kryterium optymalizacji

1

bledu $redniokwadratowego RMSE = (%Z{zl(yt - )7t)2)5. Na rysunku 1 uka-

zano trajektorie szeregu {y,} (wyznaczonego jako logarytm kwadratu poziomu
inflacji dla danych miesigcznych od stycznia 2004 do grudnia 2017) wraz
z oszacowaniem {¥;} uzyskanym na podstawie modelu (22)-(23) za pomocg
algorytmu PF-SAEM.

0,5
H)
° :
" ' » 0} ]
N " eM 1\ olife 1TAS ’
20 e boATRAL L A L
o | AR e RO W B Rk bt
W \ NN 1 i n",
s LR E WYl TR '.'::t,n,.!i
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Rys. 1. Zestawienie wartosci szeregu {y,} (linia szara) oraz oszacowan wartosci {¥; }
(czarna linia przerywana) w kolejnych iteracjach prezentowanego
algorytmu PF-SAEM (o$ pozioma oznacza czas t)

Zrédlo: Obliczenia whasne.

W tabeli 1 zawarto usrednione wyniki oceny punktowej wspomnianych pa-
rametrow z 20 niezaleznych powtorzen algorytmu.
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SAEM

Parametry poczatkowe: k =0.2; p=04; ox =0,5; oy =0.5;

991:?(

9 59 109 159
Rys. 2. Wyniki oszacowan parametréw uzyskane w kolejnych iteracjach

algorytmu SAEM z liczbg czasteczek N = 5000, K = 10 z podanymi
na wykresie warto$ciami poczagtkowymi parametréw modelu

Zrodto: Obliczenia wiasne.
Tabela 1. Oszacowania parametrow modelu CIR-SV dla miesi¢cznej inflacji

w Polsce w latach 2004-2017. Dane wyznaczone na podstawie 20 powtorzen
algorytmu PF-SAEM

Wartosci poczatkowe Usrednione warto$ci Blad
Parametry
parametrow oszacowan parametrow standardowy
K 0,200 0,654 0,393
n 0,400 1,124 0,444
Oy 0,500 0,825 0,435
oy 0,500 0,325 0,241

Zrédlo: Obliczenia wlasne.

Przeprowadzona analiza wskazuje, ze pomimo niewielu obserwacji badane-
go modelu stabilizuja si¢ oszacowania jego parametrow. Zaproponowany model
W pelni wyjasnia zmiany zachodzace w procesie zmiennosci inflacji. Trajektoria
symulowana, po niespetna 18 iteracjach, zaczyna si¢ idealnie dopasowywaé do
wykresu szeregu obserwacji (rys. 1). W wyniku 20 niezaleznych powtorzen,
oprécz oszacowan punktowych parametrow, dokonano analizy ich zréznicowa-
nia, wyznaczajac przedzialy zdefiniowane przez pierwszy i trzeci kwartyl zbioru
warto$ci estymatoréw. Przeprowadzona analiza wskazuje, ze historyczny, dlugo-
terminowy poziom zmienno$ci inflacji u waha si¢ w przedziale od 0,7% do
1,43%, podczas gdy warto$¢ oszacowania punktowego wynosi 1,124%. Osza-
cowanie punktowe tempa powracania procesu do $redniej (parametr k) Wynosi
0,654%, z mozliwymi wahaniami w przedziale od 0,3% do 0,9%. Mate wartos$ci
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parametru x wskazujg na matg liczb¢ zmian (brak dynamiki procesu). Zjawisko to,
nazwane w literaturze persystencja, S$wiadczy o tym, ze inflacja w Polsce jest sztyw-
no utrzymywana w przedziale przyjetym w celu inflacyjnym. Przypuszcza sie, ze
jest to mozliwe dzigki twardej polityce monetarnej prowadzonej przez NBP.

Podsumowanie

Poznanie wtasciwosci procesu inflacyjnego oraz dysponowanie mozliwo-
$cig wyznaczania prawdopodobnych prognoz inflacji odgrywa istotng role
w funkcjonowaniu instytucji monetarnych, finansowych, inwestorow prywat-
nych oraz zwyktych obywateli, zarowno w krotko-, jak i dlugoterminowym ho-
ryzoncie czasowym. W artykule przedstawiono wstepne wyniki zastosowania
nieliniowego modelu stochastycznej zmienno$ci do modelowania poziomu oraz
zmienno$¢ inflacji. Skoncentrowano si¢ na prezentacji techniki estymacji online
faczacej algorytm EM z filtrem czasteczkowym. Otrzymane wyniki wskazuja, ze
zaproponowany model z powodzeniem umozliwia wyjasnianie zmian w proce-
sie inflacji. Przedstawione podejscie stanowi punkt wyjscia do dalszych badan,
ktorych celem bedzie wykorzystanie modeli stochastycznej zmiennosci do wery-
fikacji funkcjonujacych tez dotyczacych relacji poziomu inflacji oraz tempa
rozwoju gospodarczego.
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SEQUENTIAL MONTE CARLO METHOD AND ITS APPLICATION
FOR MODELLING INFLATION VOLATILITY IN POLAND

Summary: The aim of the article is to present a selected model of stochastic volatility to
describe inflation volatility in Poland, with particular emphasis on the possibility of
using the estimation technique based on the Sequential Monte Carlo method. A model of
stochastic volatility is presented, in which conditional variance is treated as an unob-
served variable described by the one-factor Cox, Ingersoll and Ross model (CIR, 1985).
The advantages and effectiveness of the proposed method are presented on the basis of
monthly inflation rates in Poland from 2004 to 2017.

Keywords: CIR model, stochastic volatility models, Sequential Monte Carlo method,
Expectation-Maximization (EM) algorithm, inflation.



