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ZALEZNY, ZX.0ZONY PROCES POISSONA
—~WYZNACZANIE FUNKCJONALOW SKEADEK
I MIAR RYZYKA

Streszczenie: Praca poswigcona jest ztozonemu procesowi Poissona, w ktorym dopusz-
cza si¢ wystegpowanie zalezno$ci miedzy okresem poprzedzajacym szkodg a wielkoscia
tej szkody. Struktura zaleznosci opisana jest za pomoca funkcji taczacej (ang. copula).
W pracy wyznaczone zostaly w oparciu o dwa pierwsze momenty zagregowanych
szkdd, wartosci sktadek ubezpieczeniowych. Natomiast miary ryzyka: warto$¢ zagrozo-
na VaR oraz oczekiwany niedobér ES, obliczane sa na podstawie znajomosci trzech
pierwszych momentéw. Wielkoéci te wyznaczono za pomoca doktadnych wzordw,
W sposob przyblizony oraz za pomoca symulacji. Wykorzystano rdwniez transformaty
Laplace’a. Rozpatrywano szkody o rozktadzie wyktadniczym oraz Pareta.

Stowa kluczowe: ztozony proces Poissona, zaleznos¢, funkcje taczace, sktadki, miary ryzyka.

Wprowadzenie

W klasycznym ztozonym procesie Poissona, bedacym podstawa modelu ko-
lektywnego ryzyka czy zagadnien dotyczacych ruiny, zaklada si¢ niezalezno$é
wszystkich wystepujacych procesow i zmiennych losowych [Ostasiewicz (red.),
2000; Rolski i in., 1999]. W niniejszej pracy dopuszczono wystepowanie zalez-
nosci miedzy okresem poprzedzajacym szkode a jej wielkoscia. Zatozenie to,
bedace ostabieniem warunku niezaleznosci, jest bardziej realistyczne. Umozli-
wia m.in. modelowanie proceséw ubezpieczeniowych, dotyczacych szkod kata-
stroficznych, wystepujacych przyktadowo podczas trzgsien ziemi [Boudreault
i1in., 2006; Cossete, Marceau, Mari, 2008].
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W artykule rozpatrzono proces okreslony formuta:
SO =X1+Xo+ ... + Xy
gdzie szkody X, > 0, a N(f) jest procesem Poissona liczacym szkody. Zmienna
losowa S(f) mozemy wtedy interpretowac jako zagregowana szkodg zaobserwo-
wana do momentu ¢. Niech 7, beda momentami wystapienia szkod. Wtedy
zmienne losowe W, =T, oraz W,,=T,— T, dla n > 1, przedstawiaja okresy mig-
dzy szkodami, a proces liczacy szkody okreslony jest wzorem N(¢) = sup{n: T, < t}.
Natomiast okresy migdzy szkodami W, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadzie wyktadniczym z dystrybuanta Fy(w) = 1 — e™.

Przyjeto, iz szkody X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie, warto$ci oczekiwanej m; i dystrybuancie Fx(x). Wektory losowe (W, X,,)
sa wtedy niezalezne, ale w odréznieniu od klasycznego ztozonego procesu Pois-
sona dopuszczono zalezno$¢ zmiennych losowych W, i X,. Symbolem F(w, x) be-
dziemy oznaczac taczna dystrybuantg tych zmiennych losowych.

Praca jest kontynuacja artykulow [Heilpern, 2012; Heilpern, 2014]. W roz-
dziale 1 przedstawione zostaly podstawowe wiadomosci, dotyczace funkcji ta-
czacych oraz funkcje taczace wykorzystywane w dalszej cze$ci pracy. W nastep-
nym rozdziale wyznaczono funkcjonaty sktadki ubezpieczeniowej oparte na
dwéch pierwszych momentach zagregowanej szkody. Natomiast ostatni rozdziat
poswigcony zostal miarom ryzyka VaR i ES zagregowanej szkody. Podano
w nim dwa sposoby ich wyznaczania. Jeden oparty na aproksymacji bazujacej na
trzech momentach, drugi — wykorzystuje symulacj¢ wartosci zagregowanej szkody.

1. Funkcje laczace

Jesli dopuszczamy zalezno$¢ okresu migdzy szkodami W, a wielkoscia na-
stepnej szkody X, to strukturg zaleznosci tych zmiennych losowych mozemy
opisa¢ funkcja taczaca (ang. copula) C(u, v). Spetnia ona wtedy nastgpujacy wa-
runek [Heilpern, 2007; Nelsen, 1999]:

F(w, x) = C(F(w), Fx(x))

Funkcje taczaca mozemy rowniez traktowaé jako dwuwymiarowa dystry-
buantg zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym na odcinku [0, 1].

Gdy zmienne losowe sa niezalezne, wtedy odpowiadajaca im funkcja tacza-
ca przyjmuje prosta postac:

I(u, v) =uv
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Drugim, skrajnym przypadkiem sa wspdtmonotoniczne zmienne losowe

z funkcja taczaca rowna [Heilpern, 2007; Nelsen, 1999]:
M(u, v) = min{u, v}

Zmienne losowe sa wtedy SciSle zalezne. Zachodzi bowiem migdzy nimi

funkcyjna zalezno$¢:
X=1w)

gdzie I(w) = F;'(F, (w)) jest funkcja rosnaca. Funkcja taczaca M jest dystrybu-
anta tacznego rozktadu zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym na
[0, 1], skupionego na przekatnej kwadratu [0, 1]*. Natomiast taczny rozklad
wspotmonotonicznych zmiennych losowych W oraz X jest rozktadem syngular-
nym skupionym na krzywej D = {(x, ): x = [(¢)}.

Funkcja taczaca Spearmana C g [Heilpern, 2007; Hiirlimann, 2004], bedaca

kombinacja wypukta funkcji taczacej niezaleznosci /7 1 wspétmonotonicznosci M:
C; (u, vy = (1 - OII(u, v) + OM(u, v)
gdzie 0 < 6 < 1, umozliwia modelowanie catej gamy dodatnich zalezno$ci mig-
dzy zmiennymi losowymi. Wspotczynnik kombinacji € oddaje stopien zalezno-
$ci miedzy zmiennymi losowymi. Jest on bowiem rowny wspoétczynnikowi kore-
lacji Spearmana. Dla § = 0 mamy niezalezno$¢, a dla § = 1 $cista, dodatnia
zaleznos$¢, czyli wspotmonotonicznosé. Funkcja taczaca Spearmana umozliwia
m.in. badanie zalezno$ci wartos$ci charakterystyk zagregowanej szkody S(¢) od
stopnia zalezno$ci zmiennych losowych W oraz X. Laczna dystrybuanta zmien-
nych Wi X jest wtedy rowna:
Fw, x) = (1 — OI(Fy(w), Fx(x)) + OM(Fp(w), Fx(x))

Inna funkcja taczaca o tej wlasnosci jest funkcja taczaca Claytona [Heil-

pern, 2007; Nelsen, 1999] okreslona wzorem:
CHC (uy, up) = (™’ +u - 1)'1/9

gdzie 6 > 0. I w tym przypadku parametr & oddaje stopien zaleznos$ci migdzy
zmiennymi losowymi. Wspotczynnik korelacji Kendala 7 jest wtedy rowny
7= 0/(0 + 2). Graniczna warto$¢ 0 = 0 odpowiada niezaleznos$ci, a nieskonczo-
no$¢ $cistej zaleznosci.
Natomiast modelowanie matych stopni zalezno$ci zarowno dodatnich, jak
i ujemnych, umozliwia funkcja taczaca Farlie-Gumbel-Morgensterna (FGM):
C; (1. u2) = wuy + OQuiur(1 — u)(1 — uy)

gdzie —1 < 0 < 1. Wspodlczynnik korelacji Spearmana p jest wtedy rowny p = 6/3,
czyli zachodzi zaleznos¢ —1/3 <p < 1/3.
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Znajomo$¢ funkcji taczacej C umozliwia nam wygenerowanie losowych
warto$ci dwuwymiarowego wektora losowego (W, X), potrzebnych do symulacji
wartosci zmiennej losowej S(7). Symulacje wartosci pary zmiennych losowych
(W, X), ktorej struktura zalezno$ci opisana jest funkcja taczaca C, mozna prze-
prowadzi¢ na podstawie algorytmow, o ktorych mowia R.B. Nelsen [1999] oraz
S. Heilpern [2007]. Natomiast symulacja wartosci zmiennej losowej S(¢) polega
na wygenerowaniu niezaleznie m par wartosci (w;, x;), gdzie i = 1, 2, ..., n, ta-

kich, ze T» = zizl wisSt aT, >t Wtedy s = Zl_zl x; mozemy traktowac jako
realizacj¢ zmiennej S(7). Powtarzajac t¢ procedurg m razy dla ustalonej wartosci
t, otrzymujemy m wartosci s; wygenerowanych z rozktadu zmiennej S(¢).

2. Wyznaczanie funkcjonaléw skladki ubezpieczeniowej

Przedstawimy teraz podstawowe sktadki ubezpieczeniowe, oparte na momen-
tach zmiennej losowej S(¢), przedstawiajacej zagregowana strat¢ do momentu ¢.
Sktadki te przyjmowac beda posta¢ [Ostasiewicz (red.), 2000; Rolski i in., 1999]:

n(f) = E(S(f)) + L(¢)

Warto$¢ oczekiwana E(S(¢)) jest traktowana jako tzw. sktadka netto, a funk-
cja L(?) jako obciazenie ryzykiem.

Rozpatrzymy w pracy trzy postaci obciazenia ryzykiem, oparte na pierw-
szych momentach zagregowane;j straty:

Lg(t) = cE(S(), Li{®) = cV(S(1), Lo(t) = cA[V(S(2))

gdzie ¢ > 0 jest wspolczynnikiem bezpieczenstwa, a V(X) wariancja zmiennej lo-
sowej X. W ten sposob okreslone zostaly trzy podstawowe rodzaje sktadek: zasade
wartosci oczekiwanej mx(¢), wariancji 7,(f) oraz odchylenia standardowego (7).

Chcac wyznaczy¢ wspomniane powyzej sktadki ubezpieczeniowe, nalezy
zna¢ dwa pierwsze momenty zmiennej losowej S(#). W niektorych przypadkach,
dla wybranych funkcji taczacych i rozktadow wielkosci szkod X, mozemy podac
doktadne wzory [Barges i in., 2011; Heilpern, 2014]. W pozostatych sytuacjach
nalezy zastosowac¢ metody symulacyjne.

W pracy [Barges i in., 2011] wyprowadzone zostaly wzory na momenty
: _ N
zdyskontowanej, zagregowanej szkody S;(f) = E ”:It e X, . Warto$¢ ocze-

kiwana zagregowanej, niezdyskontowanej szkody (J = 0), gdy struktura zalezno-
$ci opisana jest funkcja taczaca FGM dana jest wzorem:
() = Amt = 0,560(1— e \E, —m,)

gdzie E, = 'Lw (1— F,(x))’ dx . Natomiast drugi moment wynosi:
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0
(1) = E(Ez —my + (E, —m)(6E, —m (2 + ‘9))"' ﬂ“t(mz + 2(E| —-m )ml‘g)
+(mAt) - ge“’ (E, —m, + (E, —m))(6E,(1+ 24) —m, (2 + 6 + 204t))

gdzie E, = j: 2x(1- F(x))dx

Dla wyktadniczych szkod X o dystrybuancie Fy(x) = 1 — e?, otrzymujemy:
my, = 1B, my = 2/f°, E, = 1/(2p) oraz E, = 1/(44°). Natomiast dla szkod o rozkta-
dzie Pareta z parametrami « i b, tzn. gdy:

Fx(x) =1—(b/(x + b)), mamy m; = b/(a — 1), my = 2b*/((a — 1)(a - 2)),

Ei=b/Q2a — 1) oraz E, = b*/(1 — 3a + 24%).

W przypadku struktury zaleznosci opisanej funkcja taczaca Spearmana

pierwszy moment wynosi [Heilpern, 2014]:

() =(1-0)Amt + ezj e ™ (1+(t = w)D)l(w)dw

a transformata Laplace’a drugiego momentu jest rowna:

(1) (p) = %((1 = O)m, +0(p+ ) (p+2)

2= Oym, + 6(p+ ) (p+ D))
p

Chcac znalez¢ doktadna warto§¢ drugiego momentu, nalezy zna¢ funkcje
I(w), czyli rozklad szkdéd X oraz odwrdci¢ transformatg Lapalce’a. Dla szkod
wyktadniczych: m; = 1/8, my = 2/8%, I(w) = Awip, I'(p) = M(Bp*) oraz () (p) =
= 2)*/(f°p”). Natomiast dla szkod o rozktadzie Pareto otrzymujemy: m; = b/a — 1),
my = 2b*(a - 1)(a — 2)), l(w) = b(™ = 1), ['(p) = Ab/(p(ap — 1)) oraz (*) (p) =
= 20bY/(p((ap)* — 32ap + 22%)).

Dla pozostatych funkcji taczacych, m.in. funkcji taczacej Claytona, chcac
znalez¢ dwa pierwsze momenty zagregowanej straty S(f), nalezy skorzystac
z metod symulacyjnych.

Przyklad 1. Zatézmy, ze A =5, ¢t=2 oraz ¢ =0,2.

1. Niech szkody maja rozktad wyktadniczy z parametrem £ = 0,03, a struktura
zaleznosci opisana jest funkcja taczaca Spearmana. W tabeli 1 podane sa war-
tosci oczekiwane zagregowanej szkody S(7), jej wariancje oraz sktadki wy-
znaczone zgodnie z zasadami warto$ci oczekiwanej oraz odchylenia standar-
dowego dla réznych wartosci parametru 0. Warto$¢ oczekiwana i wariancja
zagregowanej straty opisane sg nastgpujacymi funkcjami:
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V(S(f)) = 22222,22 — 5972,2226 + 69,44446°

E(S(1)) = 333,333 — 8,33330

Tabela 1. Wartosci wybranych sktadek dla szkéd o rozktadzie wyktadniczym i Pareta
oraz funkcji taczacej Spearmana

Wykladniczy Pareta

0 | E(S(9) V(S(1)) w. oczek. od. st. E(S(9)) V(S(2)) w. oczek. od. st.
0 |[333,333 2222222 400 363,148 | 333,333 | 33333,33 400 369,848
0,2 | 326,667 17822,18 392,000 353,367 | 324,449 | 26865,61 389,339 357,231
0,4 | 320,001 13510,95 384,001 343,248 | 315,565 | 20554,59 378,679 344,239
0,6 | 313,334 9288,53 376,001 332,610 | 306,681 14400,29 368,018 330,682
0,8 | 306,668 515491 368,001 321,027 | 297,797 8402,71 357,36 316,131
1 |300,002 1110,10 360,002 306,665 | 288914 2561,83 346,70 299,036

2. Zalozmy teraz, ze szkody maja rozktad Pareta z parametrami a =4 i b = 100,
czyli maja t¢ sama warto$¢ oczekiwana jak szkody w a), a struktura zalezno-
$ci opisana jest rowniez funkcja laczaca Spearmana. Otrzymane wartosci
sktadek podane sa w tab. 1.

3. Rozpatrzmy funkcj¢ taczaca FGM oraz wyktadnicze szkody z punktu a).

Wartosci sktadek podane sa w tab. 2.
4. Niech struktura zalezno$ci scharakteryzowana jest funkcja taczaca Claytona,
a szkody maja rozktad wyktadniczy z punktu a). Tabela 2 zawiera wartosci
sktadek otrzymanych na podstawie momentéw uzyskanych metoda symula-
cyjna. W tym przypadku stopien zalezno$ci opisany jest wspotczynnikiem
korelacji r Kendala.

Tabela 2. Wartosci wybranych sktadek dla szkéd o rozktadzie wyktadniczym i funkcji
laczacej FGM oraz Claytona

FGM Clayton

6 E(S(9)) V(S(1)) w. oczek. od. st. T E(S(9) V(S()) w. oczek. od. st.
-1/3 | 336,111 | 24220,68 | 403,333 | 367,237 | 0 | 333,310 | 22124,50 | 399,972 | 363,0586
-0,2 | 335,000 | 23419,44 | 402,000 | 365,607 | 0,2 | 327,599 | 18114,40 | 393,119 | 354,5169
-0,1 | 334,167 | 22820,14 | 401,000 | 364,379 | 0,4 | 321,899 | 14191,40 | 386,279 | 345,7245

0 | 333,333 | 22222,22 | 400,000 | 363,148 | 0,6 | 315,869 | 9920,19 379,043 335,789
0,1 | 332,500 | 21625,69 | 399,000 | 361,911 | 0,8 | 308,501 | 5486,32 370,201 | 323,3149
0,2 | 331,667 | 21030,56 | 398,000 | 360,671 | 1 | 300,199 | 1096,81 360,239 | 306,8226
1/3 | 330,556 | 20239,20 | 396,667 | 359,009

We wszystkich przypadkach otrzymane warto$ci sktadek, jak i parametrow
zagregowanej straty maleja wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci migdzy zmien-
nymi losowymi Wi X.



Zalezny, ztozony proces Poissona... 39

3. Miary ryzyka

Oprocz funkcjonatow sktadek ubezpieczeniowych interesowaé nas beda
miary ryzyka, oparte na warto$ci zagrozonej (ang. Value at Risk — VaR). Warto§¢
zagrozona na poziomie istotnosci a okreslona jest wzorem:

. -1
VaR, = inf{x: Fgy(x) > a} = Fg, ()

Innymi stowy jest to kwantyl rozktadu zagregowanej straty S(z).

Warto$¢ zagrozona jest popularna miara ryzyka, czgsto stosowana w finan-
sach i ubezpieczeniach. Jednak nie jest tzw. koherentna miara ryzyka [McNeil,
Frey, Embrechts, 2005], nie spetnia warunku subaddytywnosci, waznego w za-
gadnieniach dotyczacych dywersyfikacji.

Oczekiwany niedobdr (ang. expected shortfall) okreslony dla ciagltych
zmiennych losowych wzorem:

ES, = E(S()| S(1) > VaR,)
jest juz koherentna miara ryzyka. Jest to oczekiwana zagregowana szkoda wy-
znaczona pod warunkiem, ze jest ona wigksza niz warto$¢ zagrozona.

Podstawowe miary ryzyka: warto$¢ zagrozona VaR i oczekiwany niedobor
ES wyznaczymy stosujac dwie metody. Pierwsza z nich wykorzystuje symulacije
rozktadu zmiennej losowej S(#), a druga aproksymacje¢ oparta na trzech pierw-
szych momentach tej zmienne;j.

Rozktad zmiennej losowej S(f) bedziemy przybliza¢ rozktadem innej
zmiennej o znanym rozktadzie i tych samych trzech pierwszych momentach.
W przypadku szkoéd o rozktadach z lekkimi ogonami, np. wyktadniczymi, przy-
blizamy mieszanka dwoch rozktadow Erlanga, a dla rozktadéw o cigzkich ogo-
nach, np. Pareto — uogdélnionym rozktadem Pareta.

Dwa pierwsze momenty zmiennej S(f) zostaly wyznaczone w rozdziale
2 niniejszej pracy. Posta¢ trzeciego momentu us(f) = E(SX(f)) podamy w przy-
padku, gdy struktura zalezno$ci migdzy zmiennymi W; oraz X; opisana jest funk-
cja taczaca Spearmana. Zastosujemy w tym celu metodg przedstawiona w pracy
Heilperna [2014].

(1) = E(S* (1) = E(E((X, +S(t=w))' | W = w)=

:ﬂje‘ﬂWE(X3 | W =w)dw+ 3/1.[6_’1WE(X2 | W =w)u, (t —w)dw+ (1)
0 0

t t
+34 j e E(X | W =w)u,(t — wydw+ A j e 1y (1 — w)dw
0 0
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Warunkowe wartoséci oczekiwane E(X | W = w) = (1 — 6)m; + 0l(w) oraz
EX* | W=w)= (1 — @)m, + O (w) zostaly wyznaczone w pracy S. Heilperna
[2014]. Natomiast:

E(X°| sz):Tx3dF(x\ w):(l—G)Tx3an(x|w)+

+ 9]O.x3dFM (x| w)=(1-0)m, + 0’ (w)

Nastepnie obliczamy transformate Laplace’a z obydwu stron réwnania (1)
1 wyznaczamy z otrzymanego rownania transformatg trzeciego momentu:

1 (p) = %((l = O)(m; +3 p(my 1 (p) + mys, (p))) +

+0(p+ A)Bpu(p) (p+2)+3pw (p)I*) (p+ )+ () (p+ A)))

Znajac rozklady strat X, mozemy, po odwrdceniu dystrybuanty, otrzymacé
trzeci moment y5(f) zagregowanej straty. Dla wykladniczych szkod mamy m; = 6/5°
oraz (P)(p) = 62°/(°p*), a szkdd o rozkladzie Pareta: ms = 6b°/(a — 1)(a — 2)(a — 3))
i (P)(p) = 6(AbY /(pap — 2)(ap — 22)(ap — 32)).

Zmienna losowa S(f) przyblizymy mieszanka Y dwoch zmiennych loso-
wych o rozktadzie Erlanga o dystrybuancie:

Fy(x) = plFYl (x)+ sz)'2 (%)

gdzie 0 < p;, p1 + p» = 1, a ¥; maja rozklad gamma I'(n, 1)), n jest liczba naturalna
(rozktady Erlanga), i = 1, 2. Mozna pokaza¢ [Tijms, 1994], ze klasa mieszanek roz-
ktadow Erlanga jest ggsta w zbiorze wszystkich dodatnich rozktadow ciaghych.

Zat6zmy, ze pierwsze trzy momenty y; zmiennej Y sa takie same jak odpo-
wiednie momenty zmiennej S(¢), czyli zachodza zaleznosci p; = u(f), dlai =1, 2, 3.
M.A. Johnson i M.R. Taaffe [1989] wyznaczyli warto$ci parametroéw n, /; oraz p;.
Wspoélny parametr ksztaltu » jest najmniejsza liczba catkowita spelniajaca nie-

{ 1 1/03+1/c+2c—7/}
n>maxs —

rownosc¢:

c’ y—c+l/c
gdzie ¢ =./m, / g jest wspotezynnikiem wariancji, y =m, /(m,)”'* — wspot-

czynnikiem skos$nosci, m; — centralnymi momentami zmiennej Y, a parametry
skali wynosza:
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lA

1

- B+(-1yB*-44C
24

2
gdzie A = n(n + 2uy, B=—(nx + n(n + 2/ (n+ 1)+ (n + 2)y'u1 ), C=x, y=

2 2
w—(m+1) Hi jp, x = s —(n+2) Hy (n + 1). Natomiast wspotczynniki wyzna-
czajace mieszanke sa rowne [Barges i in., 2011; Johnson, Taaffe, 1989]:
_u/n—=1/2,

—1-p =
P =0 T,

Tabela 3. Wartosci miar ryzyka dla szkod o rozktadzie wyktadniczym i Pareto

Wykladniczy Pareto
aproksymacja symulacja aproksymacja symulacja
VaR ES VaR ES VaR ES VaR ES

0 753,203 | 838,208 752,976 831,404 - - 914,400 1120,940
0,2 | 698,053 | 772,592 698,053 768,035 - - 848,113 1025,100
0,4 | 638,100 | 699,226 644,328 708,322 - - 771,667 930,161
0,6 | 575,710 | 625,797 580,095 638,820 | 653,945 | 725,812 687,651 849,750
0,8 | 494,718 | 528,682 509,628 557,470 | 568,005 | 629,515 591,071 716,849

1 372,324 | 383,834 333,010 333,169 - - 449,717 530,502

Przyklad 2. Zalézmy, ze szkody maja rozklad wyktadniczy taki jak
w przyktadzie 1, a struktura zaleznoS$ci opisana jest funkcja taczaca Spearmana.
W tabeli 3 podane zostaly warto$ci miar VaR i ES, uzyskane metoda aproksy-
macyjna i symulacyjna. Przyktadowo, dla € = 0,4 gestos$¢ rozktadu aproksymu-
jacego zagregowana strat¢ okreslona jest wzorem:

F(06) = 6,8014- 10718005348 1 1 7773107190027 1,8

Na rysunku 1 znajduja si¢ wykresy histogramow rozktadow zagregowane;j
szkody S(f) otrzymanych metoda symulacyjna dla 100 tys. przebiegow oraz
przeskalowanej gestosci rozktadu aproksymacyjnego fi(x) dla réznych wartosci
stopnia zaleznosci 6. Widzimy, ze dla malych warto$ci parametru 8 dopasowanie
gestosci rozktadu aproksymacyjnego jest lepsze. W przypadku skrajnym, gdy
6 = 1, aproksymacji nie nalezy stosowa¢ do wyznaczania tych miar ryzyka.
Najwigksza warto$¢ zagregowanej straty nie moze przekroczy¢ wtedy wartosci
tAlp =333,333.
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Rys. 1. Histogramy symulowanych i aproksymacyjnych rozktadoéw S(¢)

W przypadku, gdy szkody X; maja rozktad charakteryzujacy si¢ cigzkimi ogo-
nami autorzy zastosowali w pracy [Bargers i in., 2011] aproksymacj¢ zmiennej S(¥)
przez uogodlniony rozktad Pareta [Barges i in., 2011; Johnson, Taaffe, 1989]. Jest to
rozklad opisany trzema parametrami: 7> 0, y > 0, 1 > 0 o dystrybuancie:

F(y)= ﬁ(w;l—iyJ

dla y > 0, gdzie f(a, b; x) jest nickompletna funkcja beta okreslona wzorem:
_T(a+b _
,B(a,b; ( )jal t)b ldt
@I 0);
Parametry tego rozktadu wyznaczamy stosujac wzory [Barges i in., 2011]:
M,-M; T+1-2M, a—1
=2 7= A=t
M;+M,M,-2M, T+1-M,
gdzie M, = ,ul/,ul ,i=2,3.
Jednak moze si¢ zdarzy¢, ze parametry 7 czy y beda ujemne, wtedy nie
mozna wyznaczy¢ uogdlnionego rozktadu Pareto i zastosowac tej aproksymacii.
Dzieje si¢ tak w przypadku, gdy rozktad szkod ma rozktad Pareto okreslony

w przyktadzie 1b). Jedynie dla 8 = 0,6 1 0,8 mozna bylo wyznaczy¢ ten rozktad,
ale 1 tak aproksymacja nie byta zbyt doktadna.
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Podsumowanie

W pracy rozpatrywany byt zlozony proces Poissona, w ktorym dopuszczo-
no zaleznos$¢ okresu miedzy szkodami a nastgpna wielko$cia szkody. Struktura
zalezno$ci opisana byla za pomoca funkcji taczacej. Wyznaczone zostaty sktadki
ubezpieczeniowe oparte na momentach zagregowanej szkody oraz podstawowe
miary ryzyka: VaR i ES. Wielkosci te w zalezno$ci od rodzaju funkcji taczacej
i rozktadu szkody zostaly wyznaczone w sposob doktadny, aproksymacyjny lub
symulacyjny.
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DEPENDENT, COMPOUND POISSON PROCESS — COMPUTATION
OF INSURANCE PREMIUMS AND RISK MEASURES

Summary: The paper is devoted to the compound Poisson process, in which the inter-
claim time and the neighboring claim amount may be dependent. The dependent struc-
ture is described by the some copulas. The values of the insurance premiums based on
the moments of the aggregated claim and basic risk measures: VaR and ES are derived.
The exact formulas, approximation and simulations are used to compute these values.

Keywords: compound Poisson process, dependence, copula, insurance premiums, risk
measures.



