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EFEKTYWNOŚĆ PORTFELI INWESTYCYJNYCH 
ZBUDOWANYCH Z WYKORZYSTANIEM 

NAJWIĘKSZEGO WYKŁADNIKA LAPUNOWA  
I WYKŁADNIKA HURSTA 

 
Streszczenie: Badania nad zbudowaniem optymalnego portfela inwestycyjnego, zapocząt-
kowane w latach 50. ubiegłego wieku przez H. Markowitza, przyczyniły się do istotnego 
rozwoju dyscypliny naukowej, jaką jest analiza portfelowa. Prowadzone od tamtego czasu 
badania dostarczyły i wciąż dostarczają nowych narzędzi oraz podejść służących do wy-
znaczania udziałów instrumentów finansowych w portfelu, np. wskaźniki analizy funda-
mentalnej czy narzędzia do identyfikacji chaosu deterministycznego. Nowym podejściem 
zaproponowanym przez autora jest wykorzystanie w budowie portfela optymalnego zmo-
dyfikowanej funkcji celu, zawierającej wariancję portfela i największy wykładnik Lapu-
nowa lub wykładnik Hursta. Celem artykułu jest zbudowanie oraz ocena efektywności 
portfeli optymalnych wyznaczonych na podstawie zmodyfikowanej postaci funkcji celu. 
 

Słowa kluczowe: analiza portfelowa, największy wykładnik Lapunowa, wykładnik Hursta, 
szeregi czasowe. 
 
JEL Classification: C3, C8, G11, E4. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Deterministyczne układy o skomplikowanej dynamice, którą dziś nazwano 
by chaotyczną, były znane już pod koniec XIX w. W latach 1890-1899 J.H. Po-
incare, pisząc o mechanice nieba, wprowadził pojęcia punktów homoklinicznych  
i trajektorii homoklinicznych układu dynamicznego, których istnienie pociąga 
pojawienie się skomplikowanych struktur geometrycznych oraz bardzo skompli-
kowanej (chaotycznej) dynamiki układu [Zawadzki, 1996]. Sformułowanie po 
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raz pierwszy w literaturze przez T.Y. Li i J.A. Yorke’a [1975] definicji determi-
nistycznego chaosu spowodowało intensywny rozwój badań w zakresie nieli-
niowych układów dynamicznych. Prowadzone przez lata badania ujawniły no-
we, nieznane wcześniej własności dynamiki nieliniowej. Wykazano, że proste 
nieliniowe układy dynamiczne mogą mieć bardzo skomplikowaną i nieregularną 
dynamikę [Orzeszko, 2005]. Dodatkowo w latach 70. XX teorię chaosu wśród 
wielu badaczy różnych dyscyplin naukowych spopularyzowało odkrycie E. Lo-
renza, który w 1963 r. zidentyfikował ważną cechę układów chaotycznych – 
wrażliwość układu na zmianę warunków początkowych [www 1]. Obecnie na-
rzędzia teorii chaosu stosuje się do identyfikacji chaosu w układach dynamicz-
nych, odróżniania szeregów chaotycznych od losowych, prognozowania dyna-
miki układów nieliniowych, a w ostatnim okresie również do wyznaczania 
udziałów instrumentów finansowych w portfelu optymalnym [Miśkiewicz- 
-Nawrocka, 2016; Miśkiewicz-Nawrocka, Zeug-Żebro, 2017ab]. Prowadzone do 
tej pory badania wykazały, że portfele zbudowane z wykorzystaniem narzędzi 
teorii chaosu uzyskiwały niejednokrotnie wyższe stopy zwrotu niż portfele zbu-
dowane klasycznymi metodami czy też indeks WIG20. 

Nowym podejściem zaproponowanym przez autora jest zastosowanie zmo-
dyfikowanej funkcji celu, zawierającej wariancję portfela i największy wykład-
nik Lapunowa lub wykładnik Hursta do konstrukcji portfela optymalnego. Wy-
kładniki Lapunowa są miarą wrażliwości układu na zmianę warunków 
początkowych. Im większa wartość dodatniego wykładnika, tym większa wraż-
liwość układu na zmianę warunków początkowych, a także większy poziom 
chaosu. Wykładnik Hursta służy do rozróżniania szeregów losowych (przypad-
kowych) od szeregów losowych z obciążonym błądzeniem przypadkowym oraz 
identyfikacji chaosu deterministycznego w szeregach czasowych. 

Celem artykułu jest próba dywersyfikacji ryzyka portfeli inwestycyjnych, 
do budowy których zastosowano największy wykładnik Lapunowa i wykładnik 
Hursta, a także ocena efektywności otrzymanych portfeli na podstawie ich rze-
czywistych stóp zwrotu. W badaniach pod uwagę wzięto spółki wchodzące  
w skład indeksu WIG20, które w momencie budowania portfela były notowane 
na GPW w Warszawie przynajmniej od 10 lat. Optymalne portfele zostały zbu-
dowane na koniec każdego roku w okresie od 1.01.2004-30.12.2015. 
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1. Wykładnik Hursta 
 

Wykładnik Hursta H jest charakterystyką nieliniowych szeregów czaso-
wych, która bada występowanie efektu długiej pamięci. Pozwala na rozróżnienie 
szeregów losowych (przypadkowych) od szeregów losowych z obciążonym 
błądzeniem przypadkowym. Przyjmuje wartości z przedziału [0,1]. Jeśli szereg 
ma charakter błądzenia przypadkowego, to H = 0,5 (szereg losowy). Wówczas 
teraźniejsze wartości szeregu nie mają wpływu na przyszłe. Wartość wykładnika 
różna od 0,5 oznacza, że obserwacje nie są niezależne. Każda obserwacja prze-
chowuje pamięć o wcześniejszych zdarzeniach. Jeżeli 0 ≤ H < 0,5, szereg jest 
antypersystentny (ergodyczny), czyli występują ujemne korelacje pomiędzy 
kolejnymi wyrazami szeregu. Takie szeregi mają największe prawdopodobień-
stwo zmian, natomiast ryzyko, jakie niesie za sobą taki szereg, jest największe. 
Im wykładnik jest bliższy zera, tym zachowanie szeregu jest bardziej chaotycz-
ne. W przypadku szeregu, dla którego 0,5 < H ≤ 1, szereg jest persystentny, czyli 
wzmacniający trend. Występują dodatnie korelacje pomiędzy kolejnymi obser-
wacjami szeregu. Siła zachowań wzmacniających trend jest tym większa, im  
H jest bliższe jedności. Z kolei im H jest bliższe 0,5, tym wyższy poziom szumu 
w szeregu i tym mniej określony jest trend [Mastalerz-Kodzis, 2003]. 

Algorytm szacowania wykładnika Hursta jest następujący [Chun, Kim, 
Kim, 2002]: 

Rozważmy szereg czasowy złożony z N obserwacji {x1, x2, …, xN}. 
1.  Zamieniamy powyższy szereg obserwacji w M = N – 1 logarytmicznych stóp 

zwrotu według wzoru:  

⎟⎟
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⎞
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k x
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y 1log , k = 1, 2,..., N.

 
2.  Dzielimy szereg (1) na m części złożonych z n elementów: 

m = [M/n], 
gdzie [ ] oznacza część całkowitą argumentu. 

Jeśli iloraz M/n nie jest liczbą całkowitą, to mn < M. W tym przypadku,  
w dalszej części algorytmu użyjemy wartości yk dla k = 1, 2,..., mn. 

3.  Definiujemy wartość: 
iijij yyz −= , 

gdzie yij oznacza j-tą wartość w i-tym przedziale: 
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4.  Dla każdego i ciąg sum częściowych zij wyraża się wzorem: 

∑
=

=
i

j
ijij zu

1
, i = 1, 2,..., m, j = 1, 2,..., n.

 
Zauważmy, że uij jest skumulowanym odchyleniem od wartości średniej 

dla pierwszych j wartości w przedziale i. 
5.  Zakres i-tego przedziału definiujemy jako: 

( ) ( )ijjijji uuR minmax −= .
 

6.  Unormowana wartość zakresu dla i-tego przedziału i częściowego rozmiaru n 
jest dana wzorem: 

iiin SR /=ρ , 
gdzie: 
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Obliczając średnią ρin, uzyskamy wynik analizy R/S : 

∑
=

=
m

i
inn m 1

1 ρρ .
 

7.  Następnie powtarzamy obliczenia, zwiększając długość przedziału o jedną 
jednostkę. Iterację kontynuujemy do momentu, aż n osiągnie górną granicę: 

nmax = [M/2]. 
8.  Dla każdego n szacujemy ln n oraz ln ρn. Otrzymane wartości przedstawiamy 

na wykresie zależności ln ρn od ln n, a następnie szacujemy współczynnik 
kierunkowy prostej regresji ln ρn względem ln n. Nachylenie wykresu loga-
rytmów ρn do osi logarytmów n jest szukaną wartością H. 

 
 
2. Największy wykładnik Lapunowa 
 

Największy wykładnik Lapunowa jest jednym z podstawowych narzędzi 
teorii nieliniowych układów dynamicznych, służącym do odróżniania szeregów 
chaotycznych od losowych. Dodatnia wartość największego wykładnika Lapu-
nowa oznacza wrażliwość układu na zmianę warunków początkowych, jednak 
nie jest warunkiem wystarczającym obecności chaosu w badanym układzie. 
Oprócz wykładnika Lapunowa do identyfikacji chaosu najczęściej wykorzystuje 
się wymiar korelacyjny, który weryfikuje obecność determinizmu – kolejnej 
cechy dynamiki chaotycznej. Jako uzupełnienie stosuje się test BDS, analizę 
przeskalowanego zakresu R/S, a także entropię. 
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Układ dynamiczny (X, f) jest wrażliwy na zmianę warunków początko-
wych, jeżeli istnieje liczba ε > 0 spełniająca warunek, że dla każdego x ∈ X oraz 
dla każdego otoczenia U punktu x istnieją y ∈ U oraz n ≥ 1, takie że: 

( ) ( ) ε>− yfxf nn ,
 

gdzie f n jest n-krotnym złożeniem odwzorowania f [Devaney, 1987; Wiggins, 
1990 za: Zawadzki, 1996]. 

Układ dynamiczny jest zatem wrażliwy na zmianę warunków początko-
wych, jeżeli po skończonej liczbie kroków odległość pomiędzy dwoma dowol-
nymi bliskimi punktami x, y ∈ S zwiększy się o więcej niż ε. 

Dla układów dynamicznych z czasem dyskretnym (X, f), X ⊂ Rm, f : X → X 
(m ≥ 1) opisanych za pomocą równań rekurencyjnych pierwszego rzędu postaci: 

( )tt xfx =+1 , t = 0,1,2,…, 
gdzie xt, xt+1 oznaczają stan układu w chwilach odpowiednio t i t + 1, wykładniki 
Lapunowa są zdefiniowane jako granice [Zawadzki, 1996]: 

( ) ( )00 ,ln1lim xn
n

x ini μλ
∞→

= , i = 1, ..., m dla m ≥ 1,
 

gdzie: 
( )0, xniμ  – wartości własne macierzy Df n(x0), 
( )0xDf n  – macierz Jacobiego odwzorowania f n równa:  
( ) ( ) ( ) ( )0110 ... xDfxDfxDfxDf n

n ⋅⋅= − , 
gdzie: 
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∂
∂

= x
x
fxDf

j

i , fi – składowe odwzorowania f,  

i, j = 1, 2, …, m.  
Wykładniki Lapunowa mierzą średnie tempo rozbieżności trajektorii dwóch 

początkowo bliskich sobie punktów przestrzeni stanów. Dla m-wymiarowego 
układu dynamicznego istnieje m wykładników Lapunowa. Największy wykład-
nik Lapunowa pokazuje w przybliżeniu, ile razy średnio w jednej iteracji zwięk-
sza się lub zmniejsza odległość między sąsiednimi (początkowo bliskimi sobie) 
trajektoriami. Gdy największy wykładnik Lapunowa jest ujemny i jednakowy 
dla wszystkich (prawie wszystkich) punktów przestrzeni stanów X, układ dyna-
miczny generowany przez odwzorowanie f nie jest wrażliwy. Kiedy wykładnik 
jest dodatni, układ jest wrażliwy na zmianę warunków początkowych. 

Dla rzeczywistych szeregów czasowych, gdy nie jest znana funkcja generu-
jąca f, oszacowanie największego wykładnika Lapunowa należy poprzedzić 
rekonstrukcją przestrzeni stanów układu dynamicznego generowanego za pomo-
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cą szeregu obserwacji. Jedną z metod rekonstrukcji jest zanurzanie rzeczywistej 
przestrzeni układu w przestrzeń współrzędnych opóźnionych czasowo – metoda 
opóźnień [Packard i in., 1980; Takens, 1981]. Rekonstrukcja atraktora polega na 
zanurzeniu szeregu czasowego w przestrzeń o wyższym wymiarze. Odbywa się 
to poprzez odtworzenie trajektorii układu w wielowymiarowej przestrzeni wek-
torowej. Wektorami tej przestrzeni są ciągi kolejnych obserwacji, tzw. d-historie, 
które powstają w wyniku przesunięcia oryginalnego szeregu czasowego {x1, …, 
xN} o pewną stałą wartość opóźnienia czasowego τ. Elementami zrekonstruowa-
nej d-wymiarowej przestrzeni stanów są więc d-wymiarowe punkty (d-historie) 
zwane wektorami opóźnień, dane wzorem: 

( )( )τττ 12 ,...,,, −−−−= diiii
d
i xxxxx . 

Dla rzeczywistych szeregów czasowych największy wykładnik Lapunowa 
szacuje się na podstawie zależności [Kantz, Schreiber, 2004]: 

max
0

λn
n e⋅Δ=Δ , 

jako współczynnik kierunkowy równania regresji [Kantz, Schreiber, 2004; 
Orzeszko, 2005]: 

nn max0lnln λ+Δ=Δ , 
gdzie:  
Δ0 – odległość (w sensie odległości euklidesowej) pomiędzy dwoma dowolnymi 
początkowo bliskimi punktami zrekonstruowanej przestrzeni stanów,  
Δn – odległość pomiędzy tymi samymi punktami po n krokach iteracji,  
λmax – największy wykładnik Lapunowa. 

Szczegółowy algorytm przebiega według następujących etapów [Kantz, 
Schreiber, 2004]: 
1. Wyznaczamy zbiory Zt złożone z K najbliższych sąsiadów 

d
t j

x̂  wektorów 

opóźnień d
tx̂ , spełniających warunek ∗>− ttt j , gdzie t* jest ustaloną licz-

bą naturalną. Dodany warunek zwiększa prawdopodobieństwo, że znaleziony 
sąsiad nie będzie należał do trajektorii wektora 

d
tx̂ . 

2. Obliczamy: 

( ) ∑
∈

++ −=
t

d
tj

j
Zx

ntntKn xxtr
ˆ

1
, t = 1, 2, …, M;  n = 0, 1, …, nmax, 

gdzie M = N – (d – 1)τ, nmax jest ustaloną liczbą naturalną, określającą liczbę 
iteracji. 
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3. Wyznaczamy średnią z rn(i) po wszystkich d-historiach: 

( )∑
=

=
M

t
nMn trr

1

1
.
 

4. Największy wykładnik Lapunowa jest współczynnikiem regresji: 
( ) ( ) nrrn max0lnln λ+= . 

Dla szeregów chaotycznych nachylenie prostej regresji wykresu ilustrują-
cego zależność ln Δn od numeru iteracji n w początkowej fazie powinno być 
dodatnie. λmax szacuje się z wykorzystaniem zbioru punktów należących do tego 
obszaru. Zatem oszacowana wartość λmax zależy nie tylko od wyboru metryki, 
liczby najbliższych sąsiadów, wymiaru zanurzenia, ale także od ustalonej warto-
ści nmax, dla której współczynnik regresji jest dodatni [Kantz, Schreiber, 2004]. 
 
 
3. Optymalny portfel akcji 
 

Podstawowymi charakterystykami opisującymi portfele akcji są: oczekiwa-
na stopa zwrotu portfela oraz ryzyko portfela, liczone za pomocą wzorów: 

∑
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=
m

i
iip RxR

1
,
 

∑ ∑∑
= +=

−

=

+=
m

i

m

ij
ijjiji

m

i
iip SSxxSxS

1 1

1

1

222 2 ρ ,
 

gdzie:  
Rp – oczekiwana stopa zwrotu portfela m akcji, 
sp – ryzyko portfela m akcji, 
Ri – oczekiwana stopa zwrotu i-tej akcji, 
Si – odchylenie standardowe stóp zwrotu akcji i-tej spółki, 
ρij – współczynnik korelacji i-tej akcji z j-tą akcją, 
xi – udział i-tej akcji w portfelu,  

mixx i

m

i
i ...,,1,0,1

1
=≥=∑

=
,
 

gdzie: 
m – liczba akcji w portfelu. 

Udziały akcji w portfelu zazwyczaj wyznacza się na podstawie modelu  
H. Markowitza [1952], tak aby zminimalizować ryzyko tego portfela. W tym 
przypadku zadanie optymalizacji jest następującej postaci. 
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Zadanie 1 
2min pS  

z warunkami ograniczającymi: 
Rp ≥ R0 

1
1

=∑
=

m

i
ix

 
xi ≥ 0, i = 1, …, m, 

gdzie:  
R0– oczekiwana stopa zwrotu dla spółek (średnia oczekiwanych stóp zwrotu), 
pozostałe oznaczenia – jw. 
 

Propozycją autora jest budowa portfeli optymalnych z wykorzystaniem na-
rzędzi teorii nieliniowych układów dynamicznych – największego wykładnika 
Lapunowa oraz wykładnika Hursta. W tym celu należy rozwiązać następujące 
zadania optymalizacyjne. 
 
Zadanie 2 

)min(
1

2 ∑
=

−
m

i
iip xHS

 
z warunkami ograniczającymi: 

Rp ≥ R0 

1
1

=∑
=

m

i
ix

 
xi ≥ 0, i = 1, …, m, 

gdzie:  
Hi – wykładnik Hursta dla szeregu czasowego generowanego przez ciąg noto-
wań akcji i-tej spółki, 
pozostałe oznaczenia – jw. 
 
Zadanie 3 

)min(
1

max
2 ∑

=

−
m

i
iip xS λ
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z warunkami ograniczającymi: 
Rp ≥ R0 

1
1

=∑
=

m

i
ix

 
xi ≥ 0, i = 1, …, m, 

gdzie:  
λmaxi – wykładnik Lapunowa dla szeregu czasowego generowanego przez ciąg 
notowań akcji i-tej spółki, 
pozostałe oznaczenia – jw. 

Ponadto w artykule zostaną również rozwiązane zadania zaproponowane  
w pracach autorstwa Miśkiewicz-Nawrockiej i Zeug-Żebro [2017ab]: 
 
Zadanie 4 

⎟
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i
ii xH

1

max
 

z warunkami ograniczającymi: 
Rp ≥ R0 

0
1

SxS
m

i
ii ≤∑

=  

1
1

=∑
=

m

i
ix

 
xi ≥ 0, i = 1, …, m, 

gdzie:  
S0 – odchylenie standardowe stóp zwrotu dla spółek (średnia odchyleń standar-
dowych stóp zwrotu), 
pozostałe oznaczenia – jw. 
 
Zadanie 5 

⎟⎟
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z warunkami ograniczającymi: 

Rp ≥ R0 

0
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SxS
m

i
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(23) 
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1
1

=∑
=

m

i
ix

 
xi ≥ 0, i = 1, …, m, 

gdzie:  
oznaczenia – jw. 

Dodatkowo jako zadanie 6 w analizach pod uwagę wzięto portfele o rów-
nych udziałach akcji. 
 
 
4. Badania empiryczne 
 

W analizie empirycznej wzięto pod uwagę spółki wchodzące w skład in-
deksu WIG20, które w momencie budowy optymalnego portfela były notowane 
na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie przynajmniej od 10 lat. 
Optymalne portfele akcji zostały wyznaczone na koniec każdego roku w okresie 
2004-2015, a zatem analizowane szeregi czasowe pochodziły z okresu 
1.01.1994-30.12.2015. 

W celu wyznaczenia wartości największego wykładnika Lapunowa oraz 
wykładnika Hursta dla analizowanych spółek uwzględniono szeregi czasowe 
utworzone z logarytmów dziennych stóp zwrotu cen zamknięcia w okresie 
1.01.1994-30.12.2015. Na podstawie przedstawionych powyżej algorytmów za 
pomocą autorskiego programu napisanego w języku programowania Delphi 
oszacowano wartości największego wykładnika Lapunowa, a przy użyciu pro-
gramu GRETL – wartości wykładnika Hursta dla każdego z rozważanych szere-
gów czasowych. 

W kolejnym etapie badania zbudowano 72 optymalne portfele akcji, roz-
wiązując przedstawione wyżej zadania optymalizacyjne (Zadanie 1 – Zadanie 6) 
na koniec każdego roku w okresie 2004-2015. Do obliczenia udziałów poszcze-
gólnych spółek w portfelu wykorzystano narzędzie solver – dodatek do arkusza 
kalkulacyjnego Excel. Następnie oszacowano stopę zwrotu i ryzyko każdego 
portfela oraz rzeczywistą roczną stopę zwrotu. Rozwiązania zadań optymaliza-
cyjnych 2 i 3 umieszczono w tabelach 1-2. Na koniec 2005 r. nie utworzono 
portfela będącego rozwiązaniem Zadania 3, ponieważ dla spółek branych pod 
uwagę w tym roku wartości największego wykładnika Lapunowa były ujemne. 
Szczegółowe wyniki rozwiązania zadań 1 i 4-6 można znaleźć w pracach: [Miś-
kiewicz-Nawrocka, Zeug-Żebro, 2017ab].  
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Tabela 1.  Stopa zwrotu, ryzyko i udziały akcji w wyznaczonych portfelach będących 
rozwiązaniem Zadania 2 

 

Rok 2004 2005 2006 2007 

 
BPH 
BZW 
DBC 

0,2000 
0,4000 
0,4000 

BPH 
BZW 
MBK 

0,3288 
0,4000 
0,2712 

BPH 
KTY 
MBK 

0,2807 
0,4000 
0,3193 

BPH 
KGHM 
MBK 

0,2602 
0,4000 
0,3398 

Oczekiwana st. zwrotu 0,000178 –0,001342 –0,001615 0,006364 
St. zwrotu 0,376390 0,376390 0,084759 –0,631280 
Wariancja 0,000109 0,000112 0,000147 0,012790 
Ryzyko 0,010429 0,010605 0,012124 0,113094 
Rok 2008 2009 2010 2011 

 

ACP 
BZW 
CERS 
KGHM 
MBK 
PEO 
PND 
TPSA 

0,1213 
0,1749 
0,1072 
0,1029 
0,0011 
0,1299 
0,1890 
0,1738 

ACP 
BZW 
CERS 
CEZ 
KGHM 
PEO 
TPSA 

0,1939 
0,0625 
0,0172 
0,2173 
0,0334 
0,2591 
0,2166 

BZW 
KGHM 
MBK 
TPSA 

0,0882 
0,4000 
0,4000 
0,1118 

BHW 
KGHM 
MBK 

0,4000 
0,4000 
0,2000 

Oczekiwana st. zwrotu 0,003393 –0,000392 0,110813 0,001486 
St. zwrotu 0,532257 0,054087 –0,191911 0,613140 
Wariancja 0,000178 0,000091 0,000233 0,000444 
Ryzyko 0,013339 0,009518 0,015277 0,021076 
Rok 2012 2013 2014 2015 

 

BHW 
BRS 
KGHM 
MBK 

0,4000 
0,4000 
0,0741 
0,1259 

BHW 
KGHM 
MBK 

0,4000 
0,2572 
0,3428 

KGHM 
LPP 
MBK 

 

0,4000 
0,2000 
0,4000 

 

LTS 
MBK 
PKN 

0,4000 
0,2665 
0,3335 

Oczekiwana st. zwrotu –0,000816 –0,000181 0,000318 0,333798 
St. zwrotu 0,267511 0,029901 –0,249822 0,143249 
Wariancja 0,000179 0,000260 0,000180 0,000138 
Ryzyko 0,013391 0,016132 0,013401 0,011752 
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Tabela 2.  Stopa zwrotu, ryzyko i udziały akcji w wyznaczonych portfelach będących 
rozwiązaniem Zadania 3 

 

Rok 2004 2005 2006 2007 

 
BPH 
BZW 

0,0508 
0,9492 

 
BPH 1,0000 BZW 1,0000 

Oczekiwana st. zwrotu –0,000484 

 

–0,000536 –0,000122 
St. zwrotu 0,463132 –0,001619 –0,550317 
Wariancja 0,000201 0,000425 0,000646 
Ryzyko 0,014192 0,020619 0,025414 
Rok 2008 2009 2010 2011 

 

ACP 
BZW 
CERS 
KGHM 
MBK 
PEO 
PND 
TPSA 

 

0,1213 
0,1749 
0,1072 
0,1029 
0,0011 
0,1299 
0,1890 
0,1738 

 

ACP 
BZW 
CERS 
CEZ 
KGHM 
MBK 
PEO 
PKN 
TPSA 

0,1939 
0,0625 
0,0172 
0,2173 
0,0334 
0,0000 
0,2591 
0,0000 
0,2166 

BZW 
KGHM 
MBK 
TPSA 

0,0882 
0,4000 
0,4000 
0,1118 

BHW 
KGHM 
MBK 

0,4000 
0,4000 
0,2000 

Oczekiwana st. zwrotu 0,004331 –0,000484 –0,000360 0,000906 
St. zwrotu 0,753743 0,243767 –0,164216 0,587425 
Wariancja 0,000512 0,000331 0,000130 0,000215 
Ryzyko 0,022627 0,018201 0,011399 0,014662 
Rok 2012 2013 2014 2015 

 
 

BHW 
BRS 
KGHM 
MBK 

0,4000 
0,4000 
0,0741 
0,1259 

BHW 
KGHM 
MBK 

0,4000 
0,2572 
0,3428 

KGHM 
LPP 
MBK 

0,4000 
0,2000 
0,4000 

LPP 
LTS 
MBK 
PKN 

–0,2665 
0,4000 
0,2665 
0,3335 

Oczekiwana st. zwrotu –0,000465 –0,000377 0,000147 0,000818 
St. zwrotu 0,300249 0,031664 –0,258632 0,091854 
Wariancja 0,000100 0,000156 0,000099 0,000138 
Ryzyko 0,009987 0,012499 0,009930 0,011728 

 
Na podstawie danych przedstawionych w tabelach 1-2 można stwierdzić, że 

najwyższe stopy zwrotu Rp dla portfeli będących rozwiązaniem Zadań 2 i 3 uzy-
skano w latach 2008 i 2011. Portfele otrzymane w wyniku rozwiązania Zadania 3 
charakteryzują się większymi rocznymi stopami zwrotu portfela w większości 
przypadków. Wyjątek stanowią lata: 2006, 2011, 2014 i 2015, gdzie wyższe 
stopy zwrotu odnotowano dla portfeli będących rozwiązaniem zadania optyma-
lizacyjnego 2. Dla portfeli optymalizacyjnych, będących rozwiązaniem zadań 2  
i 3, uzyskano kilkukrotnie wyższe rzeczywiste roczne stopy zwrotu niż oczeki-
wane stopy zwrotu. Wyjątek stanowią lata: 2007, 2010, 2014 (dla których rze-



 

 

1

c
w
d
ry
le
z
w
n
s
u

 

 

R
 

i 
d
2
w

li
o
W

130 

czyw
wano
dące 
yzyk
e z 

zwro
wano
nych
tawi

uzysk

Rys. 

201
dowa
2004
więk

i ze 
oszac
WIG

wista
o na

roz
ka p
lat: 

otu. N
o w 
h sto
ie Z
kane
Na r

1. R

Ana
11-2
ane 
4-200
kszy 
Na r
stop

cow
G20. 

a sto
a pod
zwią
przy 

200
Najw
200

opach
Zadan
e po
rys. 

Ryzyk

alizu
015
na p
06, 
poz
rys 2
pą z

wano 
Wyn

opa z
dstaw
ązan
osią
07, 
wyż

07 r.,
h zw
nia 

oprze
1. p

ko zb

ując 
 naj
pod
200

ziom
2. do
wro
sku

niki

zwro
wie 
iem 
ągan
201
ższe 
, prz
wrot
2 ch
ez ro
przed

budo

dan
jwyż
staw

08-20
m ryz

okon
otu in
umu
 zap

otu 
zad
Za

nych
0 i 
poz

zy je
tu. W
harak
ozwi
dstaw

owan

ne z
ższy
wie z
009 
zyka
nano
ndek

ulow
preze

M

była
dania
dań 

h rze
201

ziom
edno
W w
kter
iąza
wion

nych 

zawa
ym p
zada
– p

a dla
o po
ksu 

wane 
ento

Moni

a uje
a op

2 i
eczyw
14, d

my ry
ocze
więk
ryzow
anie 
no r

port

arte 
pozio
ań o
portf
a wsz
orów
gieł
sto

owan

ika M

emn
tym
i 3 
wist
dla 
yzyk
esnyc
szoś
wały
Zad

ryzyk

tfeli 

na r
ome

optym
fele 
zystk

wnan
dow

opy 
no na

Miśk

na) o
maliz

są o
tych
któr

ka dl
ch n
ści p
y się

dania
ko z

inwe

rys. 
em r
mali
osza
kich

nia ro
wego

zwr
a ry

kiewi

oraz 
acyj
obar

h stop
rych
la za

najni
przy
ę wy
a 3.
zbud

estyc

1, 
ryzy
izac
acow

h por
oczn

o WI
rotu 
s. 3.

icz-N

dla
jneg
rczon
pach

h uzy
adań
iższy

ypadk
yższ

dowa

cyjny

moż
yka c
yjny
wan
rtfel
nych
IG20
dla 

. 

Nawr

a por
go 2 
ne r
h zw
yska
ń op
ych 
ków

zym 

anyc

ych w

żna 
char
ych 
e na
li od
h stó
0 w 
ws

rock

rtfel
– 2

relat
wrotu
ano 
ptym
ujem

w po
poz

ch po

w la

stw
rakte
2 o

a po
dnoto
óp zw

lata
zyst

a 

la, k
015 
tywn
u. W
ujem

maliz
mny

ortfel
ziom

ortfe

atach

ierd
eryzo
raz 

odsta
owa
wrot
ach 2
tkich

które
r. P

nie n
Wyjąt

mne
zacyj
ych r
le o

mem 

eli w

h 200

dzić, 
owa
4, n

awie
ano w
tu zb
2004
h po

ego 
Pona
nisk
tek s
e rze
jnyc
rzec

oszac
ryzy

w lat

04-20

że 
ały s
nato
e Za
w 20
budo
4-20
ortfe

udz
adto 
kimi 
stan
eczy
ch 2
zyw
cow
yka 

tach 

015

w l
się p
mia

adań
007 r
owan
015. 
eli o

iały 
por
poz

owi
ywis
 i 3 

wisty
ane 
niż 

200

latac
portf
ast w
ń 3 i
r. 
nych
Dod

oraz 

osz
rtfele
ziom
ą po

ste s
odn

ych r
na 
por

04-2

ch: 2
fele 
w lat
i 5. 

h po
datk
ind

zaco
e bę
mam
ortfe
stopy
noto
rocz
pod

rtfele

015

2007
zbu
tach
Naj

ortfe
kowo
deksu

o-
ę-

mi 
e-
y 

o-
z-
d-
e 

. 

 

7  
u-
h: 
-

e-
o 
u 



 

 

 

R
 

W
n
fi
n
i 
p
p
b
z
w
k

n
d
n
 

Rys. 

WIG
na by
fikow
nie 3

3. W
portf
puno
były 
zauw
wyżs
kiedy

ne p
dają 
niedź

E

2. R

Ana
G20 w
yło u
waną
3), a 
Wart
fele, 
owa 

jedn
waży
sze 
y uz
Na p
odej
lep
źwie

Efek

Roczn

alizu
w la
uzys
ą fu
nas

to z
będ

(Zad
nym

yć, ż
stop

zyska
pod
jścia

psze 
edzia

ktywn

ne st

ując 
atach
skać
nkcj

stępn
zwró
dące
dani

mi z 
że p
py zw
ano 
staw
a wy

rez
a (20

ność 

opy 

rocz
h 20
ć, inw
ję ce
nie w
ócić 
e roz
ie 3 
najw

praw
wro
ujem

wie d
yzna

zulta
008,

port

zwro

zne 
04-2
west
elu u
w 20
uwa

zwią
i Za
wyż

wie 
tu n
mne
dany
acza
aty n
, 20

tfeli 

otu z

stop
2015
tując
uwz
011 
agę, 
ązani
adan
ższyc
w k

niż i
 stop

ych z
ania 
na r
15).

inwe

zbud

py z
5 (ry
c w 
zględ
r., w
że 

iem 
nie 5
ch. N
każd
inde
py z
zaw
por

rynk

estyc

dowa

zwro
ys. 2
200
dniaj
wybi
w la
zad

5) or
Na 

dym 
eks W
zwro

warty
rtfeli
ku b

cyjny

anych

otu d
2), n
08 r. 
ającą
ieraj
atach

dań o
raz w
pod

rok
WIG
otu d
ych n
i op
byka

ych z

h por

dla w
należ

w p
ą naj
jąc p
h 20
opar
wykł
dstaw
ku o

G20.
dla k
na ry
ptym
a (2

zbudo

rtfeli

wyz
ży za
portf
jwię
portf
010-
rtych
ładn
wie d
osza
. Wy
każd
ys. 3

malny
004

dowan

i ora

nacz
auw
fel zb
ększy
fele 
-201
h na

niku 
dany
acow
yjąte
ego 
3 mo
ych 
-200

nych

az ind

zony
ażyć
budo
y w
będ

15 st
a naj
Hur
ych 
wane
ek s
z po

ożna
opa

06, 

h z w

deks

ych 
ć, że
owa

wykła
dące 
topy
jwię
rsta 
zaw

e po
stano
ortfe
a zau
arte 
200

wykor

su W

port
e naj
any w
adni
roz

y zys
ększy
(Zad

wrtyc
ortfe
owią
eli. 
uwa
na 

09-20

rzyst

WIG2

tfeli
jwię
w op
k La
wiąz
sku 
ym w
dani
ch n
ele o
ą lat

ażyć,
wyk
014)

tanie

0 

i akc
ększy
parc
apun
zani
uzy
wyk
ie 2 
na ry
opty
ta 2

, że 
kład
) ni

em…

cji i 
y zy

ciu o
now
iem 
yskan
kładn
i Za
ys. 1
ymal
007

prop
dniku
iż n

 

ind
ysk m
o zm
wa (z

Zad
ne p
niku
adan
1 m
lne 
 i 2

pono
u Hu
na ry

131

deksu
moż

mody
zada
dań 2
przez
u La
nie 4
ożna
dają

2014

owa
ursta
ynku

1 

 

u 
ż-
y-
a-
2  
z 

a-
4) 
a 
ą 

4, 

a-
a 
u 



 

 

1

 

R
 

ż
n
L
s
(m
m
o
w
 
 
P
 

n
e
p
k
s
d
n

132 

Rys. 3

że na
niem
Lapu
ze w
mak

maliz
odpo
wyni

Pods

najw
elem
poka
kładn
amo

doda
niow

3. Sk

Osz
ajba

m Za
unow
w dł
ksym
zacj

owie
iosła

sum

Zast
więks
mente
azały
niku
o do
atkow
wych

kumu

zacow
ardzi
adan
wa (
ługim

maliz
a w

ednio
a 0,6

mow

toso
szy 
em 
y, że
u Lap
obre 
we b

h ukł

ulow

wan
iej o
nia 3
1,06
m te
zacja

wykła
o 0,
6813

wani

owan
wyk
bad

e zap
puno
wy

bada
ładó

wane (

ne 10
opłac
3 –
642)
ermi
a na
adni
3699

3. 

ie 

nie 
kładn
ań 
prop
owa

yniki
ania
w dy

(10-l

0-let
caln
zmo
, na
inie 
ajwi
ików
9 i 

narz
nik 
doty

pono
a ora
i, ja

a ana
ynam

M

letnie

tnie 
ne ok
odyf
stęp
oka
ększ

w H
0,65

zędz
Lap

yczą
owan
az w
ak in
alizu
micz

Moni

e) sto

stop
kaza
fikow

pnie 
azały
zych

Hurst
561.

zi ni
puno
ących
ne z

wykła
nne 
ując
znyc

ika M

opy z

py z
ało s
wan
Zad
y się
h wy
ta), 
 W 

ielin
owa 
h an
adan
adni
kla

e w
ch n

Miśk

zwro

zwro
się i
na fu
dania
ę str
ykła
dla 
tym

niow
oraz

naliz
nia o
iku H

asycz
wpływ

a ko

kiewi

otu zb

otu d
inwe
unkc
a 1 (
rateg

adnik
któ

m ok

wych
z w
zy p
opty
Hurs
zne 
w z
onstr

icz-N

budo

dla r
estow
cja c
(0,90
gie i
ków 
rych

kresi

h uk
wykła

port
ymal
sta n
met
asto
rukc

Nawr

owan

rozp
wan
celu
011)
inwe
Lap

h 10
ie st

kładó
adni
tfelo
lizac
nieje
tody

osow
cję p

rock

nych p

patry
nie w
u z w
) i Z
esty
puno
0-let
topa

ów 
k H

owej
cji o
edno
y. W
wania
portf

a 

portf

ywan
w po
wyk

Zada
ycyjn
owa
tnie 

a zw

dyn
Hurst

. Pr
opart
okro

Warto
a in
feli o

feli o

nych
ortfe
krzy
ania 
ne o
a) i 

stop
wrotu

nami
ta, w
rzep
te n

otnie
o za
nnyc
opty

oraz i

h str
el bę
stan
6 (0

opart
Zad
py z

u z i

iczny
wyda
prow
a na

e daj
atem
h m
maln

indek

rateg
ędąc
niem
0,832
te na

daniu
zwro
inde

ych,
aje 

wadz
ajwi
ą le

m prz
miar 

nych

ksu W

gii p
cy ro

m wy
20). 
a Za
u 4 
otu 

eksu

, jak
się 
one 
ększ

epsze
zepr
teor

h. 

WIG

poka
ozwi
ykad

Naj
adan
(ma
wyn

u WI

kimi
waż
ana

zym
e lub
rowa
rii n

G20 

azały
iaza

dnika
jgor
niu 5
aksy
nisły
IG20

i są
żnym
alizy
 wy
b tak
adzić
nieli

 

y, 
a-
a 
r-
5 

y-
y 
0 

ą: 
m 
y 

y-
k 
ć 
i-



Efektywność portfeli inwestycyjnych zbudowanych z wykorzystaniem… 

 

 

133 

Literatura 
 
Chun S.H., Kim K.J., Kim S.H. (2002), Chaotic Analysis of Predictability versus 

Knowledge Discovery Techniques: Case Study of the Polish Stock Market, “Expert 
Systems”, Vol. 19, No. 5, s. 264-272. 

Devaney R.L. (1987), An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Addison-Wesley 
Publishing Company, Redwood City. 

Kantz H., Schreiber T. (2004), Nonlinear Time Series Analysis, 2nd edition, Cambridge 
University Press, Cambridge. 

Li T.Y., Yorke J.A. (1975), Period Three Implies Chaos, “The American Mathematical 
Monthly”, Vol. 82, No. 10, s. 985-992. 

Mastalerz-Kodzis A. (2003), Modelowanie procesów na rynku kapitałowym za pomocą 
multifraktali, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej, Katowice. 

Markowitz H. (1952), Portfolio Selection, “Journal of Finance”, Vol. 7, No. 1, s. 77-91. 

Miśkiewicz-Nawrocka M. (2016), Efektywność strategii inwestycji w akcje spółek noto-
wanych na GPW w Warszawie z wykorzystaniem największego wykładnika Lapu-
nowa oraz wykładnika Hursta [w:] J. Mika, M. Miśkiewicz-Nawrocka (red.), Me-
tody i modele analiz ilościowych w ekonomii i zarządzaniu, cz. 8, Wydawnictwo 
Uniwersytetu Ekonomicznego, Katowice, s. 46-57. 

Miśkiewicz-Nawrocka M., Zeug-Żebro K. (2017a), The Efficiency of Stocks Investment 
Strategy with the Use of Chosen Measures of Deterministic Chaos to Building 
Optimal Portfolios, Proceedings of 35th International Conference Mathematical 
Methods in Economics, Hradec Králové. 

Miśkiewicz-Nawrocka M., Zeug-Żebro K. (2017b), The Evaluation of The Effectiveness 
of a Long-term Stocks Investment Strategy Based On the Largest Lyapunov Expo-
nent, 11th International Scientific Conference on Financial Management of Firms 
and Financial Institutions, Ostrava. 

Orzeszko W. (2005), Identyfikacja i prognozowanie chaosu deterministycznego w eko-
nomicznych szeregach czasowych, PTE, Warszawa. 

Packard N.H., Crutchfield J.P., Farmer J.D., Shaw R.S. (1980), Geometry from a Time 
Series, “Physical Review Letters”, Vol. 45, s. 712-716. 

Takens F. (1981), Detecting Strange Attractors in Turbulence [w:] D.A. Rand, L.S. Young 
(eds.), Dynamical Systems and Turbulence, Springer-Verlag, Berlin, s. 366-381. 

Wiggins S. (1990), Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos, 
Springer-Verlag, New York. 

Zawadzki H. (1996), Chaotyczne systemy dynamiczne. Elementy teorii i wybrane zagad-
nienia ekonomiczne, Zeszyty Naukowe Akademii Ekonomicznej w Katowicach, 
Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej, Katowice. 

[www 1] https://plato.stanford.edu/entries/chaos/#BriHisCha (dostęp: 1.09.2017). 

 



Monika Miśkiewicz-Nawrocka 

 

 

134 

THE EFFICIENCY OF INVESTMENT PORTFOLIOS BUILT ON THE BASIS 
OF THE LARGEST LAPUNOV EXPONENT AND HURST EXPONENT 

 
Summary: Initiated in the 1950s of the last century by H. Markowitz research on buil-
ding the optimal portfolio investment contributed to the significant development of 
scientific discipline, which is the portfolio analysis. Studies conducted since then have 
provided and still provide new tools and approaches for determining the shares of finan-
cial instruments in the portfolio, eg. indicators of fundamental analysis, or tools for iden-
tifying deterministic chaos. The new approach proposed by the author is the use an mo-
dified objective function containing a portfolio variance and the largest exponent of 
Lapunov or the Hurst exponent in the construction of optimal portfolio. The purpose of 
the article is to build and evaluate the efficiency of optimal portfolios designated on the 
basis of a modified form of the objective function. 
 
Keywords: portfolio analysis, largest Lyapunov exponent, Hurst exponent, time series.




