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ODPORNE MODYFIKACJE MODELU
BLACKA-LITTERMANA NA PRZYKLADZIE
POLSKIEGO RYNKU KAPITALOWEGO

Streszczenie: W pracy rozwazano portfele Markowitza, dla ktorych charakterystyki
aktywow sktadowych szacowano odpornymi metodami MVE oraz MCD, a takze podej-
$ciem Blacka-Littermana, gdzie rozktad a priori specyfikowano na podstawie prognoz
wykorzystujacych wyniki badan ankietowych koniunktury. Na podstawie dziennych stop
zwrotu z indeksow sektorowych GPW obejmujacych lata 2007-2013 analizowano empi-
ryczne wilasno$ci rozwazanych portfeli. Pokazano, ze metoda MVE generuje portfele
bardzo konserwatywne, natomiast MCD — agresywne, niezaleznie od przyjetych warto-
$ci punktow zatamania. Uwzglednienie dodatkowo rozktadéw a priori w podejsciu Blacka—
—Littermana miato jedynie ograniczony wptyw na wyniki. Pokazano takze, ze korzysta-
nie z wynikoéw badan ankietowych koniunktury w klasycznym podejsciu Blacka—Litter-
mana jest uzasadnione przy dtuzszych szeregach czasowych, na podstawie ktorych byty
generowane prognozy stop zwrotu aktywow sktadowych portfeli.

Stowa kluczowe: portfel Blacka—Littermana, estymator odporny MVE, estymator od-
porny MCD, rozktad a priori wiedzy eksperckiej, rozktad a posteriori.

Wprowadzenie

Jednym z wyzwan dla rozwoju statystycznych metod nowoczesnej teorii port-
fela sa podejscia umozliwiajace ograniczenie skutkow ryzyka estymacji (estimation
risk). Ryzyko to zwiazane jest z mozliwos$cig poniesienia straty w wyniku btgdow
estymacji parametrow modeli. Zrodlem tego ryzyka w procesie wyboru portfela
inwestycyjnego jest wrazliwo$é optymalizowanej funkcji klasycznej alokacji' na

' Alokacja aktywéw rozumiana jest w niniejszej pracy jako dobér aktywéw w roznych propor-
cjach (poprzez proces optymalizacji) w celu osiagnigcia mozliwie najwyzszej oczekiwanej sto-
py zwrotu przy zatozonym poziomie ryzyka.
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nieznane wartosci parametrow sktadowych portfela. W ich konsekwencji udzialy
portfela wyznaczone na podstawie klasycznej estymacji i optymalizacji nie sa
W rzeczywisto$ci rozwiazaniem optymalnym, lecz sub-optymalnym, natomiast
charakterystyki portfela obarczone sa duzymi bledami i moga si¢ istotnie r6znié
od ich warto$ci rzeczywistych.

Do nieklasycznych metod alokacji aktywdéw stuzacych ograniczeniu skut-
kow ryzyka estymacji zaliczaja si¢ m.in. podejicie odporne® (robust allocation),
bayesowskie (bayesian allocation) i odporno-bayesowskie®, podejscie oparte na
technikach probkowania (sampling allocation) oraz Blacka—Littermana (Black—
—Litterman allocation).

W przypadku metodologii zaproponowanej przez Blacka i Littermana
[1990], wiedza ekspercka a priori dotyczy nie tylko wartosci parametréow skta-
dowych portfela, lecz rowniez samego rozktadu stép zwrotu oraz innych warian-
tow zwiazanych z rozktadem i dotyczacych postawy inwestora wobec ryzyka
estymacji. Model Blacka—Littermana (BL) wykorzystuje teori¢ rownowagi
[Sharpe, 1964, s. 425-442] w celu okre$lania oczekiwanych stop zwrotu sktado-
wych portfela. Jednak zasadnicza wada oryginalnego modelu BL jest zatozenie,
ze stopy zwrotu maja rozklad normalny. W praktyce wspolczesnych rynkoéw
finansowych to zatozenie okazuje si¢ zbyt restrykcyjne.

Niniejsza praca zawiera propozycj¢ modyfikacji modelu BL ,}tagodzaca”
restrykcyjnos¢ tego zatozenia. Celem pracy jest zaproponowanie i implementa-
cja odpornych modyfikacji modelu Blacka—Littermana do wyboru portfela inwe-
stycyjnego. Zastosowane podej$cie polega na wykorzystaniu wielowymiaro-
wych estymatorow odpornych charakterystyk sktadowych portfeli: oczekiwane;j
stopy zwrotu oraz macierzy kowariancji. Wybranymi przez autorkg estymatora-
mi odpornymi na wielowymiarowe obserwacje odstajace sa MCD-estymatory
oraz MVE-estymatory. Warto$ci tych estymatorow sa aplikowane w procedurze
wyboru portfela Blacka—Littermana. Praca podejmuje problem weryfikacji uzy-
teczno$ci odpornych modyfikacji modelu Blacka—Littermana na przykladzie
danych dotyczacych indeksow sektorowych GPW. Realizacji postawionego celu
pracy stuzy analiza poréwnawcza charakterystyk portfeli nieklasycznych: BL
oraz jego odpornych modyfikacji z klasycznym portfelem Markowitza oraz jego
odpornym odpowiednikiem.

Punkt pierwszy zawiera opis metodologii Blacka—Littermana. W szczego6l-
nosci jego pierwszy podpunkt poswigcony jest ogélnym zatozeniom tego mode-
lu z wyszczegolnionymi etapami procedury, a ostatnie dwa zawieraja odpowied-

2 Przyktad implementacji metody na polskim rynku zawiera praca [Orwat-Acedanska, 2012).
3 Problem oceny uzytecznoci tych metod podejmuje m.in. [Orwat-Acedanska, 2011; 2013).
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nio: zalozenia o opinii eksperckiej wykorzystywanej przez inwestora, czyli o roz-
ktadzie a priori oraz postacie parametrow rozktadu a posteriori Blacka—Littermana.
W punkcie drugim opisano idee odpornych procedur estymacji: MVE i MCD.
Przyjete dodatkowe zalozenia teoretyczne dla modelu BL i jego modyfikacji
opisano w rozdziale trzecim. Czwarty rozdziat zawiera opis zatozen badawczych
1 najwazniejsze wyniki analizy empirycznej. Praca konczy si¢ podsumowaniem.

1. Metodologia Blacka—Littermana (BL)
1.1. Ogolne zalozenia modelu BL

Rozwazmy wektor stop zwrotu R=(R,R,, ..., R, )" dla N klas aktywow o roz-
ktadzie normalnym R ~ N, (pn,X). Wektor wartosci oczekiwanych p sktado-

wych portfela traktowany jest jako wektor losowy, ktorego dyspersja reprezentu-
je mozliwy blad estymacji. O wektorze tym zaktadamy, ze ma rozktad normalny
z warto$cia oczekiwang 7 i macierza kowariancji 7, co zapisujemy:

p~N,(nX) (1)

gdzie 7 reprezentuje blad estymacji zwigzany z szacowaniem .

W pierwszym etapie procedury BL przy okresleniu wektora wartosci ocze-
kiwanych m metodologia BL odwotuje si¢ do teorii rownowagi. W tym aspekcie
zaktada sig, ze inwestorzy, majac okreslone oczekiwania wobec przysztych stop
zwrotu, dokonuja wyboru portfela inwestycyjnego o wektorze udziatow w na
podstawie rozwiazania dwukryterialnego problemu optymalizacyjnego postaci
[Meucci, 2009]:

max{w'z—-AwXw} (2)
gdzie A jest wspotczynnikiem awersji do ryzyka inwestycyjnego®. Rozwiazaniem
tego zadania jest relacja postaci (4) :

n=21XW 3)

gdzie macierz kowariancji X szacowana jest na podstawie przeszlych obserwa-
cji; W jest wektorem udzialow portfela okreSlanym na podstawie kapitalizacji

* W swojej pracy Black i Litterman przyjeli 1 = 1,2.
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poszczegdlnych aktywow skladowych w stosunku do lacznej kapitalizacji
wszystkich aktywow.

Wartosci wektora 7t oczekiwanych stop zwrotu sktadowych portfela moga
by¢ rowniez oszacowane na podstawie przeszlych obserwacji. Parametr ten jest
bardzo wrazliwy na wystepowanie obserwacji odstajacych, stad istotna kwestia
jest stosowanie nieklasycznych technik estymacji, m.in opartych na teorii staty-
styki odpornej (robust) [Rousseeuw, Leroy, 2003, Zuo, 2005]. Inna propozycja
dla estymacji wektora warto$ci oczekiwanej jest w tym miejscu teoria estymato-
row ucigtych typu shrinkage [Stein, 1995]. Jednak jak pokazano w [Orwat-Ace-
danska, 2014], charakterystyki portfeli BL wykorzystujace te estymatory nie
ro6znig si¢ znaczaco od charakterystyk portfeli oryginalnego modelu BL. Nato-
miast poziom niepewnosci 7 w zaleznos$ci (1) dotyczacy rzeczywistych wartosci
parametru @ i bedacy zrodtem biedu estymacji mozna kalibrowa¢ uwzglednia-
jac na przyktad rozklad estymatora tego parametru, przyjmujac za estymator
srednig z proby. Wowczas:

T=— 4)

gdzie T jest dlugos$cia szeregéw czasowych stop zwrotu rozwazanych aktywow
portfela.’

Drugi etap procedury BL dotyczy okreslenia parametréw rozktadu a priori
oceny eksperckiej (opis tej czesci zawarto w podpunkcie 1.2). W kolejnym kro-
ku wyznaczane sa (zgodnie z zasada Bayesa) parametry rozkladu a posteriori
stop zwrotu (opis tej czesci zawarto w podpunkcie 1.3). W ostatnim etapie do-
konywana jest optymalizacja portfela.

1.2. Zalozenia o opinii eksperckiej

Zaktadamy, ze opinia ekspercka (ocena) formutowana jest w odniesieniu do
warto$ci oczekiwanych stop zwrotu sktadowych portfela p. Jest ona reprezen-

towana przez (K x N)— wymiarowa macierz P, nazywana w metodologii BL

macierza wskaznikowa. Kazda k-ta kolumna tej macierzy okresla zero-jedyn-
kowe wagi odpowiadajace opiniom dotyczacym poszczegolnych sktadowych

5 Satchell i Scowcroft [2000] proponuja kalibracje 7 oparta na zatozeniu o jego stochastycznej
naturze.
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wektora oczekiwanych stop zwrotu. Oczywiscie, ocena ekspercka dotyczaca
oczekiwanych stop zwrotu obarczona jest ryzykiem estymacji. Podejscie BL
zaklada, ze ma ona rozktad [Meucci, 2010]:

Pp~ N, (v, Q) (5)
gdzie meta-parametry v oraz € kwantyfikuja odpowiednio oczekiwana oceng
ekspercka oraz niepewno$¢ zwiazana z opiniami ekspertow.

1.3. Rozklad a posteriori

Przy oznaczeniach i zalozeniach opisanych w poprzednich podpunktach, roz-
ktad a posteriori wartosci oczekiwanej p jest postaci [Meucci, 2010]:

v, @~ Ny (ny,, X5,) , gdzie (6)

1 ren—1 1 -1 rey-1
n, = (@) +PQP) () 'n+PQY) )
x4 = (@) + P ') (8)

W celu odniesienia tego rozkladu bezposrednio do wektora R stop zwrotu,
konieczne jest przedstawienie tego wektora w postaci:

d
R=p+Z, Z~N(0,X) (9)

wowczas
d
RV, Q=p|v,Q+Z, RV,Q~ Ny(ng;.Zp) (10)

gdzie pg jest wartoscia oczekiwana rozkladu a posteriori modelu BL 1 jest

postaci (7), natomiast posta¢ parametru X, wynika z (9), przy zalozeniu, ze

wektory losowe p i Z sa niezalezne i wowczas:

T, =T+3t (11)

2. Odporne modyfikacje modelu BL

Oprécz oryginalnego modelu BL opisanego w pierwszym punkcie, zasto-
sowano w pracy pewne jego odporne modyfikacje, polegajace na odstapieniu od
wykorzystania teorii rownowagi do okreslenia wektora wartosci oczekiwanych
7t w zaleznosci (3) oraz macierzy kowariancji X .
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Do wyznaczenia ocen tych parametréw (stuzacych nastgpnie oszacowaniu
parametrow rozktadu a posteriori Blacka—Littermana w zaleznosciach (7) i (11))
wykorzystano wielowymiarowe estymatory odporne MVE i MCD.

Niech r=(#,r, ...,r,)" bedzie realizacja wektora losowego stop zwrotu

R=(R,R,, ...,R,) dla N klas aktywow, ktorego rozktad reprezentowany jest

przez funkcjg gestosci prawdopodobienstwa f,.:

faz ()= ﬁ oMa? v, m, %)), (12)

gdzie g jest generatorem funkcji f,, Md (r,mX) jest kwadratem odlegtosci

Mabhalanobisa wektora obserwacji r od wektora parametru potozenia ® wzgle-
dem macierzy kowariancji £ wektora losowego R.

Ma*(r,m,X)=(r—m) ' (r—mn) (13)

Wybdr estymatoréow odpornych MVE i MCD podyktowany byt przede
wszystkim faktem, ze posiadaja one pozadane wlasnosci odpornosci. Mianowi-
cie charakteryzuja si¢ wysokim punktem zatamania (rownym 0,5), nieograni-
czona funkcja wpltywu, mata maksymalna wrazliwoscia na biedy, wysoka
asymptotyczna efektywnoscia, afiniczng ekwiwariantno$cia’.

2.1. Metoda elipsoidy minimalnej objetosci - MVE

Idea metody elipsoidy minimalnej objetosci (Minimum Volume Ellipsoid —
MVE’) polega na estymacji wartosci oczekiwanej 7 oraz macierzy kowariancji
Y. odpornych na wielowymiarowe obserwacje nietypowe zidentyfikowane za
pomoca najmniejszej elipsoidy tworzonej przez rdzen® wielowymiarowych ob-
serwacji. Odlegtosci Ma(r,,p,X) wektora obserwacji r,, t=12,...,T od
parametru 7 wzgledem macierzy X porzadkowane sa rosnaco, a nastgpnie
rozwazana jest t,-ta odlegto$¢, gdzie Tp oznacza liczbg danych stanowiacych
~MVE iMVE

) &T

rdzen. Estymatory Ty sa wyznaczone przez elipsoid¢ minimalnej

objetosci, gdy spetniony jest nastepujacy warunek [Meucci, 2005]:

® Formalne definicje tych poje¢ mozna znalez¢ m.in. w [Trzpiot, red., 2013, rozdz. 1.21 1.3].

7 Metoda zostala zaproponowana przez Rousseeuwa w 1985.

¥ W teorii metod odpornych ,,rdzeniem” nazywany jest zbiér obserwacji, do ktorego nie naleza
obserwacje odstajace (nietypowe).
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(AMVE MVE)_ argmin  Ma(r; ,m, X) (14),

gdzie notacja X > 0 oznacza dodatnig okre$lono$¢ macierzy X . Elipsoida o promie-

~MVE ZMVE

niv gy = Ma(rT T ) ma najmniejsza objeto$¢. Warto$ci estyma-

~MVE EMVE

toréw nT maja postac:

TD TD
MvE_ 1 MvE_ 1 MVE mMYE
m TD:_zwtrt .S D:_za)t(rt —m" 7°)(r, -m ' (15)
D ¢=1 D t=1

gdzie w,, t=12,...,T, sa odpowiednio dobranymi wagami takimi, ze
TD

Za)t =Tp

t=1

Algorytm wykrywania obserwacji nietypowych oraz estymacji odpornej pa-
rametréw 7 oraz X sklada si¢ z kilku etapéw. W pierwszym etapie generowana
jest elipsoida wyznaczona przez obserwacje pozostate po odrzuceniu obserwacji
najbardziej oddalonych. Nastgpnie szacowany jest wektor potozenia oraz ma-
cierz rozrzutu, dla ktorych obliczane sa odleglosci Mahalanobisa dla kazdego
wektora r. Doboru odpowiednich wag @, dokonuje si¢ wykorzystujac kryterium
kwantyla rzedu 0,025 rozktadu chi-kadrrat z N stopniami swobody az do mo-
mentu wygenerowania elipsoidy o najmniejszej objgtosci, tworzacej rdzen wie-
lowymiarowych obserwacji.

2.2. Metoda minimalnego wyznacznika kowariancji —- MCD

Idea metody minimalnego wyznacznika kowariancji (Minimum Covariance
Determinant — MCD)’ podobna jest do MVE. W podejéciu tym okresla si¢ pod-
zbior {r/,r;,...,r; } obserwacji rdzenia, dla ktérego wyznacznik macierzy

MCD EMCD

kowariancji ZT przyjmuje warto$¢ minimalng. Estymatory nT sa

wyznaczone przez minimalny wyznacznik kowariancji, gdy spelniony jest na-
stgpujacy warunek:

% MCD zaproponowat P.J. Rousseeuw, ktory w 1999 r. wraz z K. van Dreissen przedstawit algo-
rytm tej metody w pracy [Rousseeuw, van Dreissen, 1999].
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(” MED. MCD) = arg min ‘ZT ‘ (16)
r,r, r,D
Wartosci estymatoréw “T MeD ZMCD sa postaci:
MCD * MCD MCD MCD
:_Za)trt » T, __Za)t (r; - )r; - ) (17)

Dtl Dtl

gdzie w,, t=12,...,T, saodpowiednio dobranymi wagami.

3. Dodatkowe zalozenia o rozkladzie a priori modelu BL

Do zdefiniowania oceny eksperckiej a priori na temat oczekiwanych stop
sktadowych portfela BL i jego odpornych modyfikacji wykorzystano zalezno$é
liniowa stop zwrotu kazdego z rozwazanych indeksow sektorowych od wskazni-
ka koniunktury w danym sektorze. W tym celu w kwantyfikacji parametrow v
oraz Q rozktadu wiedzy eksperckiej a priori (zalezno$¢ 6) zastosowano estyma-

cje wartosci prognoz y”Tp modelu regresji dla kazdego i-tego indeksu sektoro-

wego WIG:

y =X'g' +¢&' (18)
gdzie & =(g/,...,&})" jest wektorem sktadnikow losowych modelu,
y=(,...,y;) jest wektorem obserwacji stop zwrotu i-tego indeksu sekto-

rowego, X' jest (T x 2)-wymiarowa macierza obserwacji wskaznika koniunktu-
ry w i-tym sektorze, Bi jest wektorem parametrow modelu. Estymacja wartosci
oczekiwanej prognozy y iTp stanowita podstaweg do okreslenia elementow wektora

v, natomiast warto$¢ estymatora wariancji tej prognozy dla kazdego i-tego modelu
byta elementem diagonalnym macierzy kowariancji €2 rozktadu wiedzy eks-
perckiej a priori.
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4. Analiza empiryczna
4.1. Zalozenia

W pracy rozwazono i zastosowano siedem typoéw portfeli inwestycyjnych:
klasyczny portfel Markowitza (M) oraz portfele nieklasyczne: oparte na orygi-
nalnym modelu BL (BL) oraz jego odpornych modyfikacjach: (BL_MCD),
(BL_MVE), jak réwniez portfele odporne, ktorych charakterystyki sktadowych
wyznaczono na podstawie rozwazanych estymatorow odpornéw (MVE),
(MCD). Dodatkowo, analizowano portfele bedace usrednieniem udzialow port-
feli odpornych MVE i MCD (MVE+MCD).

W pracy wszystkie portfele sa wynikiem maksymalizacji oczekiwanej stopy
zwrotu przy zalozonym poziomie ryzyka inwestycyjnego. W przypadku metody
BL portfele sa uzyskano w wyniku nastgpujacego zadania optymalizacyjnego.

max g 'mpr} pw. \xp'Tpxp <s (19)

Xp €

Sktadowymi rozwazanych portfeli byly indeksy sektorowe WIG: WIG-banki,
WIG-budownictwo, WIG-chemia, WIG-deweloperzy, WIG-informatyka, WIG-me-
dia, WIG-paliwa, WIG-spozywczy oraz WIG-telekomunikacja. Obserwacje stop
zwrotu tych indeksow pochodzity ze strony internetowej Gieldy Papieréw Warto-
sciowych (GPW) w Warszawie. Zbior danych liczyt 1590 obserwacji dziennych
stop zwrotu obejmujacych okres badawczy 2.07.2007-30.10.2013. Estymacji port-
feli dokonywano na podstawie rocznych, péttorarocznych oraz dwuletnich pod-
okresow powyzszego okresu. W celu oceny dziatania prezentowanych metod
weryfikowano uzyskane wyniki portfeli przyjmujac trzy dtugosci okresu weryfi-
kacji: 1 miesiac, 3 miesigce oraz 6 miesigcy. Proces weryfikacji portfeli polegat na
wyznaczeniu udziatow portfeli na podstawie danych z ,,okresu estymacji”, a nastgp-
nie na wyznaczaniu w ,,okresie weryfikacji” charakterystyk portfeli uzyskanych
w poprzednim etapie. W ten sposob uzyskano 58 portfeli dla rocznego ,,0kresu es-
tymacji”, 52 portfele dla wariantu pottorarocznego oraz 46 portfeli dla dwuletniego
wariantu. Nastepnie, w kazdym wariancie, usredniono otrzymane charakterystyki
oraz przyjete wartosci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela kazdego
z czterech typow portfeli.

Warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfeli wyznaczano w na-
stepujacy sposob: W pierwszym etapie wyznaczono portfel minimalnego ryzyka,
ktore stanowilo dolna granic¢ warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka
portfeli. Natomiast gorna granica warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzy-
ka portfeli byta wartos¢ ryzyka aktywa o najwigkszej stopie zwrotu. Nastepnie
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rozstgp migdzy goérna i dolng wartoscia maksymalnego dopuszczalnego ryzyka
portfeli podzielono na 10 rownych czgséci uzyskujac kolejne wartosci maksymal-
nego dopuszczalnego ryzyka portfeli.

W przypadku portfeli BL oraz jego modyfikacji wyznaczajac warto$¢ za-
leznosci (3) przyjgto A= 0,05 . Natomiast do wyznaczenia w modelu BL war-
tosci wag W wykorzystano informacje o wielkosci kapitalizacji poszczegolnych
indeksow sektorowych w stosunku do tacznej kapitalizacji wszystkich rozwaza-
nych indeksow sektorowych, ktore pochodzily ze strony internetowej GPW. Dla
odpornych charakterystyk rozwazanych portfeli przyjeto 2 warianty wartosci
punktu zalamania: maksymalny — rowny 0,5 oraz (w celach poréwnawczych)
0,1. Celem uzyskania ocen parametrow rozktadu a priori portfelach BL i jego
modyfikacjach wykorzystano zaleznos$¢ liniowa miesigcznych stop zwrotu kaz-
dego z rozwazanych indekséw sektorowych od wskaznika koniunktury danego
sektora w ujeciu miesigcznym. Zrodlem danych stuzacych do oszacowania pa-
rametréw tych modelu byla strona internetowa Gtownego Urzedu Statystyczne-
go (GUS). Uzyskane wyniki analizy empirycznej sa rezultatem zastosowania
procedur programu MATLAB stworzonych na potrzeby niniejszej pracy.

4.2. Wyniki analizy empirycznej

Na rysunku 1 przedstawiono usrednione zrealizowane'® stopy zwrotu anali-
zowanych portfeli oraz ich ryzyko w zaleznosci od maksymalnego dopuszczal-
nego ryzyka dla 1,5-rocznych okreséw estymacji oraz 3-miesigcznych okresow
weryfikacji. Identyczne dla wszystkich portfeli warto§ci maksymalnego dopusz-
czalnego ryzyka portfela pozwalaja na porownywanie portfeli ze wzgledu na
pozostate charakterystyki. W odniesieniu do $rednich stop zwrotu mozna za-
uwazy¢, ze charakterystyki portfeli odpornych (MVE, MCD, BL MVE,
BL _MCD) sa praktycznie niewrazliwe na zmiany dopuszczalnego ryzyka. Ponadto
metoda MVE daje portfele o niskich stopach zwrotu, natomiast MCD — o wysokich.
Wyniki dla portfeli Markowitza oraz klasycznego Blacka—Littermana sg do sie-
bie bardzo podobne. Natomiast w odniesieniu do przecigtnego zrealizowanego
ryzyka wida¢ wyraznie, iz ryzyko portfeli MCD zdecydowanie przekracza ryzy-
ko dopuszczalne, oznaczane linia kropkowana. Portfele MVE cechuja sig z kolei
niskim ryzykiem. Omawiane réznice pomig¢dzy dwiema procedurami odpornymi
wynikaja z faktu, ze procedura MVE daje duze oszacowania macierzy kowa-
riancji oraz $rednich stop zwrotu, natomiast MCD — matle. A wigc metoda MVE

1% Okreslenia ,,zrealizowane” sa uzywane celem zaakcentowania przeprowadzanej respecyfikacji
portfeli w ramach przeprowadzonego procesu ich weryfikacji.
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w omawianym przypadku koncentruje si¢ na prawym ogonie rozktadu, a MCD —
na lewym. Usrednione portfele MVE i MCD daja portfele o najnizszym ryzyku,
co jest konsekwencja duzych réznic pomigdzy portfelami MVE i MCD. Charak-
terystyki portfeli MVE i BL_MVE oraz MCD i BL_MCD praktycznie si¢ po-
krywaja. Wynika to z duzych r6znic w oszacowaniach charakterystyk aktywow
sktadowych pomigdzy metodami MVE oraz MCD, ktorych informacja a priori
nie jest w stanie zniwelowac¢ przy przyjetych wartosciach parametréw. Ponadto
mozna réwniez zauwazyC, iz zrealizowane ryzyko portfeli Markowitza oraz
klasycznych Blacka—Littermana jest bliskie ryzyku dopuszczalnego.
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Rys. 1. Usrednione zrealizowane stopy zwrotu oraz ryzyko portfeli dla 1,5-rocznych
okreséw estymacji i 3-miesigcznych okresow weryfikacji
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W przypadku 1-miesigcznych okresow weryfikacji, dla ktoérych wyniki ze-
stawiono na rysunku 2, powyzsze wnioski pozostaja w catosci aktualne. Podob-
nie, jak dla okres6w 6-miesigcznych, ktore uwzgledniono na rysunku 3.
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Rys. 2. Usrednione zrealizowane stopy zwrotu oraz ryzyko portfeli dla 1,5-rocznych
okresow estymacji i 1-miesigcznych okresow weryfikacji

Na rysunku 4 przedstawiono wyniki dla portfeli konstruowanych na pod-
stawie szeregow 2-letnich. Podobnie jak w przypadku 1,5-rocznych okreséw
estymacyjnych portfele MCD cechuja si¢ wysokimi stopami zwrotu oraz wyso-
kim ryzykiem, czgsto w sposOb znaczacy przekraczajacym poziom dopuszczal-
ny. Natomiast portfele MVE daja niskie stopy zwrotu, ale i wyraznie nizsze
ryzyko. Zwracaja rowniez uwagg bardzo niskie stopy zwrotu klasycznych port-
feli Blacka—Littermana, ktérym towarzyszy rowniez ryzyko wyraznie ponizej
pozioméw dopuszczalnych. Takze w przypadku krotszych okresow estymacji
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klasyczne portfele Blacka—Littermana daja niskie stopy zwrotu. Tym razem
jednak ryzyko portfeli jest relatywnie wysokie, szczegdlnie przy wyzszych war-
tosciach ryzyka dopuszczalnego. Pokazuja to wykresy zestawione na rysunku 5.
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Rys. 3. Usrednione zrealizowane stopy zwrotu oraz ryzyko portfeli dla 1,5-rocznych
okresow estymacji i 6-miesigcznych okresow weryfikacji
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Rys. 4. Usrednione zrealizowane stopy zwrotu oraz ryzyko portfeli dla 2-letnich

okresow estymacji i 3-miesigcznych okresow weryfikacji

Nalezy podkresli¢, ze w omawianym przypadku prawie wszystkie portfele
cechuja si¢ ryzykiem przekraczajacym poziom dopuszczalny. Wyjatkiem sa tu
portfele MVE+MCD dla wyzszych wartosci ryzyka dopuszczalnego.

W ostatnim etapie analizy rozwazano portfele odporne z nizsza wartoscia
punktu zalamania, rowna 0,1. Wyniki te przedstawiono na rysunku 6. Mozna
zauwazy¢, ze rowniez w tym przypadku wnioski odnoszace si¢ do portfeli od-
pornych przedstawione powyzej pozostaja aktualne. Znaczace zmniejszenie
punktu zatamania analizowanych metod w niewielkim stopniu wptyngto na cha-
rakterystyki portfeli uzyskanych na ich podstawie. R6znice pomigdzy oszaco-
waniami sg tym wigksze, im wigkszy jest punkt zatamania estymatora.
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Rys. 5. Usrednione zrealizowane stopy zwrotu oraz ryzyko portfeli dla rocznych
okresow estymacji i 3-miesigcznych okresow weryfikacji
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Podsumowanie

Praca skupia si¢ na implementacji oryginalnego modelu Blacka—Littermana
oraz jego odpornych modyfikacji, polegajacych na zastosowaniu wielowymia-
rowych odpornych estymatorow MVE 1 MCD. Cel pracy realizowano poprzez ana-
lize porownawcza charakterystyk nastgpujacych portfeli: klasyczny portfel Marko-
witza (M) oraz portfele nieklasyczne: oparte na oryginalnym modelu BL (BL) i jego
odpornych modyfikacjach — (BL_MCD), (BL_MVE), jak réwniez portfele odporne,
ktorych charakterystyki sktadowych wyznaczono na podstawie rozwazane estyma-
tory odporne (MVE), (MCD). Dodatkowo, analizowano portfele bedace usrednie-
niem udziatow portfeli odpornych MVE i MCD (MVE+MCD).
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W przypadku portfeli Blacka—Littermana i jego odpornych modyfikacji,
rozktad a priori specyfikowano na podstawie prognoz wykorzystujacych wyniki
badan ankietowych koniunktury. Na podstawie dziennych stop zwrotu z indek-
sow sektorowych GPW obejmujacych lata 2007-2013 analizowano empiryczne
wlasnosci rozwazanych portfeli. Do oceny portfeli konstruowanych réznymi
metodami zastosowano weryfikacje tych portfeli w ujgciu dynamicznym. Pole-
gala ona na ich resprecyfikacjach przy réznych wariantach podokreséw badaw-
czych — 1 miesiac, 3 miesiace oraz 6 miesigcy. Zastosowano rowniez 3 warianty
okresu estymacji: roczny, 1,5-roczny i 2-letni. Analizowane portfele sktadaty si¢
z wybranych indeksow sektorowych WIG.

Wyniki dla procedury MVE zdecydowanie ro6znia si¢ od rezultatow uzy-
skanych przy zastosowaniu MCD. Portfele MVE sa bardzo konserwatywne
(o ryzyku wyraznie nizszym od maksymalnego dopuszczalnego), natomiast
MCD - bardzo agresywne. Ich zrealizowane ryzyko znaczaco przewyzsza ryzy-
ko dopuszczalne. Wynika to z faktu, ze procedura MVE daje duze oszacowania
macierzy kowariancji (wariancji poszczego6lnych aktywow) oraz $rednich stop
zwrotu, natomiast MCD — mate (MVE koncentruje si¢ wigc na prawym ogonie
rozktadu, a MCD — na lewym). Roznica pomigdzy oszacowaniami jest tym
wigksza, im wigkszy jest punkt zalamania estymatora. Jednak nawet przy ni-
skich warto$ciach punktu zatamania charakterystyki portfeli MVE i MCD r6znia
si¢ znaczaco. Roznice pomigdzy portfelami bazujacymi na estymatorach odpor-
nych, a portfelami Blacka—Littermana z estymatorami odpornymi sa bardzo nie-
wielkie. A wigc w tych przypadkach informacja a priori ma bardzo niewielkie
znaczenie. Wynika to z duzych réznic w oszacowaniach charakterystyk aktywow
sktadowych pomigdzy metodami MVE oraz MCD, ktorych informacja a priori nie
jest w stanie zniwelowac przy przyjetych warto$ciach parametrow. Przy duzych
warto$ciach punktu zalamania charakterystyki portfeli odpornych zmieniaja si¢
nieznacznie wraz ze zmianami maksymalnego dopuszczalnego ryzyka. Im niz-
sza warto$¢ punktu zatamania, tym wigksza wrazliwos¢ zrealizowanych charak-
terystyk na warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfeli.
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ROBUST MODYFICATIONS OF BLACK-LITTERMAN MODEL
FOR POLISH CAPITAL MARKET

Summary: The paper discusses Markowitz portfolios where asset characteristics were
estimated with robust MVE and MCD procedures as well as Black—Litterman method
with business tendency survey results employed to specify a priori distributions. Using
daily returns on sector stock indices from Warsaw Stock Exchange spanning the period
2007-2013 empirical performance of the portfolios were examined. It is shown that
MVE portfolios were extremely conservative, whereas MCD — very aggressive regard-
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less of the estimator’s breakdown points. Incorporating additional a priori knowledge
hardly affected the results. Additionally it is documented that including data from the
business tendency surveys may improve the portfolio characteristics provided sufficient-
ly long time series are used to forecast the asset returns.3

Keywords: Black-Litterman portfolio, robust estimator MVE, robust estimator MCD,
a priori distribution of expert’s views, a posteriori distribution.



