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DYSKONTOWANIE POD WPLYWEM AWERSJI
DO RYZYKA — PROBA UOGOLNIENIA

Streszczenie: Glownym celem artykutu jest kontynuacja badan nad wptywem awersji do
ryzyka na warto$¢ biezaca. Niniejsze rozwazania sg uogoélnione do przypadku, gdy miara
awersji do ryzyka zalezy rownocze$nie od momentu i wartosci przeptywu finansowego.
Z ogdlnej definicji wartosci biezacej zostal wyprowadzony warunek ograniczajacy zmien-
no$¢ stosowanej miary awersji do ryzyka. Rozwazania te uzupeliono o dwa aksjomaty
okreslajagce miar¢ awersji do ryzyka jako monotoniczng funkcj¢ momentu i wartosci prze-
pltywu finansowego. Ponadto pokazano, ze w przypadku braku awersji do ryzyka definio-
wana warto$¢ biezaca spetnia warunki natozone przez definicje Peccatiego.

Stowa kluczowe: warto$¢ biezaca, awersja do ryzyka, liniowe dyskonto.

Wprowadzenie

Warto$¢ terazniejszego ekwiwalentu ptatnosci dostgpnej w ustalonym mo-
mencie nazywamy wartoscig biezacg (w skrocie PV) tej ptatnosci. W arytmetyce
finansowej PV jest stosowana jako funkcja dyskontujaca wykorzystywana do
dynamicznej oceny wartosci pienigdza. Punktem wyjscia do rozwoju arytmetyki
finansowej byla teoria procentu [Chrzan, 2001]. Dalszy rozwdj teoretycznych
podstaw arytmetyki finansowej zaowocowal sformutowaniem przez Peccatiego
[1972] aksjomatycznych podstaw arytmetyki finansowej. Peccati zdefiniowat
PV jako addytywna funkcje wartosci platnosci. Teoria ta bylta intensywnie roz-
wijana w minionych latach, czego obraz mozna znalez¢ w pracach: Piasecki
[2007]; Janssen, Manc [2009]; Piasecki, Ronka-Chmielowiec [2011]. Wykazy-
wano tam migdzy innymi, ze dowolna PV spehiajaca warunki definicji Pecca-
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tiego jest liniowym dyskontem, to jest mozna ja przedstawi¢ jako iloczyn warto-
sci dyskontowanej ptatnosci i czynnika dyskontujacego zaleznego jedynie od
terminu odroczenia ptatnosci. Oznacza to, ze w modelach tych pominigto pro-
blem zaleznos$ci PV od interakcji warto$ci i terminu odroczenia ptatnosci. Okre-
$lenie PV jako liniowej funkcji wartosci ptatnosci wykluczylo tez mozliwosé
ujawnienia si¢ efektu oddzialywania pierwszego prawa Gossena. W ogdlnym
przypadku kazde z tych zastrzezen jest jednak sprzeczne z praktyka finansow.
Z drugiej strony wiadomo, ze dowolne liniowe dyskonto spetnia warunki definicji
Peccatiego. Z tego powodu definicja Peccatiego zostata uogélniona przez Piasec-
kiego [2012], gdzie uogolniona PV zostata zdefiniowana jako uzytecznos$¢ porow-
nania wielokryterialnego okreslonego przez preferencje terminowe i wartoSciowe.

W innej pracy Piasecki [2015a] wykazal, ze istnieje taka uogoélniona PV,
ktora nie jest liniowym dyskontem. Rozwazono tam PV zdefiniowang jako
funkcje o stalej awersji do ryzyka straty. Zaktadano dodatkowo, Ze miara awersji
do ryzyka jest niemalejaca funkcja ciggla terminu ptatnosci. Uzyskano w ten
sposob nieliniowe dyskonto w postaci w pelni uzasadnionej przez przestanki
ekonomiczne.

Podobne badania przeprowadzono w pracach Piaseckiego [2015b, 2015c¢],
gdzie rozwazono PV zdefiniowang jako funkcj¢ o statej awersji do ryzyka ter-
minowego. Zakladano dodatkowo, ze miara awersji do ryzyka jest niemalejaca
funkcja ciggla wartosci dyskontowanej naleznosci.

Glownym celem tego artykulu bedzie uogolnienie wynikow uzyskanych
w pracy Piaseckiego [2015a] do przypadku, gdy miara awersji do ryzyka jest
rownocze$nie zalezna od dyskontowanej wartos$ci i od terminu platnosci. Pozo-
stanie tutaj w mocy zatozenie, iz miara awersji do ryzyka jest niemalejacg funk-
cjg zarowno terminu wymagalnosci, jak 1 warto$ci naleznosci.

1. Wartos$¢ biezaca — ujecie aksjomatyczne

Kazdg dostepna w okreslonym momencie ptatno$¢ mozemy opisac jako stru-
mien finansowy. Niech bedzie dany zbior momentéw czasowych {0} € © € R{.
W szczegodlnym przypadku moze to by¢ zbior momentow kapitalizacji lub nieu-
jemna poélprosta czasu. Kazdy strumien finansowy jest opisany przez parg
(t,C) € ® =0 X R, gdzie t € O oznacza moment przeptywu strumienia, nato-
miast C € R opisuje warto$§¢ nominalng tego przeptywu. Zbior @ nazywamy
zbiorem platno$ci. Dodatkowo za pomocg symboli @+ = 0 X R* i ®f = 0 X R{
wyrozniamy odpowiednio zbidr wszystkich naleznosci i zbior nieujemnych ptat-
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nosci. Peccati [1972] zdefiniowatl PV jako dowolng funkcj¢ PV: ® — R speknia-
jaca warunki:

Yeer: PV(0,C) = C, (1
Y (t,.0) (00t t1 >ty = PV (8, C) < PV (¢, €), (2)
v(t,Cl),(t,Cz)ECD: PV(t, Cl + Cz) = PV(t, Cl) + PV(t, Cz) (3)

Kazda PV spehiajaca warunki (1), (2) i (3) mozna przedstawi¢ za pomoca toz-
samosci:

PV (t,C) = C-v(t), €))
gdzie czynnik dyskontujacy v: @ — [0; 1] jest okreslony za pomoca zaleznosci:
v(t) = PV(t,1). (5)

Oznacza to, ze dowolna PV w ujeciu definicji Peccatiego jest liniowym dyskon-
tem. Z drugiej strony kazde liniowe dyskonto spetnia warunki (1), (2) i (3) defi-
nicji Peccatiego. Stad kazda PV w ujeciu definicji Peccatiego bedziemy dalej
nazywac liniowym dyskontem.

Na gruncie teorii procentu mozna si¢ jedynie spotka¢ z wyktadniczymi
czynnikami dyskontujgcymi. Z drugiej strony wiele roznych rodzajow czynni-
kéw dyskontujacych zostalo okreslonych w trakcie badan behawioralnych
aspektow dynamicznej oceny pienigdza. Wielowatkowe wyniki badan na temat
czynnikdw dyskontujacych zostaly omoéwione kompetentnie w Doyle [2013].
Wskazano tam mig¢dzy innymi na fakt, ze wszystkie omawiane modele sg szcze-
golnymi przypadkami liniowego dyskonta.

W pracy Piaseckiego [2012] wykazano, ze przy okreslonych warunkach
brzegowych uzytecznos¢ strumienia finansowego jest rowna jego PV. Pozwolito
to na zdefiniowanie PV jako dowolnej funkcji PV: ® — R spetniajacej warunki
(1), 2)1:

Vt.ctc)ed: C1 > €, = PV(t,Cy) > PV(t,Cy). (6)
Vt.c)ew: PV(t,—C) = =PV (t,C). (7)

Powyzsza definicja PV jest uogélnieniem definicji Peccatiego. Z tego powodu
w tym artykule bedziemy ja nazywaé uogolniona PV. Zauwazmy, ze dzigki (7)
mamy:

Vico: PV(t,0) = 0. (8)

Wszystkie dalsze rozwazania zostang poswigcone uogoélnionej PV. W pracach
Piaseckiego [2015a, 2015b, 2015¢] pokazano przyktady takich PV, ktore nie sa
liniowymi dyskontami. Przebieg zmiennosci kazdej z tych PV byl dobrze uza-
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sadniony za pomocg przestanek ekonomicznych. Kazda PV niebedaca liniowym
dyskontem bedzie tez nazywana dyskontem nieliniowym.
Identyfikacja PV z uzyteczno$cig strumienia finansowego pozwala na roz-
wazanie pierwszego prawa Gossena [Begg i in., 2007]:
Y(tcotc)edt Vaelo]?
a-PV(t,C) + (1 —a)PV(t,C,) < PV(t,aC, + (1 —a)C,) 9
jako dodatkowego warunku natozonego na PV. Zatozenie to jest dobrze uzasad-
nione przez teori¢ i praktyke ekonomiczng. W ten sposéb PV staje si¢ wklesla
funkcja kapitatu. O inwestorze uwzgledniajagcym warunek (9) moéwimy, ze
ujawnia awersje do ryzyka straty. Awersja ta ujawni si¢ dla kazdej pary nieu-
jemnych platnosci (¢, K), (t, K,) € @ takiej, ze spelniony jest warunek:
vae[o;l]: a- PV(t, Kl) + (1 - a)PV(t, Kz) < PV(t, OCKl + (1 - a)Kz). (10)
Zasieg ujawniania si¢ tej awersji jest jednak ograniczony, gdyz z warunku (1)
otrzymujemy:
Veicert Vaelo):
a-PV(0,C)+ (1 —a)PV(0,Cy) = PV(0,aly + (1 — a)Cy). (11)
Zauwazmy tez, ze zgodnie z (4), dla dowolnego t € 0O, kazde liniowe dys-
konto PV (t,"): R — R ma cigglte pochodne czastkowe:
0%pv

’ OPV . "
PVC:%lPVC :W. (12)

Warunek ciaglosci pochodnych wykorzystamy jako dodatkowy warunek ograni-
czajacy natozony na uogoélniong PV.

2. Wartos$¢ biezaca a awersja do ryzyka

Punktem wyjscia naszych rozwazan bedzie liniowa przestrzen finansowa
(®,PV), gdzie liniowe dyskonto PV:®d — R jest okre§lone za pomocg tozsa-
mosci:

PV(t,C) = C-v(t). (13)

Przedmiotem niniejszych rozwazan bgdzie natomiast dowolna uogoélniona wartos¢
biezaca PV:® — R spehiajaca dodatkowo pierwsze prawo Gossena (9). Be-
dziemy zaktada¢, ze wyrdznione powyzej dyskonto liniowe stanowi dla rozwazanej
PV wzorzec dyskontowania jednostki kapitatu. Zatem mozemy zapisa¢ warunek:

PV(t,1) = PV(¢, 1). (14)
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Z drugiej strony mamy tutaj takze, ze PV:® — Rjest liniowym dyskontem
wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony warunek:
Yitcotcedd Yaelo]

a PV, C)+ (A —-a)PV(tC) =PVt al, + (1 —a)Cy). (15)
Oznacza to, ze postugiwanie si¢ liniowym dyskontem jest rownowazne z zato-
zeniem braku awersji do ryzyka straty. Wynika stad, ze zastgpienie liniowego
dyskonta przez nieliniowe ujawnia awersje do ryzyka straty. Dla PV:® — R
awersje te oceniamy za pomocg miary awersji do ryzyka a: ®} — R} [Pratt,
1964; Arrow, 1971] danej za pomoca tozsamosci:

PVA(£,C)

a(t,C) = PVAEC) (16)
Zauwazmy, ze dzigki (11) mamy tutaj:
VCER+: (X(O, C) = 0 (17)

Oznacza to, ze przyjecie klasycznego zalozenia o statej warto$ci miary awersji do
ryzyka straty — w przypadku uogoélnionej PV — jest rOwnowazne przyjeciu zatoze-
nia o braku awersji do tego ryzyka. Jedynymi uog6lnionymi PV wolnymi od
awersji do ryzyka straty sg liniowe dyskonta. W ten sposob wykazali$my, Ze nieli-
niowe dyskonta charakteryzuja si¢ zmienng warto$ciag miary awersji do ryzyka.

Ponadto przypuszczamy, ze awersja do ryzyka moze narasta¢ wraz z opoz-
nianiem si¢ terminu wymagalno$ci naleznos$ci. Zatozenie to zostato juz zastoso-
wane [Piasecki, 2015a]. Formalnym odzwierciedleniem tego przypuszczenia jest
przyjecie zatozenia, ze miara awersji do ryzyka jest niemalejacg funkcjg terminu
wymagalnosci naleznosci.

Zasadne tez wydaje si¢ przypuszczenie, ze awersja do ryzyka moze narastac
wraz ze wzrostem wartosci dyskontowanej naleznos$ci. Zatozenie to zostato juz
zastosowane [Piasecki, 2015b, 2015c]. Formalnym odzwierciedleniem tego
przypuszczenia jest przyjecie zatozenia, ze miara awersji do ryzyka jest niero-
sngcg funkcja wartosci dyskontowanej ptatnosci.

Zbadajmy teraz wptyw awersji do ryzyka na przebieg zmienno$ci uogolnio-
nej PV. Niech bedzie dana miara awersji do ryzyka a: ®§ — R spehiajaca do-
datkowo warunek (17). Rozwigzaniem ogdlnym zagadnienia (16) jest wtedy catka:

PV(t,C) = A(t) - [ exp{~ [ a(t,x)dx}dy + B(t) (18)
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okre$lona dla dowolnej pary (t,C) € @F. Bezposrednio z (8) dla dowolnego
t € 0 otrzymujemy B(t) = 0, co prowadzi do:

PV(t,C) = A(t) - foc exp{— foy a(t,x)dx}dy. (19)

Dzigki zaleznosciom (4) i (14) mozemy w przebiegu zmiennosci wyznaczanej PV
uwzgledni¢ wlasciwosci zastanej liniowej przestrzeni finansowej. Mamy tutaj:

v(t) = PV(t,1) = PV(t,1) = A(®) - f, exp{~ [ a(t, x)dx}dy,  (20)
co ostatecznie pozwala wyznaczy¢ PV: ®f — R za pomocg tozsamoSci:

foc exp{— foy a(t,x)dx}dy
T

P =v()- '
VO = v Pty

e2y)

Okreslona powyzej PV spelnia bez watpienia warunki (1) i (6) uogoélnionej defi-
nicji PV. Stosujac warunek (7) tej definicji, mozemy powyzsze okreslenie PV
rozszerzy¢, gdyz dzigki elementarnym wlasciwosciom catki oznaczonej takze
funkcja PV:® — R jest okreslona za pomocg tozsamosci (21).

Dla klasycznego przypadku:

a(t,C) = a(t), (22)

kiedy awersja od ryzyka jest niezalezna od wartosci dyskontowanej ptatnosci,
PV tej ptatnos$ci mozna przedstawié nastgpujaco:

_ £@(0).(1—g-aleICl)
PV(t,C) = {Slgn(C) - v(t)- T R t>0 ) (23)
Ct=0

Stosujac elementarne metody rachunku rézniczkowego, mozna tutaj wykazac, ze
spetnienie warunku (2) definicji PV jest konsekwencja przyjecia zatozenia, ze
miara awersji do ryzyka jest niemalejaca funkcja terminu odroczenia ptatnosci.
Korzystajac z tego wyniku oraz z twierdzenia o wartosci sredniej [Fichtenholz,
1972, t. 11, s. 97-98], mozemy wykazaé, ze takze w ogolnym przypadku warunek
,miara awersji do ryzyka jest niemalejaca funkcja terminu odroczenia ptatnosci”
jest warunkiem dostatecznym dla warunku (2).

Otwarty pozostaje tutaj problem, jakie warunki sa konieczne do tego, aby
byt spelniony warunek definicyjny (2).

Podsumowanie

Wyznaczona powyzej PV jest nieliniowym dyskontem zdeterminowanym
przez awersje do ryzyka. Przebieg zmienno$ci uzyskanej funkcji PV (-,) zalezy
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jedynie od przebiegow zmienno$ci miary awersji do ryzyka i zalozonego czyn-
nika dyskontujacego. Kazda z tych charakterystyk stanowi element opisu $ro-
dowiska ekonomicznego. W tej sytuacji stwierdzamy, ze przebieg zmiennos$ci
PV zdefiniowanej za pomoca (21) jest uzasadniony w petni przestankami eko-
nomicznymi. O wiasno$ciach miary awersji do ryzyka przyjelismy jedynie zato-
zenia wskazane we wprowadzeniu, to jest stabsze niz zatoZenia przyjete w pracy
Piaseckiego [2015a]. Zostato pominigte zatozenie gloszace, ze wzrost wartosci
dyskontowanej nalezno$ci nie wptywa na awersj¢ do ryzyka. Nastgpnie zalez-
no$¢ (21) zastosowano do wyznaczenia PV przy zatozeniach przyjetych w Pia-
secki [2015ba] i uzyskano zaleznos$¢ (23) bedaca catka ogdlna rézniczkowego
zagadnienia poczatkowego zapisanego w cytowanej pracy. Wszystko to pokazu-
je, ze zostat zrealizowany gléwny cel badawczy niniejszego artykutu.

Przeprowadzone powyzej rozumowanie stanowi swoisty dowod tezy, ze
ujawnienie si¢ awersji do ryzyka jest warunkiem koniecznym do tego, aby dys-
konto bylo nieliniowe.

Czynnik dyskontujacy jest przyktadem czynnika fundamentalnego oceny.
Awersja do ryzyka reprezentuje czynniki behawioralne oceny finansowej. Prze-
prowadzone tu badania dowodza, ze mozna wyznacza¢ PV, kierujac si¢ interak-
cja czynnikdéw behawioralnych i fundamentalnych.

W artykule zaproponowano dwa zatozenia o monotoniczno$ci miary awer-
sji do ryzyka. Podstawa przyjecia tych zatozen byly ujawnione tam przypusz-
czenia. Nie jest to jednak wystarczajaca podstawa do prowadzenia wiarygod-
nych badan. Z tej przyczyny jednym z koniecznych krokéw dalszych badan
powinna by¢ obszerna kwerenda literaturowa w obszarze finanséw behawioral-
nych. Przedmiotem tych poszukiwan powinny by¢ prace zawierajace wyniki
potwierdzajace lub zaprzeczajace przyjetym zatozeniom o monotoniczno$ci
miary awersji do ryzyka.

Z punktu widzenia potrzeb finansow nazbyt wysoka jest ztozonos¢ matema-
tyczna zalezno$ci (21) opisujaca PV w przypadku og6lnym. Stad konieczne staje
si¢ zbieranie informacji o mozliwych przypadkach szczegolnych. Na pewno
istotnym zrodlem tych informacji bedzie kolekcja czynnikéw dyskontujacych
przedstawionych w Doyle [2013]. Dla kazdego z tych przypadkow bedzie mozna
wyprowadzi¢ prosta zalezno$¢ opisujaca PV, tak jak to juz uczyniono w przy-
padku zaleznosci (23).
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DISCOUNTING UNDER THE IMPACT OF RISK AVERSION
— AN ATTEMPT TO GENERALIZATION

Summary: The main goal of this work is the continuation of studies on the risk aversion
impact on present value. Our considerations are generalized here to the case where the
risk aversion measure depends on the timing and value of cash flow at the same time.
Constraint of volatility of applied risk aversion measure has been implied from the
general definition of the present value. These considerations are supplemented by two
axioms which are determining risk aversion measure, as a monotonic function of time
and value of cash flow. Furthermore, it is shown that in the absence of risk aversion
defined present value fulfills the conditions imposed by the Peccati’s definition.

Keywords: present value, risk aversion, linear discount.



