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MIARY ZALEZNOSCI
OPARTE NA KOPULACH

Streszczenie: Celem artykulu jest przedstawienie miar zalezno$ci opartych na kopulach.
Omowione zostaly nastepujace miary: tau Kendalla, tho Spearmana, sigma Schweizera
i Wolffa oraz gamma Giniego. Przedstawiono tez ogdlne aksjomaty miar zgodnoSci
1 zaleznosci.

Stowa kluczowe: kopula, miara zalezno$ci, miara zgodno$ci.

Wprowadzenie

Funkcja tacznikowa, inaczej kopula, nazywamy dowolng funkcje C:
[0, 1]* — [0, 1] spetniajaca nastepujace warunki:
Clx, 0)=C0,»)=0,Cx, )=x, C(1, )=y (D
dlax, y € [0, 1] oraz:

C(x2, y2) = Clxz, y1) = Clxy, y2) + Cx1, y1) 20 (2)

dla wszystkich xi, y1, x,, ¥» € [0, 1] takich, ze x; <x; 1 y; <y».

Pojecie kopuli (ang. copula) pierwszy raz pojawito si¢ w pracy Sklara
[1959, s. 229-231]. Wykazat on, ze dla kazdej pary zmiennych losowych Xj, X,
okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej, o dystrybuantach F; i F,
odpowiednio, istnieje funkcja tacznikowa C taka, ze:

Fia(x, x2) = C(F1(x1), Fa(x2)), (3)

gdzie |, oznacza dystrybuante wektora losowego (X;,X;). Funkcja C jest okre-
slona jednoznacznie na zbiorze R XR,, gdzie R, i R, oznaczajg zbidr wartosci
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dystrybuant £ 1 F, odpowiednio. W szczeg6lnosci dla zmiennych losowych o roz-
ktadzie ciagglym funkcja C w powyzszym twierdzeniu jest wyznaczona jedno-
znacznie. Z drugiej strony dla danej funkcji tacznikowej C istniejg zmienne losowe
o wspolnym rozkladzie zadanym funkcja C.

Do podstawowych kopuli zaliczamy funkcje:

(x, y) = xy,
ktéra odpowiada parze niezaleznych zmiennych losowych X'i ¥, oraz funkcje:
M(x, y) = min/x, y/,
W(x, y)=max{x+y— 1, 0},

ktore odpowiadajg parze zmiennych losowych X i Y takich, ze Y jest prawie na
pewno deterministyczng funkcja X, silnie rosnacg w przypadku kopuli M i silnie
malejgcg w przypadku kopuli .

Kopule Wi M sa tez nazywane granicami Frecheta-Hoeffdinga, poniewaz
dla dowolnej kopuli C i wszystkich (u, v) € I zachodzi nierdéwno$¢:

W(u, v) < C(u, v) <M(u, v), “4)

gdzie I’ = [0, 1]* oznacza kwadrat jednostkowy.

Badanie stopnia zalezno$ci zmiennych losowych to od dawna domena sta-
tystyki. Wiele miar zalezno$ci zmiennych losowych jest niezmienniczych ze
wzgledu na skale. Analogiczng wlasnos¢ posiadajg kopule, mianowicie jezeli a.i 3
sg $cisle rosnagcymi funkcjami, a X i ¥ zmiennymi losowymi, to kopula X1 Y jest
taka sama, jak kopula o (X) 1 B (¥), tzn.:

Cow, pr) = Cxr.

Oznacza to, ze te miary zalezno$ci, ktdre sg niezmiennicze ze wzglgdu na
$cisle rosnace transformacje zmiennych losowych, moga by¢ wyrazone za po-
moca kopul.

Miary zaleznos$ci i zgodno$ci oparte na kopulach znalazty zastosowanie
miedzy innymi przy konstrukcji narzgdzi do zarzadzania ryzykiem w finansach
i ubezpieczeniach [Denuit i in., 2005; Cherubini, Luciano i Vecchiato, 2004;
Cherubini, Della Lunga, 2007].

Celem opracowania jest przedstawienie wybranych miar zaleznos$ci zdefi-
niowanych za pomoca kopul.
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1. Miara tau Kendalla

Zalozmy, ze (x;, y;) oraz (x; y;) sa dwiema niezaleznymi obserwacjami wek-
tora losowego (X,Y) o ciaglych rozktadach brzegowych. Obserwacje (x;, ;) oraz
(7, ¥;) sa zgodne, jezeli x; < x;1y; < y; lub x; > x;1; > y; . Podobnie obserwacje
(x; y;) oraz (x;, y;) sa niezgodne, jezeli x; < x;1y; > y; lubx; > x;1y; <y .

Mozna zatem powiedzie¢, ze obserwacje wektora (X,Y) sg zgodne, gdy ob-
serwowanemu wzrostowi X towarzyszy wzrost Y, natomiast niezgodne w przeciw-
nym wypadku. Powyzsza definicje mozna tez sformutowac w nastgpujacej postaci:

Definicja 1. Dwie niezalezne obserwacje (x,;) i (x;y;) wektora losowego (X, Y)
o cigglych rozktadach brzegowych sq zgodne, gdy (x; — x;)(vi — y;) > 0, oraz
niezgodne, gdy (x; — x;))(y: — ;) <O0.

Pojecie zgodnych i niezgodnych obserwacji pozwala definiowac¢ statystyczne
miary zgodnosci. Jedna z nich jest liczba tau Kendalla. Niech (x, y1), (2, 12),-+e(X0 V1)
bedzie losowa proba z rozktadu (X, Y). Daje to nam n(rn—1)/2 réznych par obserwa-
cji wektora (X, Y). Oznaczmy przez c ilo$¢ par obserwacji zgodnych, a przez d ilos¢
par obserwacji niezgodnych. Liczbe tau definiujemy wzorem:

e —d B Ne—d) (5)

e+d nln—1)

Probabilistycznym odpowiednikiem liczby 7 jest miara 7 zdefiniowana w poniz-
szy sposob:

Definicja 2. Zatozmy, ze X i Y sq zmiennymi losowymi o rozkiadzie cigglym. Niech
(X1, ) oraz (X, Y») bedq niezaleznymi wektorami losowymi o tym samym rozkla-
dzie, co (X, Y). Miare zgodnosci tau zmiennych losowych X i Y definiujemy jako
roznice prawdopodobienstw zgodnosci i niezgodnosci wektorow losowych (X;, 1))
i(Xo, 12), tzn. txy= P[(X; — Xo)(Y1 — Y2) > 0] — P[(X; — Xp)(Y1 — T2) <O]. (6)

Pokazemy teraz, ze miarg tau Kendalla mozna zdefiniowaé w jezyku kopul.
W tym celu wprowadzimy najpierw pojecie funkcji zgodnosci Q zdefiniowana
jako réznice prawdopodobienstw zgodnosci i niezgodno$ci wektorow losowych
(X1, Y1) 1 (X5, Y2) o tych samych, cigglych rozkladach brzegowych z dystrybuan-
tami F'i G, ale niekoniecznie identycznymi rozktadami facznymi, z dwuwymia-
rowymi dystrybuantami H, i H, odpowiednio.

Definicja 3. Zatozmy, ze (X, Y1) i (Xa, Y2) sq niezaleznymi wektorami losowymi
z kopulami C, i C, odpowiednio. Zatozmy ponadto, ze zmienne losowe X, i X,
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majq rozktady ciggle z tq samq dystrybuantg F, a Y, i Y, majq rozkiady ciggte
z tq samq dystrybuantq G. Funkcje zgodnosci Q definiujemy wzorem:

0=0(C,G) = P[(X1 — X)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X: — Xp)(Y1 — Y2) < 0]. (7)

Uwaga. Przy oznaczeniach z powyzszej definicji, je§li oznaczymy przez H; dys-
trybuante rozktadu tgcznego wektora losowego (X, Y;), i =1, 2, to:

Hi(x, y) = C(F(x),G()), i=1, 2

dla wszystkich (x, y) € R%

W pierwszej kolejnosci pokazemy, ze warto$¢ funkcji zgodnosci O fak-
tycznie zalezy od kopul C i C,, a nie zalezy od rozkladéw brzegowych F'i G.
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Przy zalozeniach definicji 3 zachodzi nastepujgcy wzor:
0(Cy.Cy) = 4 [ Cou, v)dCy (u, v) — 1, )
J Ji2

gdzie I* = [0, 11 oznacza kwadrat jednostkowy.
Dowod: Poniewaz rozwazane zmienne losowe sg ciagle, zatem:
P[(Xi — Xo)(Y) — Vo) <0]=1- P[(X; — Xo)(Y, — Y,) > 0],
a stad :
O=2P[(Xi —Xo)(Y1 — Y)> 0] — 1. 9
Zauwazmy, 7¢ :

Pl[(Xi = Xo) (Y1 — Y2) > 0] = P[X, > X5, Y1 > ] + PLX, < X5, Y1 < T,
oraZP[X1 >X2, Y] > Yz]:P[X2<Xl, Y2< Y]]:

= / PX2 €z, Y2 < yldHi(z,y) =
J JR?
= / - Ha(z,y)dH, (z,y) =
=/ Ca(F(x),G(y))dC1(F(x), G(y)),
J JR2

co po podstawieniu u = F(x) i v = G(y) daje wzor:

P(X; — X3)(Y; — Ys) > 0] / / Cy(u,v) dCy(u,v).
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Analogicznie:

rx1<x}n<11=/' P[X3 >z, Ys > y] dCy(F(z), G(y)) =
. B2

= [[_‘[1 — F(z)— Gly) + Ha(z,y))dHy(z,y) =

e f.!r 1 Efat _ et N \ Fadi Wy A T ) P
= ! Jf |4 Iy iy ™ v T, rirjre IWEVE i) =
J JR2

= /-[I'l —u— v+ Co(u,v))dCi(u,v) =
J JI2

=1=-05-0,5+ / Ca(u, v)dCy(u,v),
J Ji2
co lacznie z poprzednimi wzorami daje teze twierdzenia.
Zauwazmy, ze bezposrednio z definicji 3 wynika ponizszy wniosek:
Whiosek 5. Funkcja zgodnosci Q jest symetryczna, tzn. Q(C,,C,) = O(C,,Cy).  (10)
Pokazemy teraz, ze Q jest rosngca. Zaczniemy od nastgpujacej definicji:

Definicja 6. Kopula C, nie przekracza kopuli C,, tzn. C, < C, wtedy i tylko wtedy,
gdy:

Ci(u, v) £ Cy(u, v)
dla wszystkich (u, v) € I.

Mozemy teraz sformutowaé wniosek:

Whiosek 7. Funkcja zgodnosci Q jest rosngca, tzn. jezeli Cy < Coraz C, < Ch, to:

0(C1,Cy) <O(C',Cy).

Dowdd: Zauwazmy, ze z symetrii Q (wniosek 5) oraz wzoru (8) wynika, ze:

/[ Co(u,v)dCy(u,v) = [[ Cy(u,v) dCylu, v). an
J 2 S

Korzystajac z powyzszego faktu oraz monotonicznosci catki, otrzymujemy:

Q(C‘-~f'2!=4ff de{";—la-if/ C5dCy — 1=
12 2
- /[ C1dCy - 1<4 ff C} dCy — 1= Q(C},Ch).



Miary zaleznosci oparte na kopulach 27

Przyklad 1. Wyznaczymy wartosci funkeji zgodnosci Q dla kopul M, Wi I1. Sko-
rzystamy z faktu, ze miary generowane przez M i W sa rozlozone jednostajnie na
odpowiednich przekatnych kwadratu jednostkowego I°, a miara generowana przez
I1 ma rozktad jednostajny na catym kwadracie jednostkowym I*. Mamy:

1
QM, M) =4 [/ M(w,v)dM(u,v)—1=4 [ udu—1=1,
J J? J0

1
QM. 1I) =4 [/ M{u,v)dM(u,v) — 1= 4/ w?du—1= %
J J12 0
1

QM, W) =14 [f Wiw,v)dM(u,v)—1=4f (2u—1)du—1=0,
J Jr2 Jos

1
QIW,W)=4 // Wiw,v)dW(u,v)—1=4 [ Ddu—1=-1,
J J? Jo

1
Q(W,T1) = 4 [f T(u, v) dW (u,v) — 1 =4[ w(l—u)du—1= —%.
. I2 J0

QI 1I) = 4 [ M{u,v)dll{u,v) — 1= 4]/ wvdudy — 1 = 0.
J JT2 J12

Wracajac do miary zgodnosci tau, z przedstawionych rozwazan wynika nastgpu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 8. Zalozmy, ze X i Y sq cigglymi zmiennymi losowymi z rozktadem
tgcznym zadanym kopula C. Wowczas ich miara zgodnosci tau wyraza si¢ wzorem:

vy =Tc=Q(C,C) =4 [[ C(u,v)dC(u,v) — 1. (12)
J Ji?

Z poprzedniego przyktadu wynika, ze:
TM:L THZO, TW:_I.

W szczegdlnoscei dla pary niezaleznych zmiennych losowych X i Y miara tau
wynosi 0. W przypadku gdy Y jest silnie rosngca, deterministyczng funkcja X,
miara tau przyjmuje wartos¢ 1, a w sytuacji gdy Y jest silnie malejaca, determi-
nistyczng funkcjg X, miara tau przyjmuje warto$¢ —1.

Kopule W i M sa odpowiednio dolng i gorng granica Frecheta-Hoefdinga (4),
zatem dla dowolnej kopuli C zachodza relacje W < C < M. Z monotoniczno$ci
funkcji zgodnos$ci QO otrzymujemy:

Ty <Tc STy,

co daje nastgpujacy wniosek:
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Whiosek 9. Dla dowolnej kopuli C zachodzi:
-1 <7<
Wazna klase kopul stanowig kopule archimedesowe. Sa one migdzy innymi

wykorzystywane do analizy zaleznego ryzyka ubezpieczeniowego [Kulpa,
2011]. Wprowadzmy najpierw pojecie funkcji catkowicie monotoniczne;j.

Definicja 10. Funkcje ¢(f) nazywamy calkowicie monotoniczng na przedziale J— R,
jezeli jest ona ciggla i nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna oraz jej kolejne
pochodne sq przeciwnych znakow, tzn. spetniajq warunek:

d*
(—1 :,1--._J‘_‘__'-:f] =10

dla wszystkichteint J, k=0, 1,2, .. ..
Mozemy teraz zdefiniowac kopulg archimedesowa.

Definicja 11. Niech ¢: (0, 1] — [0,00) bedzie funkcjg catkowicie monotoniczng
spetniajgcq warunek (1) = 0 i niech funkcja C, [0, 1]" —[0, 1] bedzie zadana
wzorem:

Co (tr, s, -« un) = (9 ) + 9 (o) +. ..+ (up).
Funkcje C, nazywamy kopula archimedesowa z generatorem ¢.

W przypadku kopul archimedesowych miare zalezno$ci tau mozna wyznaczy¢
korzystajac z ponizszego twierdzenia [Nelsen, 1999].

Twierdzenie 12. Zatozmy, ze X i Y sq cigglymi zmiennymi losowymi z rozktadem
wspolnym zadanym kopulg archimedesowq C z generatorem ¢. Wowczas miara
zaleznosci tau dla tych zmiennych losowych zadana jest wzorem:

L o

0 ¢

t)
Tm=1+4 IJ1rH. (13)

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, wyznaczymy warto$¢ miary tau dla
wybranych rodzin kopul archimedesowych.

Przyklad 2. (Rodzina Claytona) Niech ¢y (7) = ¢’ —1 dla pewnego 0 > 0. Wow-
czas ¢y ()= —01¢ V]
f!

10+l g
9 : —_—ilf = —.
Ti 1 4 ij ] i 0+ 0
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Przyklad 3. (Rodzina Gumbela) Niech ¢, (f) = (—In #)’ dla pewnego 6 > 1.

Wowczas:
(—Imt)® -

o \ —
Poll) = 0 Ry 1

Lilnt f— 1
i ]. T I/ f“ .
J0 t t

2. Miara rho Spearmana

Innym przyktadem miary zgodnosci bazujacej na pojeciu prawdopodobien-
stwa zgodnosci i1 niezgodnosci obserwacji jest miara tho Spearmana. Zaczniemy
od przedstawienia definicji tej miary:

Definicja 13. Zalozmy, ze Xi Y sq zmiennymi losowymi o rozktadzie cigglym. Niech
X1, 1), (X, Yo) oraz (X;,Y3) bedg niezaleznymi wektorami losowymi o tym samym
rozktadzie, co (X)Y). Miare zgodnosci rho zmiennych losowych X i Y definiujemy

Jjako roznice prawdopodobienstw zgodnosci i niezgodnosci wektorow losowych
(X], Yl) i (Xz, Y}), zn.:

pxy=3(P[(Xi — Xo)(Y1 — Y3) > 0] — P[(X) — Xo) (Y1 — ¥3) <0]).  (14)
W powyzszej definicji, ze wzgledu na symetri¢, mozemy zastgpi¢ wektor
(X2, Y3) przez wektor (X;, 13), uzyskujac rownowazna definicje:
pxy=3(P[(Xi — X3)(Y) — T2) > 0] — P[(X; — X3)(Y1 — Y) < 0]).
Réznica w nawiasie po prawej stronie w réwnaniu (14) to rdéznica prawdo-
podobienstw zgodnosci i niezgodnosci dla wektoréow losowych (X;, Y1) 1 (X5, Ya).
Zgodnie z definicja zmienne losowe X, i Y; sg niezalezne, zatem kopula wektora

(X2, Y3) to I1. Jezeli kopule wektora (X, Y) (a zatem i (X}, Y;)) oznaczymy przez C,
to otrzymujemy natychmiastowy wniosek:

Whiosek 14. Zalozmy, ze X i Y sq cigglymi zmiennymi losowymi z kopulg C.
Woéwczas miara rho Spearmana wyraza sie wzorem:

fxy = pc =3Q(C.1I). (15)
Biorac pod uwage wzor (8) z twierdzenia 4, otrzymujemy kolejny wniosek:

Whiosek 15. Zalozmy, ze X i Y sq cigglymi zmiennymi losowymi z kopulg C.
Wowczas miara rho Spearmana wyraza sie wzorem:

Xy = pc = ]'fjjq Clu,v)dudv— 3, (16)
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oraz:

;i.wk..'f. = l||'J“ i ].2 /‘[1 ”I”!’.ii{.l[”- f‘:' — -i- (17)

Przyklad 4. Na podstawie obliczen wykonanych w przyktadzie 1 oraz wzoru
(15) z wniosku 14 otrzymujemy:

ple, pn=0, pW:_l.

Korzystajac z wzoru (15), monotonicznosci funkcji zgodnosci Q oraz faktu, ze
W < C < M dla dowolnej kopuli C, otrzymujemy nierd6wnos¢:

Pw=pc=pu

co mozna zapisa¢ w postaci ponizszego wniosku:
Whniosek 16. Dla dowolnej kopuli C zachodzi oszacowanie:
—1<pc<L (18)
Przyklad 5. (Rodzina Farlie-Gumbela-Morgensterna) Niech:
Co(u, v)=uv+6uv (1 —u)((1 —v)

dla pewnego 8 € [—1, 1]. Korzystajac z wzoru (16), mamy:

f
Pa = 12/[ (uv + Buv(l —u)(l —v))dudv — 3 = 3
J12

3. Miara Giniego

Innym przyktadem miary zaleznos$ci jest miara Giniego, ktéra mozna zdefi-
niowac w nastgpujacy sposob:

Definicja 17. Zatozmy, ze X i Y sq cigglymi zmiennymi losowymi z kopulg C.
Miare Giniego dla tych zmiennych losowych definiujemy wzorem:

XY Y 2 [[IHH + v ] u—v|)dC(u,v). (19)

Podobnie jak miary tau Kendalla i tho Spearmana, roéwniez miar¢ Giniego
mozna zapisa¢ za pomocg funkcji zgodnosci Q. Mowi o tym ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 18. Zalozmy, ze X i Y sq cigglymi zmiennymi losowymi z kopulg C.
Miara Giniego dla tych zmiennych losowych wyraza si¢ wzorem:

Yxy=vc=QW,C) + O(CM). (20)
Dowdd. Zauwazmy, ze M(u, v) =" (u + v — |u — v|). Mamy z wzoru (8):

QIC, M) = '2/ [ (ut+v—|u—v|) dC(u,v)—1 = 1-2 [[, lu—v| dC(u,v).

Podobnie korzystajac z faktu, ze W(u, v) = %2 (u + v —1+{u + v —1|) oraz (8),
otrzymujemy:

QIC,W) =2 [/ (u+v—1—|ut+v—-1|)dC(u,v)—1=
J Jre

_‘[[ u+v—1dC(u,v)—1,

co razem z poprzednim wzorem oraz (19) daje tezg twierdzenia.
Przyklad 6. Na podstawie obliczen z przyktadu 1 oraz wzoru (20) mamy:

wm=1 yn=0, yw=—1.

Korzystajac z wzoru (20), monotonicznosci funkcji zgodnosci Q oraz faktu, ze
W < C< M dla dowolnej kopuli C, otrzymujemy nierdwnosc:

YW =Ye S VM,
co mozna zapisa¢ w postaci wniosku:

Whniosek 19. Dla dowolnej kopuli C zachodzi oszacowanie:

—1<yc<L (21)

4. Miary zgodnosci i zaleznoSci

Rozwazane poprzednio miary zaleznosci tau Kendalla, rho Spearmana oraz
gamma Giniego maja pewne wspdlne wlasnosci, ktére mozna sformutowacé jako
aksjomaty miary zgodnoSci.
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Definicja 20. Miara k, zdefiniowana dla kazdej pary cigglych zmiennych loso-
wych, jest miarq zgodnosci, jezeli jest ona funkcjg kopuli C tych zmiennych lo-
sowych oraz:
1) =1 <rxy<lI,
2) kx—x=—"likxx=1,
3) xxy=0dla niezaleznych zmiennych losowych Xi Y,
4) K_xy=Ky-y= —Kxy,
5) jezeli Cy < C, to k¢t <kea,
6) jezeli lim, .., Cu(u, v) = C(u, v) dla kazdego (u, v) € I%, to
limn_,w Kcn = K¢

Z powyzszej definicji wynika, ze miara zgodnosci ¥ ma nastepujace wia-
snosci:
Whiosek 21. Zatozmy, ze k jest miarq zgodnosci cigglych zmiennych losowych Xi Y.
Woéwczas:
1) jezeli Y jest scisle rosngcq, deterministyczng funkcjg X, to kxy=ky =1,
2) jezeli Y jest scisle malejgcq, deterministyczng funkcjg X, to kxy=xy= —1,
3) jezeli o i f sq funkcjami scisle rosngcymi, to k), Kpyy = Kxy -

W podobny sposéb mozna sformutowaé postulaty dla miary zaleznoSci.

Definicja 22. Miara 6 zdefiniowana dla kazdej pary cigglych zmiennych loso-

wych X'i Y jest miarg zaleznosci, jezeli jest ona funkcjq kopuli C tych zmiennych

losowych oraz:

1) 0<dxy<1,

2) Oxy=Onx,

3) oxy=0wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y sq niezalezne,

4) oxy=1wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest prawie na pewno scisle monotoniczng,

deterministyczng funkcjq X,

5) jezeli o i p sq funkcjami scisle rosngcymi, to d,x), pry= Ox v,

6) jezeli lim,_., C,(u, v) = C(u, v) dla kazdego (u, v) € >, to lim,_.., ¢, = dc.
Pokazemy teraz przyklady miar zaleznosci bazujace na wczesniejszych

miarach zgodnos$ci. Zaczniemy od miary rho Spearmana, ktéra, korzystajac

z wzoru (16), mozna przedstawi¢ w postaci:

pc =12 /f (C(u,v) — uv)dudy.

Zmieniajgc nawias pod catkg na wartos¢ bezwzgledna, otrzymujemy wzor:
Fo =12 /[ C(u,v) — uv|dudv, (22)

ktory mozna interpretowaé jako odlegtosé¢ kopul C i IT w przestrzeni L'(I%).
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Mozna pokazac, ze J jest miarg zaleznosci. Pierwszy raz miara ta byta roz-
wazana przez Schweizera i Wolffa [Schweizer 1 Wolff, 1981, s. 870-885; Wollf,
1981, s. 175-188] w 1981 roku. W podobny sposob, bazujacy na odleglosci ko-
pul C i IT w przestrzeniach L7(I?), p ¢ [1,00), mozna konstruowaé miary zalezno-
$ci, uzyskujac wzory:

FI

; . 1
Kp(C') =kp (/f C'lu,v) — uv "u’rnfr*) , (23)

gdzie stala k, jest tak dobrana, by K,(M) = K,(W) = 1. W szczegolnosci dla p = 2
mamy k; = 90 i otrzymujemy miarg:

1/2
e =90 (/-L |C(u,v) — uv j:fuﬂ'e') : (24)

Kwadrat tej miary ®’yy jest nazywany indeksem zaleznosci zmiennych loso-
wych XiY.
W przypadku gdy p = oo, otrzymujemy miare:

Ao = 4sup{C(u,v) : (u,v) € I*}, (25)

ktora spetnia wszystkie punkty definicji 22 z wyjatkiem punktu 4.
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MEASURES OF DEPENDENCE BASED
ON COPULAS

Summary: Measures of dependence and measures of association based on copulas are
presented, including Kendall’s Tau, Spearman’s rho, Schweizer & Wolff’s sigma and
Gini’s gamma. General axioms for measures of dependence and measures of association
are discussed.
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