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O INTUICYJNIE ROZMYTYCH  
REKOMENDACJACH INWESTYCYJNYCH* 

 
Streszczenie: Stopa zwrotu została przestawiona w artykule jako intuicyjnie rozmyty 
zbiór probabilistyczny. W takim przypadku oczekiwana stopa zwrotu jest wyznaczona 
za pomocą intuicyjnie rozmytego zbioru w przestrzeni liczb rzeczywistych. Ten wynik 
jest teoretyczną przesłanką dla nowych strategii inwestycyjnych. Wszystkie te strategie 
są rezultatem porównania intuicyjnie rozmytego indeksu zysku i pewnej granicznej 
wartości. W ten sposób otrzymujemy intuicyjnie rozmyte rekomendacje inwestycyjne. 
Kryteria równowagi finansowej są szczególnymi przypadkami porównań indeksu zysku 
oraz wartości granicznej. W pracy uogólniono kryteria: Sharpe’a, Jensena i Treynora. 
Ponadto do przypadku intuicyjnie rozmytego oczekiwanego zwrotu uogólniono kryteria 
bezpieczeństwa: Roya, Kataoka i Telsera. Uzyskane wyniki pokazują, że proponowana 
teoria jest przydatna w praktyce inwestycyjnej. 
 
Słowa kluczowe: nieprecyzyjna stopa zwrotu, rekomendacja inwestycyjna, intuicyjny 
zbiór rozmyty. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Podstawowym przedmiotem rozważań analizy kapitałowej jest stopa zwrotu. 
Jest ona wyznaczana za pomocą wartości bieżącej (PV) i przewidywanej wartości 
przyszłej (FV). W zgodzie z tezą o niepewności [Kaplan, Barish, 1967; Mises, 
1962], każdy przyszły przepływ finansowy jest niepewny. Z tego powodu FV 
jest przedstawiana jako zmienna losowa. PV jest identyfikowana z teraźniejszym 
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ekwiwalentem płatności dostępnej w niewcześniejszym ustalonym momencie 
czasu. Z tej przyczyny PV zaczęła być szacowana jako wartość nieprecyzyjna.  

Propozycja przedstawienia PV, nieprecyzyjnie oszacowanej jako liczby 
rozmytej, jest już dobrze ugruntowaną ideą. Przekrojowy przegląd literatury 
poświęconej tej tematyce znaleźć można np. w: [Piasecki, 2011a]. Tam też wy-
kazano, że dla dowolnych rozmytej PV i losowej FV stopa zwrotu jest opisana 
za pomocą rozmytego zbioru probabilistycznego. Możliwości zastosowania tak 
oszacowanych stóp zwrotu do podejmowania decyzji inwestycyjnych opisano  
w: [Piasecki, 2011a, 2011b, 2014]. 

K. Piasecki [2013] uzasadnia na gruncie ekonomii przykład PV oszacowa-
nej nieprecyzyjnie jako intuicyjny zbiór rozmyty (IFS1). Konsekwencją tego jest 
przedstawienie takiej stopy zwrotu, która jest wyznaczana z zastosowaniem 
intuicyjnej rozmytej PV i losowej FV [Piasecki, 2015a, 2015b]. Wykazano 
m.in., że tak wyznaczona stopa zwrotu jest probabilistycznym IFS [Zhang, Jia, 
Jiang, 2009]. Każdą stopę zwrotu daną jako probabilistyczny IFS nazywać bę-
dziemy intuicyjnie rozmytą stopą zwrotu (IFRR2). Na kolejnym przykładzie 
IFRR [Echaust, Piasecki, 2016] uzasadniono sugestię, że w modelu Blacka- 
-Littermana [1990] stopa zwrotu a posteriori może być wyznaczona jako IFRR. 
K. Piasecki [2015a, 2015b] pokazał, że oczekiwana IFRR jest IFS.  

K. Piasecki [2014] przedstawia strategie inwestycyjne determinowane przez 
oczekiwaną rozmytą stopę zwrotu. Wynikiem stosowania takiej strategii było 
przypisanie każdemu instrumentowi finansowemu nieprecyzyjnej rekomendacji 
inwestycyjnej. Wyniki zostaną w tym artykule uogólnione do przypadku ocze-
kiwanej IFRR.  
 
 
1. Wybrane elementy teorii IFS 
 

W celu nadania dalszym rozważaniom jednoznacznego charakteru, zostaną 
przedstawione wybrane podstawowe pojęcia teorii IFS. Punktem odniesienia do 
tego opisu jest rodzina ℱ(ॿ) wszystkich rozmytych podzbiorów przestrzeni ॿ. 
Każdy podzbiór rozmyty ܣ ∈ ℱ(ॿ) jest opisany za pomocą swej funkcji przyna-
leżności ߤ஺ ∈ ሾ0,1ሿॿ. W ujęciu logik wielowartościowych wartość ߤ஺(ݔ) funkcji 
przynależności jest interpretowana jako wartość logiczna zdania ݔ ∈   .ܣ
 

                                                 
1  Ang. Intuitionistic Fuzzy Set.  
2  Ang. Intuitionistic Fuzzy Return Rate. 
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K. Atanassov oraz S. Stoeva [1985] zdefiniowali pojęcie „intuicyjnego 
zbioru rozmytego (IFS) ܣ” jako zbioru trójek uporządkowanych: ܣ	 = ሼ(ݔ, ,(ݔ)஺ߤ :(	(ݔ)஺ߥ ݔ ∈ ॿሽ                                  (1.1) 

gdzie funkcja wykluczenia ߥ஺߳ሾ0,1ሿॿ spełnia tożsamościowo warunek: ߥ஺(ݔ) ≤ 1 −  (1.2)                                           (ݔ)஺ߤ

W ujęciu logik wielowartościowych wartość ߥ஺(ݔ) funkcji wykluczenia jest 
interpretowana jako wartość logiczna zdania ݔ ∉  Za pomocą symbolu ℐ(ॿ) .ܣ
oznaczamy rodzinę wszystkich IFS przestrzeni ॿ.  

Korzystając z określonych powyżej funkcji przynależności i wykluczenia, 
możemy teraz za pomocą tożsamości: 

(ݔ)஺ߨ  = 1 − (ݔ)஺ߤ −   (1.3)                                 (ݔ)஺ߥ

określić funkcję nierozstrzygnięcia ߨ஺ ∈ ሾ0,1ሿॿ. Wartość ߨ஺(ݔ) określa stopień 
naszego niezdecydowania, co do oceny wzajemnych relacji pomiędzy elemen-
tem ݔ ∈ ॿ, a ܣ ∈ ℐ(ॿ). Z tej przyczyny funkcja nierozstrzygnięcia ߨ஺ może być 
interpretowana jako obraz niepewności w ujęciu F.H. Knighta [1921]. 

Dla dowolnych ܣ, ܤ ∈ ℐ(ℝ) potrzebne działania teoriomnogościowe są 
zdefiniowane w następujący sposób: ܣ஼ 	= ሼ(ݔ, ,(ݔ)஺ߥ :(	(ݔ)஺ߤ ݔ ∈ ॿሽ                               (1.4) ܣ ∩ 	ܤ = ሼ(ݔ, (ݔ)஺ߤ ∧ ,(ݔ)஻ߤ (ݔ)஺ߥ ∨ :(	(ݔ)஻ߥ ݔ ∈ ॿሽ             (1.5) 

Dla przestrzeni liczb rzeczywistych ℝ dowolny IFS ܣ ∈ ℐ(ℝ) nazywać bę-
dziemy intuicyjnym oszacowaniem. Na iloczynie kartezjańskim ℐ(ℝ) × ℝ defi-
niujemy relację ܺ ≽ ܻ, co czytamy:  

Intuicyjne oszacowanie ܺ jest większe równe od liczby rzeczywistej ܻ.   (1.6) 

Relacja ta jest intuicyjnie rozmytym preporządkiem określonym przez swe 
funkcję przynależności	ߤ≽ ∈ ሾ0,1ሿℐ(ℝ)×ℝ	 i funkcję wykluczenia ߥ≽ ∈ ሾ0,1ሿℐ(ℝ)×ℝ	, 
wyznaczone za pomocą tożsamości: ߤ≽(ܺ, ܻ) = supሼߤ௑(ݑ): ݑ ≥ ܻሽ                              (1.7) ߥ≽(ܺ, ܻ) = infሼߥ௑(ݑ): ݑ ≥ ܻሽ                               (1.8) 

W podobny sposób, na iloczynie kartezjańskim ℐ(ℝ) × ℝ definiujemy rela-
cję ܺ ≼ ܻ, co czytamy:  

Intuicyjne oszacowanie ܺ jest mniejsze równe od liczby rzeczywistej ܻ.  (1.9) 
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Relacja ta jest intuicyjnie rozmytym preporządkiem określonym przez swe 
funkcję przynależności ߤ≼ ∈ ሾ0,1ሿℐ(ℝ)×ℝ	 i funkcję wykluczenia ߥ≼ ∈ ሾ0,1ሿℐ(ℝ)×ℝ	, 
wyznaczone za pomocą tożsamości: ߤ≼(ܺ, ܻ) = supሼߤ௑(ݑ): ݑ ≤ ܻሽ                           (1.10) ߥ≼(ܺ, ܻ) = infሼߥ௑(ݑ): ݑ ≤ ܻሽ                            (1.11) 
 
 
2. Intuicyjne oszacowanie oczekiwanej stopy zwrotu 
 

Dla ustalonego horyzontu czasowego ݐ > 0 inwestycji podstawową charak-
terystyką korzyści płynących z posiadania wybranego instrumentu finansowego 
jest stopa zwrotu ̃ݎ: ߗ = ሼ߱ሽ ⟶ ℝ, gdzie zbiór Ω jest zbiorem elementarnych 
stanów rynku finansowego. Wartość tej stopy jest obarczona ryzykiem niepew-
ności, co do przyszłego stanu rzeczy. W praktyce analizy rynków finansowych 
przyjęto opisywanie ryzyka niepewności za pomocą rozkładu prawdopodobień-
stwa stopy zwrotu ̃ݎ௧ wyznaczonego przez dystrybuantę ܨ௥:ℝ ⟶ ሾ0; 1ሿ.  
Z drugiej strony, dystrybuanta ܨ௥ w jednoznaczny sposób określa rozkład praw-
dopodobieństwa ܲ: 2ஐ ⊃ ଵ(ℬ)ିݎ̃ ⟶ ሾ0; 1ሿ, gdzie symbol ℬ oznacza najmniej-
sze σ-ciało borelowskie zawierające wszystkie przedziały prostej rzeczywistej ℝ. Rozważanemu instrumentowi finansowemu przypisujemy IFRR ℛ określoną 
za pomocą swych funkcji przynależności ߩℛ ∈ ሾ0; 1ሿℝ×ఆ i funkcji wykluczenia ߮ℛ ∈ ሾ0; 1ሿℝ×ఆ. Przykłady takich IFRR znajdziemy w wielu publikacjach [Pia-
secki, 2015a, 2015b; Echaust, Piasecki, 2016]. Oczekiwana IFRR jest IFS: ܴ = ൛൫ݔ, ,(ݔ)ோߩ ߮ோ(ݔ)൯: ݔ ∈ ℝൟ                               (2.1) 

gdzie funkcje przynależności i wykluczenia są określone przez tożsamości: ߩோ(ݔ) = ׬ ,ݔ)ℛߩ ߱)݀ܲஐ                                    (2.2) ߮ோ(ݔ) = ׬ ߮ℛ(ݔ, ߱)݀ܲఆ                                    (2.3) 
 
 
3. Inwestycyjne rekomendacje zależne od oczekiwanej stopy zwrotu 
 

Zalecenie inwestycyjne to porada udzielona inwestorowi przez doradców. 
Dla wygody, te zalecenia mogą być wyrażone przy pomocy standardowych porad. 
Doradcy mogą używać różnych terminologii i różnej liczby słów tworzących te-
zaurus porad [www 1]. W tym artykule naszą uwagę skupimy na 5-wyrazowym 
tezaurusie porad. Zastosowane tutaj zostanie podejście, które zaproponował  
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K. Piasecki [2014]. Warto zauważyć, że to samo podejście w innym kontekście 
inwestycyjnym zastosowali P. Nowak i M. Romaniuk [2015]. Mowa o następu-
jącym tezaurusie porad: 
1. Kupuj sugerująca, że rozważany papier wartościowy jest istotnie niedoceniony.  
2. Doważaj sugerująca, że rozważany papier wartościowy jest niedoceniony.  
3. Trzymaj sugerująca, że oceniany papier wartościowy jest właściwie wyceniony.  
4. Odważaj sugerująca, że rozważany papier wartościowy jest przeceniony.  
5. Sprzedaj sugerująca, że rozważany papier wartościowy jest istotnie przeceniony.  

W tej sytuacji tezaurus porad tworzy zbiór: ८ = ሼℬ,ࣛ,ℋ,ℛ, ࣭ሽ                                       (3.1) 

gdzie poszczególne element oznaczają: ℬ poradę Kupuj (Buy) ࣛ poradę Doważaj (Accumulate)  ℋ	poradę Trzymaj (Hold) ℛ	poradę Odważaj (Reduce) ࣭ poradę Sprzedaj (Sell) 
Weźmy pod uwagę ustalony papier wartościowy ምܵ ∈ ঀ z oczekiwaną stopą 

zwrotu ݎ௦ ∈ ℝ, gdzie symbol ঀ oznacza zbiór rozważanych instrumentów finan-
sowych. Wtedy kryterium kompetentnego wyboru rekomendacji może być 
przedstawione jako porównanie wartości 	݃(ݎ௦)	i	ܩ෠ zdefiniowanych następująco: 
− ݃:ℝ → ℝ jest indeksem zysku zdefiniowanym jako merytorycznie uzasad-

niona funkcja rosnąca, 
  .෠ jest merytorycznie uzasadnioną wartością granicznąܩ −

Posługując się tym kryterium, definiujemy funkcję wyboru porad Λ: ঀ ⟶ 2८ 
następująco: 

۔ۖۖەۖۖ
ℬۓ ∈ Λ൫ ምܵ൯ ⟺ (௦ݎ)݃ > ෠ܩ ⟺ (௦ݎ)݃ ≥ ෠ܩ ∧ (௦ݎ)݃	¬ ≤ ࣛ	,෠ܩ ∈ Λ൫ ምܵ൯ ⟺ (௦ݎ)݃ ≥ ෠,ℋܩ ∈ Λ൫ ምܵ൯ ⟺ (௦ݎ)݃ = ෠ܩ ⟺ (௦ݎ)݃ ≥ ෠ܩ ∧ (௦ݎ)݃	 ≤ ,ℛ	෠ܩ ∈ Λ൫ ምܵ൯ ⟺ (௦ݎ)݃ ≤ ࣭	෠ܩ ∈ Λ൫ ምܵ൯ ⟺ (௦ݎ)݃ < ෠ܩ ⟺ (௦ݎ)݃	¬ ≥ ෠ܩ ∧ (௦ݎ)݃ ≤ .෠ܩ

            (3.2) 

W ten sposób wyznaczamy podzbiór Λ൫ ምܵ൯ wszystkich porad stanowiących 
rekomendację inwestycyjną wystawioną papierowi wartościowemu	 ምܵ. Taka re-
komendacja może być przydatnym punktem wyjścia szczegółowej strategii za-
rządzania portfelem aktywów finansowych. Z drugiej strony, słabym punktem 
zaproponowanej funkcji wyboru jest pomijanie rezultatów analizy fundamental-
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nej i wpływu czynników behawioralnych. Analizując powyższą funkcję wyboru, 
łatwo można dostrzec brak silnego rozgraniczenia pomiędzy poradami Kupuj  
i Doważaj oraz pomiędzy Sprzedaj i Odważaj. Uzasadnienia sposobu rozróż-
niania tych porad możemy szukać na gruncie analizy fundamentalnej i pomiędzy 
behawioralnymi aspektami procesów inwestycyjnych.  
 
 
4. Inwestycyjne rekomendacje zależne od oczekiwanej IFRR 
 

K. Piasecki oraz K. Echaust [Piasecki, 2015a, 2015b; Echaust, Piasecki, 2016] 
pokazali, że IFRR może być zależna od fundamentalnych i behawioralnych 
czynników. Stanowi to przesłankę do przedstawienia modelu rekomendacji in-
westycyjnej zależnej od IFRR. Załóżmy, że zwrot z rozpatrywanego papieru 
wartościowego ምܵ ∈ ঀ jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ).  

W pierwszym kroku poszerzamy dziedzinę indeksu zysku do zbioru ℐ(ℝ). 
Zgodnie z zasadą rozszerzenia Zadeha, dla dowolnej oczekiwanej IFRR ܴ opisanej 
przez swe funkcje przynależności ߩோ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ோ ∈ ሾ0; 1ሿℝ, war-
tość indeksu zysku ݃(ܴ) jest opisana przez funkcję przynależności ߛ ∈ ሾ0; 1ሿℝ  
i funkcję wykluczenia ߜ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Funkcje te są opisane za pomocą tożsamości:  (ݔ)ߛ = supሼߩோ(ݎ): ݔ = ሽ(ݎ)݃ (ݔ)ߜ ൯,                (4.1)(ݔ)ோ൫݃ିଵߩ= = infሼ߮ோ(ݎ): ݔ = ሽ(ݎ)݃ =߮ோ൫݃ିଵ(ݔ)൯,                (4.2) 

W ten sposób zdefiniowaliśmy intuicyjnie rozmyty indeks zysku ݃: ℐ(ℝ) ⟶ ℐ(ℝ). 
W drugim kroku funkcję wyboru porad Λ uogólniamy do przypadku, gdy 

indeks zysku jest funkcją rozmytej IFRR. Zgodnie z regułą rozszerzenia Zadeha, 
rekomendacja inwestycyjna Λ൫ ምܵ൯ wystawiona papierowi wartościowemu	 ምܵ jest 
IFS określonym przez funkcję przynależności ߣ൫∙ ห ምܵ൯ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i funkcję wyklu-
czenia ߢ൫∙ ห ምܵ൯ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie z (1.4), (1.5), (1.7), (1.8), (1.10), (1.11), (3.2), 
(4.1) i (4.2) funkcja przynależności ߣ൫∙ ห ምܵ൯ określona jest za pomocą zależności: ߣ൫ℬห ምܵ൯ = sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≥ ෘൟܩ ∧ inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≤ ൫ࣛหߣ ෘൟ                 (4.3)ܩ ምܵ൯ = sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≥ ෘൟܩ = sup൛ߩோ൫݃ିଵ(ݔ)൯: ݔ ≥ ൫ℋหߣ	(4.4)											ෘൟܩ ምܵ൯ = sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≥ ෘൟܩ ∧ sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≤ ൫ℛหߣ ෘൟ               (4.5)ܩ ምܵ൯ = sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≤ ෘൟܩ = sup൛ߩோ൫݃ିଵ(ݔ)൯: ݔ ≤ ൫ℬหߣ ෘൟ          (4.6)ܩ ምܵ൯ = sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≥ ෘൟܩ ∧ inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≤ 	(4.7)																	ෘൟܩ
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W podobny sposób określamy funkcję wykluczenia ߢ൫∙ ห ምܵ൯. Mamy tutaj na-
stępujące zależności: ߢ൫ℬห ምܵ൯ = inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≥ ෘൟܩ ∨ sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≤ ൫ࣛหߢ ෘൟ                  (4.8)ܩ ምܵ൯ = inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≥ ෘൟܩ = inf൛߮ோ൫݃ିଵ(ݔ)൯: ݔ ≥ ൫ℋหߢ ෘൟ           (4.9)ܩ ምܵ൯ = inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≥ ෘൟܩ ∨ inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≤ ൫ℛหߢ ෘൟ                (4.10)ܩ ምܵ൯ = inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≤ ෘൟܩ = inf൛߮ோ൫݃ିଵ(ݔ)൯: ݔ ≤ ൫ℬหߢ ෘൟ         (4.11)ܩ ምܵ൯ = inf൛(ݔ)ߜ: ݔ ≥ ෘൟܩ ∨ sup൛(ݔ)ߛ: ݔ ≤  ෘൟ               (4.12)ܩ

W ten sposób wyznaczamy funkcję wyboru porad Λ෩: ঀ ⟶ ℐ(८). Wartość ߣ൫ܣห ምܵ൯ jest interpretowana jako stopień rekomendacji porady ܣ ∈ ८ dla papieru 
wartościowego ምܵ ∈ ঀ. Wartość ߢ൫ܣห ምܵ൯ jest interpretowana jako stopień odrzu-
cenia porady ܣ ∈ ८ dla papieru wartościowego ምܵ ∈ ঀ. Każda z tych wartości 
opisuje rekomendację inwestycyjną wystawioną instrumentowi finansowemu ምܵ ∈ ঀ przez doradcę. Inwestor część odpowiedzialności za podejmowane przez 
siebie inwestycje przerzuca na doradców lub na stosowane narzędzia analityczne. 
Z tego powodu inwestor w znakomitej części ogranicza swoje wybory decyzji 
inwestycyjnych do alternatyw rekomendowanych przez doradców lub stosowane 
instrumentarium analityczne. Dzięki temu inwestor minimalizuje ryzyko osobi-
stej odpowiedzialności za podjętą decyzję finansową. Szerzej ten problem opisał 
K. Piasecki [1990]. Oznacza to, że ostatecznymi kryteriami podjęcia decyzji 
inwestycyjnej mogą być kryteria maksymalizacji wartości funkcji przynależno-
ści ߣ൫∙ ห ምܵ൯ i minimalizacji wartości funkcji wykluczenia ߢ൫∙ ห ምܵ൯. Zauważmy, że: ߣ൫ℬห ምܵ൯ = ൫ࣛหߣ ምܵ൯ ∧ ൫ℛหߢ ምܵ൯                               (4.13) ߣ൫ℋห ምܵ൯ = ൫ࣛหߣ ምܵ൯ ∧ ൫ℛหߣ ምܵ൯                               (4.14) ߣ൫ℬห ምܵ൯ = ൫ℛหߣ ምܵ൯ ∧ ൫ࣛหߢ ምܵ൯                               (4.15) ߢ൫ℬห ምܵ൯ = ൫ࣛหߢ ምܵ൯ ∨ ൫ℛหߣ ምܵ൯                               (4.16) ߢ൫ℋห ምܵ൯ = ൫ࣛหߢ ምܵ൯ ∨ ൫ℛหߢ ምܵ൯                               (4.17) ߢ൫ℬห ምܵ൯ = ൫ℛหߢ ምܵ൯ ∨ ൫ࣛหߣ ምܵ൯                               (4.18) 

To dowodzi, że znajomość jedynie wartości ߣ൫ࣛห ምܵ൯, ൫ℛหߣ ምܵ൯, ൫ࣛหߢ ምܵ൯,	 ߢ൫ℛห ምܵ൯ wystarcza do wyznaczenia intuicyjnie rozmytej rekomendacji inwesty-
cyjnej. Z tego powodu, badając specyficzne metody wystawiania rekomendacji, 
będziemy określać jedynie te cztery wartości.  
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Zastosowanie oczekiwanej IFRR pozwoliło na precyzyjne rozgraniczenie 
pomiędzy poradami Kupuj a Doważaj oraz pomiędzy poradami Sprzedaj 
a Odważaj. W kolejnych dwóch sekcjach zostaną przedstawione przykłady pro-
cedur wyznaczania intuicyjnie rozmytych rekomendacji inwestycyjnych. Za każ-
dym razem są to uogólnienia dobrze znanych z literatury przedmiotu procedur 
wyznaczania rekomendacji inwestycyjnych [np. Piasecki, 2007].  
 
 
5. Kryteria równowagi finansowej  
 

Każdy model równowagi finansowej jest dany jako porównanie oczekiwa-
nego zwrotu z rozpatrywanego instrumentu finansowego ምܵ z oczekiwanym 
zwrotem z portfela rynkowego ܯ෱ .  
 
 
5.1. Kryterium Sharpe’a  
 

W podrozdziale tym dowolny papier wartościowy ෰ܻ ∈ ঀ jest reprezentowa-
ny przez parę ൫ݎ௬, ௬ଶ൯ߪ ∈ ℝଶ, gdzie: 
௬ jest oczekiwaną stopę zwrotu z ෰ܻݎ − , 
௬ଶ jest wariancją stopy zwrotu z ෰ܻߪ − . 

Odchylenie standardowe ߪ௬ jest tutaj traktowane jako ilościowa ocena ry-
zyka obarczającego instrument finansowy ෰ܻ ∈ ঀ. Zakładamy, że istnieje repre-
zentowany przez parę (ݎ଴, 0) instrument wolny od ryzyka. Jeśli rozpatrywany 
papier wartościowy ምܵ jest reprezentowany przez parę (ݎ௦,  ௦ଶ), to W.F. Sharpeߪ
[1966] definiuje wartość indeksu zysku ݃(ݎ௦) jako określoną przez zależność:  ݃(ݎ௦) = ௥ೞି௥బఙೞ                                                 (5.1) 

jednostkową premię za ryzyko. Portfel rynkowy ܯ෱  jest reprezentowany przez 
parę (ݎெ, ெଶߪ ). Wtedy wartość graniczna ܩ෠ jest definiowana jako jednostkowa 
premia za ryzyko portfela rynkowego określona przez zależność: ܩ෠ = ௥ಾି௥బఙಾ  .                                                (5.2) 

Rozważmy teraz przypadek, kiedy oczekiwany zwrot z papieru wartościo-
wego ሙܵ jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ), opisaną przez 
swe funkcje przynależności ߩௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie  
z (4.4), (4.6), (4.9) i (4.11): ߣ൫ࣛห ምܵ൯ = sup ቄߩ௦(ߪ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≥ ௥ಾି௥బఙಾ ቅ                        (5.3) 
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൫ℛหߣ ምܵ൯ = sup ቄߩ௦(ߪ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≤ ௥ಾି௥బఙಾ ቅ                       (5.4) ߢ൫ࣛห ምܵ൯ = inf ቄ߮௦(ߪ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≥ ௥ಾି௥బఙಾ ቅ                        (5.5) ߢ൫ℛห ምܵ൯ = inf ቄ߮௦(ߪ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≤ ௥ಾି௥బఙಾ ቅ                        (5.6) 

Wartości ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߣ൫ℋห ምܵ൯, ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℋห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯ są wyzna-
czone odpowiednio za pomocą zależności (4.13)-(4.18). 
 
 
5.2. Kryterium Jensena 
 

Na rynku kapitałowym obserwujemy wolną od ryzyka stopę zwrotu ݎ଴ ∈ ℝ 
i oczekiwaną stopę zwrotu ݎெ ∈ ℝ z portfela rynkowego ܯ෱ . Papier wartościowy ሙܵ 
jest reprezentowany przez parę (ݎ௦, -௦ jest współczynnikiem kierunߚ ௦), gdzieߚ
kowym modelu CAPM przypisanemu ምܵ.	Portfel rynkowy ܯ෱  jest reprezentowany 
przez parę (ݎெ, ெଶߪ ). M.C. Jensen [1969] definiuje wartość indeksu zysku ݃(ݎ௦) 
jako określoną przez zależność:  ݃(ݎ௦) = ௦ݎ − ௦ߚ ∙ ெݎ) −  ଴)                                  (5.7)ݎ

premię za nadwyżkę ryzyka. Wtedy wartość graniczna ܩ෠ jest definiowana jako 
wolna od ryzyka stopa zwrotu:  ܩ෠ =  ଴                                                  (5.8)ݎ

Rozważmy przypadek, kiedy oczekiwany zwrot z papieru wartościowego ሙܵ 
jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ), opisaną przez swe 
funkcje przynależności ߩௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie z (4.4), 
(4.6), (4.9) i (4.11): ߣ൫ࣛห ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): ݎ − ௦ߚ ∙ ெݎ) − (଴ݎ ≥ ൫ℛหߣ ଴ሽ                     (5.9)ݎ ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): ݎ − ௦ߚ ∙ ெݎ) − (଴ݎ ≤ ൫ࣛหߢ ଴ሽ                   (5.10)ݎ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ): ݎ − ௦ߚ ∙ ெݎ) − (଴ݎ ≥ ൫ℛหߢ ଴ሽ                    (5.11)ݎ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ): ݎ − ௦ߚ ∙ ெݎ) − (଴ݎ ≤  ଴ሽ                    (5.12)ݎ

Wartości ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߣ൫ℋห ምܵ൯, ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℋห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯ są wyzna-
czone odpowiednio za pomocą zależności (4.13)-(4.18). 
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5.3. Kryterium Treynora 
 

Ponownie przyjmujemy założenia przyjęte już w podrozdziale 5.2. Dodat-
kowo zakładamy, że zwrot z instrumentu finansowego ምܵ jest dodatnio skorelo-
wany ze zwrotem z portfela rynkowego ܯ෱ , co zapisujemy: ߚ௦ > 0                                                 (5.13) 

Współczynnik kierunkowy ߚ௦ jest traktowany jako ilościowa ocena ryzyka 
obarczającego instrument finansowy ምܵ ∈ ঀ. J.L. Treynor [1965] definiuje war-
tość indeksu zysku ݃(ݎ௦) jako określoną przez zależność:  ݃(ݎ௦) = ௥ೞି௥బఉೞ                                             (5.14) 

jednostkową premię za ryzyko. Wtedy wartość graniczna ܩ෠ jest definiowana jako 
jednostkowa premia za ryzyko portfela rynkowego określona przez zależność: ܩ෠ = ெݎ −  ଴                                            (5.15)ݎ

gdyż mamy ߚெ = 1.	 
Rozważmy przypadek, kiedy oczekiwany zwrot z papieru wartościowego ሙܵ 

jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ), opisaną przez swe funk-
cje przynależności ߩௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie z (4.4), 
(4.6), (4.9) i (4.11): ߣ൫ࣛห ምܵ൯ = supሼߩ௦(ߚ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≥ ெݎ − ൫ℛหߣ ଴ሽ                    (5.16)ݎ ምܵ൯ = supሼߩ௦(ߚ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≤ ெݎ − ൫ࣛหߢ ଴ሽ                    (5.17)ݎ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ߚ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≥ ெݎ − ൫ℛหߢ ଴ሽ                     (5.18)ݎ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ߚ௦ ∙ ݔ + :(଴ݎ ݔ ≤ ெݎ −  ଴ሽ                     (5.19)ݎ

Wartości ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߣ൫ℋห ምܵ൯, ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℋห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯ są wyzna-
czone odpowiednio za pomocą zależności (4.13)-(4.18). Rekomendacje inwesty-
cyjne uzyskane za pomocą kryterium Treynora są identyczne z rekomendacjami 
uzyskanymi za pomocą kryterium Jensena w przypadku spełnienia warunku 
(5.13) [Piasecki, 2007]. 
 
 
6. Kryteria prymatu bezpieczeństwa 
 

Rozważmy stopę zwrotu ̃ݎ(߱) z ustalonego papieru wartościowego. Dla 
każdej założonej wartości ݎ ∈ ℝ oczekiwanej stopy zwrotu rozkład prawdopo-
dobieństwa stopy zwrotu jest dany za pomocą ciągłej i rosnącej dystrybuanty 



Krzysztof Piasecki 72 

∙)ܨ :(ݎ| ℝ ⟶ ሾ0; 1ሿ. Wtedy kryterium bezpieczeństwa [Roy, 1952] jest dane 
następująco:  (ݎ|ܮ)ܨ =  (6.1)                                              ߝ

gdzie: ܮ – minimalna akceptowalna stopa zwrotu, ߝ – jest równe prawdopodobieństwu realizacji stopy zwrotu poniżej akceptowal-
nego minimum.  
Realizacja stopy zwrotu poniżej akceptowalnego minimum jest identyfiko-

wana jako strata. Dlatego zmienna ߝ opisuje prawdopodobieństwo straty.  
Weźmy pod uwagę instrument finansowy ምܵ z oczekiwaną stopą zwrotu	ݎ௦. 

Rozkład prawdopodobieństwa zwrotu z tego instrumentu jest opisany za pomocą 
dystrybuanty ܨ(∙ :(௦ݎ| ℝ ⟶ ሾ0; 1ሿ. Rozpatrywane mogą być wtedy kryteria wy-
mienione w kolejnych podrozdziałach. 
 
 
6.1. Kryterium Roy’a 
 

Kryterium optymalizacji Roya [1952] polega na minimalizacji prawdopo-
dobieństwa straty przy zadanej minimalnej akceptowalnej stopie zwrotu ܮ ∈ ℝ. 
Wszystko to pozwala określić wartość indeksu zysku ݃(ݎ௦) za pomocą zależności:  ݃(ݎ௦) =  (6.2)                                         (௦ݎ|ܮ)ܨ−

Dodatkowo, dla zapewnienia bezpieczeństwa inwestycji, inwestor zakłada 
maksymalny poziom ߝ∗ prawdopodobieństwa straty. Wtedy wartość graniczna ܩ෠ 
jest określona następująco: ܩ෠ =  (6.3)																																																							∗ߝ−

Rozważmy teraz przypadek, kiedy oczekiwany zwrot z papieru wartościo-
wego ሙܵ jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ), opisaną przez 
swe funkcje przynależności ߩௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie  
z (4.4), (4.6), (4.9) i (4.11): ߣ൫ࣛห ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): (ݎ|ܮ)ܨ ≤ ൫ℛหߣ ሽ                           (6.4)∗ߝ ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): (ݎ|ܮ)ܨ ≥ ൫ࣛหߢ ሽ                           (6.5)∗ߝ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ): (ݎ|ܮ)ܨ ≤ ൫ℛหߢ ሽ                            (6.6)∗ߝ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ):	(ݎ|ܮ)ܨ ≥  ሽ                            (6.7)∗ߝ
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Wartości ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߣ൫ℋห ምܵ൯, ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℋห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯ są wyzna-
czone odpowiednio za pomocą zależności (4.13)-(4.18). 
 
 
6.2. Kryterium Kataoki 
 

Kryterium optymalizacji S. Kataoki [1963] polega na maksymalizacji mi-
nimalnej akceptowalnej stopy zwrotu przy zadanym prawdopodobieństwie straty ߝ > 0. Wszystko to pozwala określić wartość indeksu zysku ݃(ݎ௦) za pomocą 
zależności:  ݃(ݎ௦) =  (6.8)                                         (௦ݎ|ߝ)ଵିܨ

Dodatkowo, dla zapewnienia bezpieczeństwa inwestycji, inwestor zakłada 
minimalny poziom stopy zwrotu poziom ܮ∗ ∈ ℝ. Wtedy wartość graniczna ܩ෠ 
jest określona następująco: ܩ෠ =  (6.9)																																																								∗ܮ

Rozważmy przypadek, kiedy oczekiwany zwrot z papieru wartościowego ሙܵ 
jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ), opisaną przez swe funk-
cje przynależności ߩௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie z (4.4), 
(4.6), (4.9) i (4.11): ߣ൫ࣛห ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): (ݎ|ߝ)ଵିܨ ≥ ൫ℛหߣ ሽ                        (6.10)∗ܮ ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): (ݎ|ߝ)ଵିܨ ≤ ൫ࣛหߢ ሽ                        (6.11)∗ܮ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ): (ݎ|ߝ)ଵିܨ ≥ ൫ℛหߢ ሽ                         (6.12)∗ܮ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ):	ିܨଵ(ݎ|ߝ) ≤  ሽ                         (6.13)∗ܮ

Wartości ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߣ൫ℋห ምܵ൯, ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℋห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯ są wyzna-
czone odpowiednio za pomocą zależności (4.13)-(4.18). 
 
 
6.3. Kryterium Telsera  
 

Kierując się bezpieczeństwem i zyskownością inwestycji, inwestor zakłada 
minimalny poziom ܮ∗ akceptowalnego zwrotu i maksymalny poziom ߝ∗ praw-
dopodobieństwa straty. Para (ܮ∗, -określa wymagane warunki bezpieczeń (∗ߝ
stwa. Jeśli jest spełniony warunek:  ܨ(ݎ|∗ܮ௦) ≤  (6.14)                                           ∗ߝ

to instrument finansowy ሙܵ ∈ ঀ jest nazywany bezpiecznym.  
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Kryterium optymalizacji Telsera [1955] polega na maksymalizacji stopy 
zwrotu z bezpiecznego instrumentu finansowego. Pozwala to określić wartość 
indeksu zysku ݃(ݎ௦) za pomocą zależności:  ݃(ݎ௦) =  ௦                                               (6.15)ݎ

Dodatkowo, dla zapewnienia zyskowności inwestycji, inwestor bierze pod 
uwagę stopę równowagi finansowej ݎ∗ >  ෠ jestܩ Wtedy wartość graniczna .∗ܮ
określona następująco: ܩ෠ = ∗ݎ >  (6.16)                                             ∗ܮ

Rozważmy przypadek, kiedy oczekiwany zwrot z papieru wartościowego ሙܵ 
jest reprezentowany przez oczekiwaną IFRR ܴ௦ ∈ ℐ(ℝ), opisaną przez swe funk-
cje przynależności ߩௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ i wykluczenia ߮ௌ ∈ ሾ0; 1ሿℝ. Zgodnie z (4.4), 
(4.6), (4.9) i (4.11): ߣ൫ࣛห ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): ݎ ≥ ൫ℛหߣ ሽ                               (6.17)∗ݎ ምܵ൯ = supሼߩ௦(ݎ): ݎ ≤ ൫ࣛหߢ ሽ                               (6.18)∗ݎ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ): ݎ ≥ ൫ℛหߢ ሽ                                (6.19)∗ݎ ምܵ൯ = infሼ߮௦(ݎ):	ݎ ≤  ሽ                                (6.20)∗ݎ

Wartości ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߣ൫ℋห ምܵ൯, ߣ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯, ߢ൫ℋห ምܵ൯, ߢ൫ℬห ምܵ൯ są wyzna-
czone odpowiednio za pomocą zależności (4.13)-(4.18). Dziedzina kryterium 
Telsera jest oczywiście ograniczona do bezpiecznych instrumentów finansowych ሙܵ ∈ ঀ spełniających warunek (6.14). 
 
 
Podsumowanie 
 

Nieprecyzyjne oszacowanie oczekiwanej stopy zwrotu jest konsekwencją 
uwzględnienia behawioralnych aspektów finansów [Piasecki, 2011b, 2013, 2015a, 
2015b; Echaust, Piasecki, 2016]. Z tej przyczyny otrzymane tutaj rezultaty mogą 
zostać zastosowane w behawioralnych finansach jako normatywny model decyzji 
inwestycyjnych. Dzięki temu uzyskujemy teoretyczne podstawy dla konstrukcji 
takiego systemu wspomagania decyzji inwestycyjnych, który uwzględnia prze-
słanki behawioralne. W ten sposób zostało wykazane, że przesłanki behawioral-
ne mogą explicite wpływać na proces podejmowania decyzji inwestycyjnej.  

Uzyskane w prezentowanych badaniach wyniki są uogólnieniem – do przy-
padku intuicyjnie rozmytej stopy zwrotu – normatywnej teorii decyzji finanso-
wych [Piasecki, 2014] dla rozmytej stopy zwrotu.  
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THE INTUITIONISTIC FUZZY INVESTMENT RECOMMENDATIONS 
 
Summary: The return rate is considered here as an intuitionistic fuzzy probabilistic set. 
Then the expected return is obtained as an intuitionistic fuzzy subset in the real line. This 
result is a theoretical foundation for new investment strategies. All considered strategies 
result of comparison profit fuzzy index and limit value. In this way we obtain an impre-
cise investment recommendation. Financial equilibrium criteria are a special case of 
comparison the profit index and the limit value. There are generalized the following 
criteria: the Sharpe’s Ratio, the Jensen’s Alpha and the Treynor’s Ratio. Moreover, the 
safety-first criteria are generalized here for the fuzzy case. The Roy’s Criterion, the 
Kataoka’s Criterion and the Telser’s Criterion are also generalized. Obtained here results 
show, that proposed theory is useful for the investment applications. 
 
Keywords: imprecise return rate, investment recommendation, intuitionistic fuzzy set. 


