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ZASTOSOWANIE ANALIZY FALKOWEJ DO OCENY
PODOBIENSTWA WOJEWODZTWA SLASKIEGO
Z INNYMI WOJEWODZTWAMI

Streszczenie: Obserwowane zmiany demograficzne wskazuja, ze sytuacja ludnosciowa
poszczegoblnych regiondw Polski jest trudna. Zachodzace zmiany odbijaja si¢ na rynku
pracy, ktory z kolei ma wptyw na inne rynki. Z uwagi na wage i skale problemu, jakimi
sa praca, zatrudnienie, bezrobocie, ruch naturalny, naklady inwestycyjne itd., w artykule
podjeto prébe poréwnania w tym konteks$cie poszezegolnych regionéow Polski do woje-
wodztwa §laskiego.

Badanie oparto na falce Daubechies, czyli falce cigglej o no$niku zwartym. Jest to
falka doskonale zlokalizowana w czasie. Charakteryzuje si¢ doktadng aproksymacja
funkcji oraz stosunkowo prosta postacia.

Jako kluczowy cel artykulu przyjeto wyodrebnienie grupy regionow najbardziej
podobnych do wojewodztwa §laskiego. Rozwazania teoretyczno-matematyczne zostaly
aplikowane do analizy na danych rzeczywistych.

Stowa kluczowe: falki, korelacja, bezrobocie, podobienstwo, kointegracja.

JEL Classification: A12, C15, C60.

Wprowadzenie

Analiz¢ podobienstwa mozna wykonywaé réznymi metodami i sposobami
[Batog i Dmytrow, 2017; Strojny, 2016; Turczach i Zwiech, 2016; Podogrodzka,
2016]. W artykule do tego celu zastosowano analize¢ falkowa. Wybranie tej me-
tody wydaje si¢ zasadne z uwagi na fakt, ze falki sg funkcjami, ktore spetniajac
pewne matematyczne wymagania, tworzg reprezentacj¢ sygnatow lub danych.
Analiza falkowa dzieli dane wejsciowe na skfadniki o réznej czestotliwosci,
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analizujac nastgpnie kazdy element z rozdzielczosciag dopasowang do jego skali.
Aby zobrazowac¢ sytuacje, mozna powiedzie¢, ze ze wzgledu na swojg zdolnosé
do dostosowywania skali analiza falkowa pozwala na jednoczesng obserwacje
zardwno calosci obrazu, jak i najdrobniejszych jego szczegdtow, tzn. ze mozna
obserwowac szereg na réznych poziomach rozdzielczo$ci przez jego rozktad na
dwie cze$ci — czg$¢ uproszczong oraz detal. Przy czym na kazdym kolejnym
poziomie aproksymacja z poziomu poprzedniego zostaje roztozona ponownie na
dwie cze$ci — aproksymacje i detal.

Celem artykutu jest analiza podobienstw pomiedzy wojewddztwami w kon-
tek$cie zmienno$ci badanych wskaznikoéw. Z uwagi na duza skale badania
w artykule ograniczono si¢ do przedstawienia wynikow dotyczacych wojewodz-
twa $laskiego, to znaczy do wskazania wojewddztw najbardziej podobnych do
wojewodztwa $Slaskiego. Za wskazniki bedace podstawa analizy przyjeto: stope
bezrobocia rejestrowanego (dane miesigczne), stope naplywu bezrobotnych za-
rejestrowanych (dane miesigczne), przeci¢tne miesigczne wynagrodzenia brutto
w sektorze przedsiebiorstw wg PKD 2007 (dane krotkookresowe), ruch natural-
ny ludnosci (dane kwartalne). Dane niezbedne do przeprowadzenia badania zo-
staty pobrane z Banku Danych Lokalnych.

1. Teoretyczne i empiryczne podejscie do analizy falkowej

Narodziny teorii falkowej siegaja potowy lat 80. XX w., czyli okresu, w kto-
rym literatura naukowa dotyczaca przetwarzania sygnatow silnie rozwija zagad-
nienie dotyczace kwadraturowych filtrow lustrzanych (Quadrature Mirror Filtres,
QMF). Nalezy nadmieni¢, ze problem kwadraturowych filtrow lustrzanych zo-
stat zainicjowany w potowie lat 70. XX w. ,,Istotny wktad w rozwdj badan nad
kwadraturowymi filtrami lustrzanymi wnidst Vaidyan. Wprowadzit on struktury
kratowe do realizacji filtrow o skonczonej odpowiedzi impulsowej (ang. Finite
Impulse Response, FIR). Wykazatl réwniez, ze stanowig one skuteczng metode
parametryzacji i implementacji filtrow QMF oraz (...) ze struktura kratowa gwa-
rantuje idealng rekonstrukcje (ang. Perfect Reconstruction, PR) sygnatlu, bez
wzgledu na kwantyzacje wspolczynnikow, co czyni tg strukture idealng do ce-
16w optymalizacji (...)” [Stolarek, 2011].

Zwiazek pomiedzy teorig falek a kwadraturowymi filtrami lustrzanymi zo-
stat bardzo szybko dostrzezony przez naukowcow. Zaczeli oni rownolegle pra-
cowaé¢ nad paczkujacg dopiero teorig falkowa. Dostrzezono, ze kazda funkcja
skalujgca (funkcja bazowa przeksztatcenia falkowego) wraz z odpowiadajaca
jej falka tworzg bank kwadraturowych filtréw lustrzanych, jednak przeciwna
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zalezno$¢ nie musi by¢ prawdziwa (zob. wigcej w [Stolarek, 2011; Hadas-
-Dyduch, 2015b, 2016]). Pojawiajace si¢ w tamtym okresie artykuly naukowe
z zakresu analizy falkowej, wiasciwie artykuly zainicjowane kwadraturowymi
filtrami lustrzanymi, uznawane sg za poczatek wspotczesnej teorii falek. W 1984 r.
Morlet i Grossman wprowadzili do leksykonu matematycznego stowo wavelet,
czyli falka [Donghong i in., 2014; Sridhar, Kumar i Ramanaiah, 2013; Sundara-
rajan, 2016; Hadas-Dyduch, 2015a].

Analiza falkowa polega na dekompozycji szeregu na sktadowe bedace prze-
sunigetymi i przeskalowanymi wersjami pewnej funkcji zwanej falka podstawo-
wa. Funkcja matka jest funkcja, ktéra wycatkowuje si¢ do zera i ma jednostkowa
energi¢ [Walnut, 2013]. ,,Dekompozycja ta moze mie¢ rézny charakter w zalez-
nos$ci od rodzaju zastosowanej transformaty falkowej. W przypadku tzw. analizy
dyskretnej (...), ktora pojawia si¢ najczesciej w zastosowaniach prognostycz-
nych, efektem transformacji sg wspotczynniki falkowe zdefiniowane dla oktaw
czgstosci, co skutkuje oszczedna reprezentacja danych. Ponadto rozwazanie
wylacznie oktaw czgstosci moze by¢ uzasadnione w przypadku analizy proce-
sow ekonomicznych, dla ktorych — jak sie¢ wydaje — poslugiwanie si¢ przedzia-
tami czestosci, a nie pojedynczymi czgsto§ciami, nie powinno wiazac si¢ z nad-
mierng utratag informacji, co nastagpi w szczegoélnosci w przypadku procesow,
ktorych dynamika zalezy od diadycznej skali czasu” [Bruzda, 2012].

Najprostsza falka powstata juz w 1910 r. (falka Haara). Zwana byla pier-
wotnie rozwinigciem Haara od nazwiska tworcy falki — Alfreda Haara. Falki
Haara stanowig rodzing funkcji ortogonalnych i ortonormalnych [Graps, 1995;
Gomes i Velho, 2015]. Wykres falki Haara ilustruje rys. 1, gdzie wartosci tej
funkcji zostaty ograniczone tylko do punktéw, w ktorych falka Haara jest rozna
od zera.

-1 05 T 0.5 1 15 -1

Funkcja skalujaca Falka Haara

Rys. 1. Zestawienie funkcji skalujacej falki Haara oraz falki Haara

Zrédlto: Opracowanie wiasne.
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Matematycznie falke Haara przedstawiong na rys. 1 mozemy zapisa¢ jako
funkcje postaci [Lepik i Hein, 2014]:

1 dla X € [0, %)

HxX)=4-1 dia 1) - (1)

0 dla pozostatych x
Nalezy nadmieni¢, ze falka Haara jest najprostsza falka i nie ma wigkszego za-
stosowania praktycznego. Najczes$ciej wykorzystywana jest falka Daubechies,
przy czym dbl to falka Haara [Montefusco i Puccio, 2014].

W badaniach zaprezentowanych w artykule zastosowano falke Daubechies,
ktora, jak wcze$niej wspomniano, jest powigzana z falka Haara. Rodziny falek
Daubechies oznaczane sg odpowiednio: dbl, db2, db3, ..., gdzie dwie pierwsze
litery pochodza od nazwiska ich tworcy, a liczba oznacza stopien regularnosci
falki.

Ingrid Daubechies, autorka falki Daubechies, sformulowata, a nastepnie
udowodnila nastgpujace twierdzenie [Daubechies, 1990, 1992]:

Tw. Istnieje dokladnie jedyna funkcja @ : D — R spelniajqca nastgpujgce trzy

warunki:
D) o) = 1+\/_<0(2) 3+‘F oQr 1)+ 2= J_¢(2 L2+ 10 IW _3),
2) Y ok)=1,

keZ

3) p(r)=0dla r<0vr=>3.
gdzie:
_lpri. -
_{kz .keZ}, D:gpj :UDf'
je
Zwigzana z funkcjg skalujaca ¢ falka ¥ zadana jest wzorem [Daubechies,
1990; 1992]:

1+\/— 3+\/_ 3-43 1-4/3
4

p(r)=- p(2r =1+ p(2r )—— p(2r +1)+

l//(r):O dlar<-11lubr>2.

o(2r+2)

W ponizej zaprezentowanych badaniach wykorzystano transformatg funkciji,
ktora bez wzgledu na metode uzytg do rozszerzenia probki, a zarazem otrzyma-
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(n+1)

nia wspotczynnikow a,, ...,a .. , polega na zastapieniu 2N =2""" catkowi-

tych przesunig¢ funkcji skalujace;:

H(nsh) )

f(r)= 2 ap(r—k)

przez rownowazng kombinacje liniowych catkowitych przesunig¢ funkcji skalujg-
cej o([r/2]—k) ifalek w([r/2—1]—k) znizszego poziomu rozdzielczosci:

fr)= zaw Yo([r/2]-k)+ Za" Yw(r/2-11-k).

Wspolczynniki a(" " wskazuja nizszy poziom rozdzielczosci niz poczatkowe
wspotczynniki ak , ktore sa w tym wypadku rownowazne, tj. a(”) = g, [Dau-
bechies, 1990, 1992; Dooms i Daubechies, 2011].

2. Opis materialu empirycznego

Okres badawczy to lata 2010-2016. Analize oparto zardéwno na danych mie-
siecznych, jak i kwartalnych (w zaleznosci od dostgpnosci danych w BDL), tj.:

— stopa bezrobocia rejestrowanego — dane miesigczne z okresu 1.01.2011-
1.09.2016,

— stopa naptywu bezrobotnych zarejestrowanych — dane miesigczne z okresu
1.01.2013-1.04.2016,

— przecietne miesieczne wynagrodzenia brutto w sektorze przedsigbiorstw wg
PKD 2007 — dane miesigczne z okresu 1.01.2010-1.09.2016,

— ruch naturalny ludnosci — dane kwartalne z okresu 1.01.2010-1.04.2014.

Stopa bezrobocia rejestrowanego uwzglgdniona w badaniu jest obliczona
jako ,,(...) stosunek liczby bezrobotnych zarejestrowanych do liczby cywilnej
ludnosci aktywnej zawodowo (ogdtem oraz danej grupy), tj. bez os6b odbywaja-
cych czynna stuzbe wojskowa oraz pracownikoéw jednostek budzetowych pro-
wadzacych dziatalno$¢ w zakresie obrony narodowej i bezpieczenstwa publicz-
nego” [BDL].

Stopa naptywu jest obliczona jako stosunek ,,nowo zarejestrowanych bez-
robotnych do liczby cywilnej ludnosci aktywnej zawodowo, tj. bez 0s6b odby-
wajacych czynng stuzbe wojskowg oraz pracownikow jednostek budzetowych
prowadzacych dziatalno$¢ w zakresie obrony narodowej i bezpieczenstwa pu-
blicznego” [BDL].
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Dane miesigczne dotyczace wynagrodzenia to dane brutto, tj. facznie z za-
liczkami na poczet podatku dochodowego od o0séb fizycznych oraz od 1999 r. —
ze sktadkami na obowiazkowe ubezpieczenia spoteczne' (emerytalne, rentowe
i chorobowe) ptaconymi przez ubezpieczonego pracownika. Nalezy nadmienic,
ze dane w zakresie przecigtnych miesigcznych wynagrodzen dotycza podmiotow
gospodarczych sektora przedsigbiorstw, w ktérych liczba pracujacych przekra-
cza 9 osob; dane do 2011 r. nie obejmujg poczty publicznej oraz operatorow
telekomunikacyjnych sieci publiczne;.

3. Wyniki i wnioski z badania

Dla kazdego z 64 szeregdéw, prezentujacych dla poszczegolnych woje-
wodztw: stope naptywu bezrobotnych zarejestrowanych, przecigtne miesieczne
wynagrodzenia brutto, ruch naturalny ludnosci oraz stopg bezrobocia rejestro-
wanego, dokonano pigciopoziomowej dekompozycji falkowej, zgodnie z zasada
pokazang na rys. 2.

W badaniach zastosowano falke Daubechies, ktora jest falkg ciagla o zwar-
tym no$niku (wiecej o falkach w [Daubechies, 1990, 1992; Hada$-Dyduch,
2015a; 2015b]).

a, d2
a, d3
a, d4
as ds

Rys. 2. Pigciopoziomowa dekompozycja falkowa

Zrodto: Opracowanie whasne.

' Dane o $wiadczeniach spotecznych podaje si¢ w ujeciu brutto, tj. tacznie z zaliczkami na poczet
podatku dochodowego od 0s6b fizycznych [BDL, 20.11.2016].
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Z przeprowadzonych badan i analiz uzyskano nast¢pujace wnioski:
1) Ksztaltowanie si¢ ruchu naturalnego ludnosci w wojewodztwie §laskim jest
podobne do ksztattowania si¢ ruchu naturalnego w wojewodztwie pomor-
skim. Na rys. 3 i 4 pokazano dekompozycje¢ falkowa ruchu naturalnego tych
wojewoOdztw na trzecim, czwartym i pigtym poziomie rozdzielczosci. De-
kompozycja falkowa na pigtym poziomie jest najbardziej wygladzonym sze-
regiem i pokazuje dlugookresowe tendencje rozwojowe badanego zjawiska,
w analizowanym przypadku ruchu naturalnego Iudnosci. Jak wida¢ na rysun-
kach d5 (rys. 3 i 4), zard6wno w przypadku wojewodztwa $laskiego, jak i1 po-
morskiego nastgpil w drugim badanym okresie znaczny wzrost ruchu natu-
ralnego ludnosci. Jednakze w przypadku wojewodztwa §laskiego wzrost byt
zdecydowanie wyrazniejszy niz w przypadku wojewodztwa pomorskiego (d4).
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Rys. 3. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla ruchu
naturalnego ludno$ci w wojewodztwie pomorskim

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonych obliczen w programie Matlab.
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Rys. 4. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla ruchu
naturalnego ludnosci w wojewodztwie $laskim

Zrédlo: Opracowanie wiasne na podstawie przeprowadzonych obliczen w programie Matlab.
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2) Naptyw ludnosci w wojewoddztwie $laskim jest zblizony do naptywu ludnos$ci
w wojewoOdztwie dolnoslaskim i wojewoddztwie lubelskim, co wyraznie wi-
da¢ na przedstawionych ponizej rysunkach.
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Rys. 5. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stope naplywu bezrobotnych w wojewodztwie §laskim

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.
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Rys. 6. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stope naplywu bezrobotnych w wojewodztwie lubelskim

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.
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Rys. 7. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stope napltywu bezrobotnych w wojewodztwie dolno$laskim

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.

3) Zmiennos$¢ stopy bezrobocia w wojewodztwie $laskim jest najbardziej po-
rownywalna ze zmiennos$cia wystepujaca w wojewodztwach mazowieckim,
kujawsko-pomorskim, t6dzkim i §wigtokrzyskim.
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Rys. 8. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 1 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stope bezrobocia w wojewddztwie $laskim

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.
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Rys. 9. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stope bezrobocia w wojewddztwie mazowieckim

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.



Zastosowanie analizy falkowej do oceny podobienstwa... 167

Rys. 10. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 1 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stopg bezrobocia w wojewodztwie kujawsko-pomorskim

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.
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Rys. 11. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stope bezrobocia w wojewodztwie t0dzkim

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.
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Rys. 12. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 1 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego stopg bezrobocia w wojewddztwie swigtokrzyskim

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonych obliczen i symulacji w programie Matlab.
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4) Ksztattowanie si¢ zmienno$ci wynagrodzen w wojewddztwie $laskim jest
podobne do zmiennosci w wojewddztwach tddzkim, mazowieckim, podla-
skim i warminsko-mazurskim. Jak pokazano na rys. 13, od drugiego do po-
lowy trzeciego okresu nastgpowal sukcesywny wzrost wynagrodzen, ktory
nastgpnie nagle przerodzit si¢ w silny spadek (rys. 13 — db5).
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Rys. 13. Wyniki dekompozycji falkowej na 3, 4 i 5 poziomie rozdzielczosci dla szeregu
prezentujacego wynagrodzenia w wojewodztwie $laskim

Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie obliczen i symulacji przeprowadzonych w programie Matlab.

Podsumowanie

W artykule, stosujac jako narzedzie analiz¢ falkowa, wyznaczono woje-
wodztwa najbardziej podobne do wojewodztwa $laskiego w zakresie zmiennos$ci
analizowanych wskaznikow, takich jak: stopa naptywu bezrobotnych zareje-
strowanych, przecietne miesigczne wynagrodzenia brutto, ruch naturalny ludno-
$ci oraz stopa bezrobocia rejestrowanego. Analizy dokonano, korzystajac z wia-
snosci falki Daubechies (db2).

Otrzymane wyniki pokazuja, ze regionami najbardziej podobnymi do wo-
jewodztwa §laskiego w zakresie przeprowadzonych analiz sg wojewodztwa
todzkie i mazowieckie. Oba wojewddztwa charakteryzujg si¢ podobng zmienno-
$cig przecietnego miesiecznego wynagrodzenia brutto w sektorze przedsie-
biorstw wg PKD 2007 oraz stopa bezrobocia rejestrowanego. Przeprowadzone
badanie moze by¢ podstawa do badan w zakresie predykcji z wykorzystaniem
roznorodnych modeli, m.in. modeli opartych na falkach, np. [Hadas-Dyduch
i Hadas 2017; Hadas-Dyduch, 2015a, 2015b, 2015¢, 2016].

Nalezy nadmieni¢, ze narzgdzie zastosowane do badan przedstawionych
w artykule — falki — ma zaré6wno wady, jak i zalety. Wérdd korzysci nalezatoby
wymieni¢: hierarchi¢ i zalezno$¢ informacji, selektywnos$¢ informacji, upakowa-
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nie informacji, latwiejsza identyfikacje¢ informacji uzytecznej, sktadanie (synte-
z¢) informacji w réznej postaci, klasyfikacje jakosciows i ilosciowa. Falki nie sg
jedyna metodg do badania podobienstw pomig¢dzy rejonami, mozna by zastoso-
waé inne metody i modele, np. [Janiga-Cmiel, 2016; Strojny, 2016; Hadas-
-Dyduch, 2014].
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Bank Danych Lokalnych (BDL).

APPLICATION OF WAVELET ANALYSIS FOR RATE THE RELATIONSHIP
OF THE SILESIAN VOIVODESHIP WITH OTHER VOIVODESHIPS

Summary: The observed demographic changes show that the situation of population of all
Polish regions is difficult. The changes are reflected in the labor market, which in turn has
an impact on other markets. Given the importance and scale of the problem they are work-
ing, employment, unemployment, natural motion, investment etc. in the article attempts to
compare, in this context of individual regions to the Polish province of Silesia. The study
was based on the Daubechies wavelet. The key objective of the article was to distinguish
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the group of regions most similar to the Silesian Voivodeship. The theoretical and mathe-
matical considerations presented in the article were applied to analysis on real data.

Keywords: wavelet, correlation, unemployment, similarity, cointegration.



