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PORTFEL N-SKLADNIKOWY Z WARTOSCIA
BIEZACA DANA DYSKRETNA LICZBA ROZMYTA

Streszczenie: W artykule zaprezentowano analiz¢ portfela n instrumentéw finansowych
pod katem kumulacji ryzyka nieprecyzyjnosci. Ryzyko to ujete zostato poprzez repre-
zentowanie wartosci biezacej sktadnikow portfela przy pomocy dyskretnych liczb roz-
mytych. Badany model uwzglednia zar6wno przestanki racjonalne, jak i behawioralne
aspekty zachowania inwestora, ponadto obejmuje ograniczenia techniczne i technolo-
giczne systemdw wsparcia decyzyjnego. Praca zawiera opis metody konstrukcji portfela,
analiz¢ parametrow ryzyka nieprecyzyjnosci oraz przyktad numeryczny ukazujacy spo-
sob dziatania modelu. Wnioski z przeprowadzonej analizy dotycza w duzej mierze reak-
cji ryzyka nieprecyzyjnosci na zmian¢ ilo$ci i charakteru instrumentéw sktadowych
portfela.

Stowa kluczowe: warto$¢ biezaca, zbiory rozmyte, nieprecyzyjnosc.

JEL Classification: C44, C02, G10.

Wprowadzenie

Nieprecyzyjno$¢ informacji jest rozumiana jako wieloznaczno$¢ i nie-
ostros$¢, czyli niemozno$¢ rozpoznania pomiedzy kilkoma mozliwo$ciami oraz
niemozno$¢ rozpoznania pomiedzy informacja a jej zaprzeczeniem. Decyzje
inwestorskie sg obarczone zaréwno niepewnoscig przysztych wynikdw, jak
1 nieprecyzyjnoscig informacji, ktorymi inwestor kieruje si¢, podejmujac decyzje
inwestycyjne. Procz racjonalnych przestanek inwestor wykorzystuje wiedze
i do$wiadczenie, rézne systemy eksperckie, wlasne przekonania i otrzymane
informacje o rynku. Wszystkie te czynniki maja odbicie w okreslonej przez nie-
g0 wartos$ci biezacej instrumentow.



144 Joanna Siwek

Pojecie rozwazanej w pracy warto$ci biezacej, definiowanej jako rozmyte
zdyskontowane przyszile przeplywy pieniezne, zostalo po raz pierwszy w tej
formie wprowadzone przez Warda [1985]. Z czasem definicja zostala rozszerzo-
na [Buckley, 1987] i uogodlniona [Calzi, 1990]. Rozmyta arytmetyka finansowa,
oparta na tak wprowadzonym pojeciu, zajmowali si¢ m.in. Kuchta [2000, 2011]
i Lesage [2001].

Ze wzgledu na charakter dziatania sprzetu komputerowego, operujgcego na
zasadzie dyskretnych obliczen (co ma szczegélne znaczenie w przypadku High
Frequency Trading), jak rowniez ze wzgledu na charakter notowan gietdowych
oraz psychologicznej tendencji cztowieka do dyskretyzacji i przyblizania warto-
sci, celowym zdaje si¢ rozwazenie nieprecyzyjnosci w $wiecie dyskretnym.

Liczby rozmyte, rozpowszechnione przez Dubois i Prade’a [1980] staty si¢
popularnym narzedziem matematycznym w wielu dziedzinach wiedzy, w tym
rowniez w finansach. Szczegdlny ich przypadek, czyli zaproponowane przez
Voxmana [2001] dyskretne liczby rozmyte znajduja zastosowanie m.in. w mode-
lowaniu informacji niepetnej [Vicente Riera, Torrens, 2014, 2015]. Ze wzgledu
na fakt, ze zgodnie z przyjetymi dziataniami na liczbach rozmytych suma dwéch
dyskretnych liczb rozmytych nie musi by¢ dyskretng liczbg rozmyta, arytmetyka
dyskretnych liczb rozmytych nadal si¢ rozwija i stanowi pewne trudnosci inter-
pretacyjne [Casasnovas, Vicente Riera, 2006; Wang, Wen, 2007; Wang, Zhang,
Cui, 2008].

Wraz z rozwojem teorii zbioréw rozmytych oraz rozmytej matematyki fi-
nansowej wielu autoréw skupito swoja uwage na problemie rozmytego portfela
aktywow finansowych. Szczegdlng uwage nalezy zwroci¢ na prace takich auto-
row jak: Huang [2007a, 2007b, 2007c] oraz Wang, Zhu [2002] i Yan [2009].

Glownym celem niniejszego artykutu jest charakterystyka i analiza portfela
wielosktadnikowego uwzgledniajacego nieprecyzyjno$¢ informacji, ktorymi
kieruje si¢ inwestor, oraz ograniczeniami technicznymi i technologicznymi na-
rzedzi, ktoérymi sie poshuguje dla przypadku, kiedy wartos¢ biezaca instrumen-
tow jest modelowana dyskretng liczbg rozmyts.

1. Zalozenia i budowa modelu portfela

Uogodlniona liczba rozmyta R to rozmyty podzbior S(R) c R, okreslony
przez funkcje przynaleznosci pg: S(R) — [0,1], taka, ze:

Jxesr): Hr(x) =1 (D
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Yy nes@? X <Y <z = ugp(y) = minfug(x), uz(2)} (2)

Zbiér S(R) nazywamy nosnikiem uogolnionej liczby rozmytej R.

Rozwazmy pare uogolnionych liczb rozmytych (Q, R) z funkcjami przyna-
leznosci pg: S(Q) — [0,1] i ug: S(R) - [0,1] odpowiednio. Zgodnie z zasada
rozszerzenia [Zadeh, 1965], suma Q @ R jest rowniez uogdlniong liczba rozmy-
ta z funkcjg przynaleznosci pig: S(Q + R) — [0,1], gdzie:

S(Q+R) = {Z ER: EI(x,y)ES(Q)XS(R): zZ=x+ y} 3)
Ho+x(2) = max{min{uy (x), ur M}}, (x,y) €SQ) X SR),z=x+y (4

Analogicznie, mnozenie uogoélnionej liczby rozmytej R przez skalar r € Rt
definiujemy jako iloczyn r®R z u,gx: S(r - R) —= [0,1], gdzie:

S(T R) = {Z e R: ElyES(.’R): Z=7T y} (5)

Hr2(2) = iz (%), N

Dyskretne liczby rozmyte zostaly wprowadzone przez Voxmana [2001].
Stanowig one przypadek uogolnionych liczb rozmytych R, dla ktérych nosnik
jest zbiorem skoficzonym S(R) = {xf, %, ..., x,ﬁ}.

W literaturze przedmiotu, ze wzgledu na intuicyjnos$¢ i tatwos¢ zastosowa-
nia, stosuje si¢ gtownie trapezoidalne liczby rozmyte. Trapezoidalna uogoélniona
liczba rozmyta to czworka T(a, b, ¢, d), z funkcja przynaleznosci dang wzorem
w:S(T(a,b,c,d)) - [0,1]:

xX—a
( , dla a<x<bh
b—a

pur(xla,b,c,d) =<1, dla b<x<c (7)
x—d

- <x<
g dla c<x<d

Trapezoidalng dyskretna liczbe rozmyta definiujemy za Voxmanem jako
czworke DT(a, b, c,d) z nosnikiem S(DT(a,b,c,d)) = {xq, x5, ..., X}, i funk-
cja przynaleznosci u: S(R) — [0,1], taka, ze:

X — dla a<x, <b
h—a’ a a=sXxg=
¥ et upr(xila, b, c,d) =< L, ; dla b<x,<c (8)
xk -
_ dl < <d.
p— a c<x

Rozwazmy dowolny instrument finansowy A z warto$cig biezaca PV dana
dyskretng liczbg rozmyta z noénikiem S(PV) = {xq, x5, ..., x,}, reprezentowana
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przez swoja funkcje przynaleznosci p: R — [0,1]. Warto$¢ przyszta tego instru-
mentu opisana jest zmienng losowa V7: Q - R.

Dla danego t € T, przy zatozeniu prostych stop zwrotu r € R funkcja przy-
naleznos$ci p: R - [0,1] rozmytego zwrotu z instrumentu (R) wynosi:

Vi) - x\ V(o)
_'u(1+r

p(r, ) = max (u(xi): r= ) ©)

i

gdzie x; € {x1, X3, ..., X, }. Noénik stopy zwrotu z portfela (R) to:

S(R) = {r € R: 3x; € S(PV): 7 = W} (10)
L

Tak okreslony zwrot z instrumentu o wartosci biezacej danej dyskretng
liczbg rozmyta jest rowniez dyskretng liczbg rozmyta, jednakze zwrot z instru-
mentu o wartosci biezacej danej konkretnie trapezoidalng liczba rozmyta nie
zachowuje ksztattu tej liczby.

Zatozenia badanego modelu, nawiazujace do teorii Markowitza [1952] oraz
modeli zaprezentowanych w pracach Piaseckiego i Siwek [2015] oraz Siwek
[2015, 2016] sg nastepujace:

— przyjmujemy proste stopy zwrotu o rozktadzie normalnym N (7, o),
— warto$¢ przyszta jest zmienna losowa ¥, (w) = Vg - (1 + 7 (w)),
— warto$¢ biezaca jest reprezentowana przez dyskretng liczbg rozmyta.

Rozwazmy teraz przypadek n-sktadnikowego portfela m, ztozonego z in-
strumentéw finansowych A;,i = 1,...,n o wartosciach biezacych PV;, danych
dyskretnymi liczbami rozmytymi reprezentowanymi przez funkcj¢ przynalezno-
$ci y;: R - [0,1]. Wtedy, zgodnie z zasadg rozszerzania Zadeha, funkcja przy-
nalezno$ci p: R = [0,1] do zbioru rozmytego odpowiadajacego wartosci bieza-
cej portfela ztozonego z tych instrumentow ma postac:

max

p(x) = x=Y x; min (u; (x;)) (11)
x;€S(PV}),i=1,..,n

gdzie x € S(PV) i no$nik PV dany jest zbiorem:
Vi(w)—x;
S(PV) = {x1, %z, -, Xm} = S(R) = {1 € R: Ixzespyyr = %} (12)

Zakladamy, ze dla kazdego instrumentu A; (i = 1,2, ...,n) znamy rozklad
prawdopodobiefistwa prostej stopy zwrotu 7: Q — R dla PV réwnej cenie ryn-
kowej C;. Identycznie jak Markowitz zaktadamy, ze n-wymiarowa zmienna lo-
sowa (1"}1'1"}2, e, FT ma laczny rozktad normalny N((r_l, oy s T) T, Z). Ocze-

kiwany zwrot R; wyznaczony dla tak oszacowanej PJ jest rozmytym zbiorem
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probabilistycznym reprezentowanym funkcja przynaleznosci p; € [0; 1]R*? i =

=12, ..,n:

w-x_ (Vi
pir, @) = max{p(0):r = ML = (1&"3) =@ V) (3)

PV portfela m, z funkcja przynalezno$ci dang wzorem (11), jest opisana, jako:
PV = U PV, (14)

2. Czynnik dyskontujacy

Funkcja n7; € [0; 1]® okre$lona za pomocg toZsamosci:

ni(v,w) = p;(r,w) = max {#i(x):r = W} = <Ztg_wr)> (15)

jest funkcjg przynalezno$ci czynnika dyskonta D; € F(R) wyznaczonego za
pomocg oczekiwanej stopy zwrotu R; € F(R). Wyznaczony powyzej oczekiwa-
ny czynnik dyskonta D; € F(R) jest rowniez dyskretng liczbg rozmyta. Zacho-
wuje on charakter rozmycia stopy zwrotu z instrumentu, co znacznie ulatwia
obliczenia, szczeg6lnie miar ryzyka nieprecyzyjnosci.

Ryzyko wieloznacznosci obarczajace oczekiwany czynnik dyskonta
D; € F(R) oceniamy za pomocg energii [De Luca, Termini, 1972] w postaci
podanej przez Czogate, Gottwalda i Pedrycza [1982]. Miara ta jest rowna:

d(Dy) = Z pi (r) (16)
reS(R;)
Ryzyko nieostro$ci obarczajace oczekiwany czynnik dyskonta D € F(R) oce-
nia¢ bedziemy za pomocg entropii [De Luca, Termini, 1972]:
e(Dy) = Z min(p;(r),1 — p;(r)) (17)
r€S(R;)

Czynnik dyskonta portfelaD € F(R) wyznaczony za pomocg oczekiwanej
stopy zwrotu R € F(R) jest okre$lony funkcjg przynaleznosci:

1(v,0) = pr,w) = max {u(a):r = L7} = (1) (s)

X 1+r

Wyznaczony powyzej oczekiwany czynnik dyskonta jest rowniez dyskretng
liczba rozmyta.

Ryzyko wieloznaczno$ci obarczajgce oczekiwany czynnik dyskonta portfe-
la D € F(R) i mierzone energig wyraza si¢ wzorem:
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a) = Z p(r) (19)
T€S(R)
Ryzyko nieostroéci obarczajace oczekiwany czynnik dyskonta z portfela
D € F(R) mierzone entropig w postaci danej przez Kosko [1990] wynosi:

e@)= ) min(p(r),1 - p(r) 20)
reS(R)

Celowym jest wigc zastgpienie obliczen na rozmytej stopie zwrotu oblicze-
niami na oczekiwanym czynniku dyskontujagcym. Otrzymujemy, ze pomigdzy
miarami portfela wystepujg nastepujace zaleznosci:

d(D) = min (d(Dy),d(Dp), ..., d(Dy))

(21)
e(D) = min (e(Dl), e(D,), ...,e(Dn))

3. Zadanie maksymalizacji

Ze wzgledu na rézne reakcje poziomu ryzyka nieostro$ci mierzonego ener-
gig 1 entropig wzgledem ryzyka niepewnosci mierzonego wariancjg podczas
konstrukcji portfela wskazuje sie na celowo$¢ modyfikacji zadania maksymali-
zacji zysku i minimalizacji ryzyka dla portfela n-sktadnikowego z warto$cia
biezacg dang liczbg rozmyta o skonczonym nos$niku. W przypadku danych pre-
cyzyjnych [Markowitz, 1952] zadanie takie ma postac:

— P1,P2s -, Pn € RT —udzialy instrumentéw w portfelu,
- 1,72, ..., Ty € R—stopy zwrotu z instrumentow sktadowych portfela,
- 04,0y, ...,0, € Rt —ryzyko mierzone odchyleniem standardowym,
— d — zadany poziom ryzyka.
E(piry + par2 + -+ +pnty) — max
P10y + P20y + - +ppoy < d (22)
p1+pzttpp =1

W przypadku uwzglednienia nieprecyzyjnosci wartosci biezacej, a tym sa-
mym nieprecyzyjnosci wyznaczenia zwrotu z portfela, zadanie to ulega pewnej
modyfikacji. Ze wzglgdu na definicje dziatan na dyskretnych liczbach rozmy-
tych mozemy sprawdzi¢, ze maksymalizacja wartosci oczekiwanej zwrotu
z portfela jest rtownowazna maksymalizacji $redniej prostych stop zwrotu przy-
nalezacych do nosnika stopy zwrotu z portfela:

E(p1R1 D p2R, B ... B pyR,) — max & Z r — max (23)
T€S(R)
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Rozwazmy warto$¢ oczekiwang stopy zwrotu z portfela E(p; Ry @ p,R, D
.. @ prRy). Latwo zauwazy¢, Ze jest ona liczba rozmyta. Jako maksimum dys-
kretnej liczby rozmytej bedziemy traktowaé wielkosé:

Max{R{,R;, ...,Rp} ={z:z = m;lx

Tym samym, zadanie optymalizacji zysku przyjmuje ostatecznie postac:
— D1, D2 -, Pn € RT —udziaty instrumentéw w portfelu,
— Ry, Ry, ..., R, € R - stopy zwrotu z instrumentdéw sktadowych,
- 04,0y, ...,0, € Rt —ryzyko mierzone odchyleniem standardowym,
- d(D;) € R*,i = 1,2, ...,n — ryzyko mierzone energig czynnika dyskonta,
- e(D;) € RY,i =1,2,...,n —ryzyko mierzone entropig czynnika dyskonta,
— 41,92, q3 — zadany poziom ryzyka niepewnosci, wieloznacznosci i nieostrosci.

Z r= z P1Tyj + Palzj + o +Pplyj — max
TeS(R) 7i;€S(R;)
P10y + P203 + - +Ppon = q4
p1d(D1) + p2d(D3) + -+ +ppd (D) < q;
p1e(Dy) + pye(D;) + -+ +ppe(Dy) < g3
P1t P2+ 4pn =1

rij,rij € Rl} (24)

(25)

4. Studium przypadku

W programie Matlab przeprowadzono symulacje zachowania portfela

w przypadku n = 4 instrumentéw sktadowych. Przy jednostce dyskretyzacji
0,001 przyjeto nastepujace zatozenia o warto$ciach biezacych. PV dla:
— A, dana jest dyskretna przez DT (55,02; 74,14; 75,30; 87,59),
— A, dana jest przez DT(20,77; 22,93; 25,18; 30,12),
A; dana jest przez DT (19,48; 30,56; 34,15; 84,43),
A, dana jest przez DT (22,77; 29,23; 41,98; 43,57).

Funkcje przynaleznos$ci do rozmytych wartosci biezacej i zwrotéw z in-
strumentow A; oraz portfela przedstawione sa na rysunkach ponize;.
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Rys. 1. Funkcje przynaleznosci dla proponowanych wartosci biezacych instrumentow A;
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Rys. 2. Funkcja przynaleznosci PV portfela ztozonego z instrumentow A;

Zatézmy, ze dana jest dwuwymiarowa zmienna losowa (7! 72,73,7%)
o rozktadzie tacznym N((0,7447; 0,1890; 0,6868; 0,1835)",X). Macierz kowa-
riancji tej zmiennej ma postac:

0,3685 0,8153 1,1861 0,8927
5 = 0,8153 0,6256 1,4205 0,6140 (26)
11,1861 1,4205 0,7802 10,4319
0,8927 0,6140 0,4319 0,0811
Wariancja instrumentow sktadowych i portfela wynosi:
01 0, 03 04 o @7)
0,3685 0,6256 0,7802 0,0811 0,7558

Dla podanych instrumentéw i zbudowanego z nich portfela wyznaczamy
oczekiwane stopy zwrotu. Sg one dyskretnymi liczbami rozmytymi.
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W kolejnym kroku dla podanych instrumentéw i zbudowanego z nich port-
fela wyznaczamy oczekiwane czynniki dyskontujgce. Sg one trapezoidalnymi
dyskretnymi liczbami rozmytymi.
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Rys. 5. Funkcja przynaleznosci dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego z portfela
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Korzystajac z (16) i (19), wyznaczmy miary energii dla oczekiwanego
czynnika dyskontujacego kazdego z instrumentdéw osobno oraz portfela:

d(D,) d(D;) d(Ds) d(D,) d(D)
0,1294 0,2028 0,6279 0,3980 0,2883

(28)

Miary entropii dla oczekiwanego czynnika dyskontujacego kazdego z in-
strumentow oraz dla portfela wedtug (17) i (20) ksztattuja si¢ nastgpujaco:

e(D;) e(D,) e(D3) e(Dy) e(D) (29)
0,333 0,333 0,333 0,333 0,333

Tym samym, otrzymujemy, ze dla przypadku czynnika dyskontujgcego:
03 <02 <0i<0’<o}
di<d,<d<dy<d; (30)
e=el=ez=e3=e4
Z otrzymanych zaleznosci wynika, ze miara energii dla portfela jest warto-
$cig posrednig pomigdzy miarami energii dla instrumentéw. Entropia jest wiel-
koscig stalg dla rozwazanego czynnika dyskontujacego.

Podsumowanie

W przypadku portfela n-sktadnikowego z wartoscig biezacg sktadnikow da-
ng dyskretng liczba rozmyta otrzymali§my nast¢pujace wnioski:

— dywersyfikacja portfela zmniejsza ryzyko niepewno$ci wyrazone wariancja,

— ryzyko wieloznaczno$ci wyrazone energig czynnika dyskontujacego jest war-
toscia posrednia wzgledem wartos$ci dla poszczegdlnych sktadnikow,

— ryzyko nieostrosci wyrazone energia czynnika dyskontujgcego jest niewraz-
liwe na dywersyfikacje portfelows.

W zwigzku z tym niewlasciwe jest traktowanie ryzyka portfela jako wia-
sno$ci jednorodnej, celowe jest natomiast jego rozwazanie w kategoriach troja-
kiego ryzyka. Argumentem potwierdzajacym te sugesti¢ sg odmienne zachowania
ryzyk na konstrukcje portfela rozwazone w przyktadzie. Powodem nieusuwalnosci
nawet czesci ryzyka nieostrosci i wieloznacznosci w portfelu n-sktadnikowym
z podanymi warto$ciami biezagcymi jest niezalezno§¢ wyznaczania miar energii
1 entropii zwrotu z portfela od ilosci instrumentéw w portfelu. Z tego powodu,
nawet jezeli przejdziemy do granicy n — oo, ryzyka nie ulegng zmniejszeniu.

Wartym zauwazanie jest rowniez fakt, ze miary energii i entropii dla czyn-
nika dyskontujacego stanowia wdzigczne narzedzie pomiaru ryzyka wieloznacz-
nosci i nieostrosci w portfelu. Duzg zaleta czynnika dyskontujacego jest fakt, ze
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ma on takg samg form¢ jak warto$¢ biezgca instrumentow sktadowych portfela.
Tym samym miary jego energii i entropii sa znacznie tatwiejsze do obliczenia.
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MULTIPLE ASSET PORTFOLIO WITH PRESENT VALUE GIVEN
AS A DISCRETE FUZZY NUMBER

Summary: In the paper we present a vast analysis of a n-asset portfolio of financial
instruments regarding the imprecision risk accumulation. The mentioned risk is mod-
elled by present values of the assets being given as discrete fuzzy numbers. The re-
searched model encompasses both rational and behavioural aspects of investor’s decision
process as well as technical and technological limits of expert systems. Presented work
include methods of portfolio construction, imprecision risk parameters’ characteristics,
risk minimization problem and academic example illustrating model’s mechanics. Con-
clusions from performed analysis are connected mostly with the imprecision risk re-
sponse to a change in the number and character of portfolio assets.

Keywords: present value, fuzzy sets, imprecision.



