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IDENTYFIKACJA CHAOSU DETERMINISTYCZNEGO
NA PODSTAWIE LICZBY NAJBLIZSZYCH SASIADOW

Streszczenie: Narzedzia stuzace do identyfikacji chaosu, pozwalaja zwykle na wykrycie
jedynie pojedynczego atrybutu dynamiki chaotycznej, np. wrazliwo$ci na zmiang wa-
runkow poczatkowych, zatem przeprowadzenie bardziej wnikliwej analizy danych wy-
maga uwzglednienia uzupetniajacych si¢ metod. Celem artykutu bedzie identyfikacja
chaosu deterministycznego na podstawie lokalnej aproksymacji wielomianowej, naj-
wigkszego wykladnika Lapunowa oraz wspolczynnika DETM. W badaniach wykorzy-
stane zostana finansowe szeregi czasowe utworzone z cen zamknigcia wybranych indek-
sow gietd swiatowych.

Stowa Kkluczowe: chaos deterministyczny, szeregi czasowe, lokalna aproksymacja
wielomianowa, wyktadnik Lapunowa, wspotczynnik DETM.

Wprowadzenie

Analiza bledow ex post prognoz otrzymanych w wyniku zastosowania lo-
kalnej aproksymacji wielomianem stopnia pierwszego, moze by¢ wykorzystana
do identyfikacji chaosu deterministycznego w szeregach czasowych. Istota ta-
kiego badania jest (nieudowodniona formalnie) hipoteza, iz w przypadku szere-
gbéw chaotycznych, najnizsza warto$¢ bledow prognozy uzyskuje si¢ dla nie-
wielkich warto$ci liczby najblizszych sasiadow K, wykorzystanych do
oszacowania wspotczynnikow wielomianu aproksymujacego. W przeciwnym
razie, tj. gdy najdokltadniejsza prognozg otrzymamy dla duzej liczby najbliz-
szych sasiadow, szereg jest realizacja liniowego procesu autoregresyjnego. Po-
srednie warto$ci K wskazuja na konieczno$¢ zastosowania pewnego nieliniowe-
go modelu stochastycznego [Casdagli, 1992; Orzeszko, 2005].
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Celem artykutu jest klasyfikacja szeregéw czasowych, tj. odroznienie de-
terministycznych szeregdw czasowych od losowych, na podstawie lokalnej
aproksymacji wielomianowej, najwigkszego wyktadnika Lapunowa oraz wspot-
czynnika DETM. W badaniach wykorzystane zostaty finansowe szeregi czaso-
we, utworzone z cen zamknigcia wybranych indeksow gietd §wiatowych oraz
szereg chaotyczny wygenerowany przez odwzorowanie logistyczne.

1. Identyfikacja chaosu deterministycznego

Istnieje wiele réznych narzedzi, pozwalajacych na identyfikacje chaosu de-
terministycznego w szeregach czasowych. Najczgsciej stosowanymi w bada-
niach metodami sa: najwigkszy wykladnik Lapunowa, wymiar korelacyjny, test
BDS oraz analiza przeskalowanego zakresu R/S. Do mniej znanych naleza m.in.
wspotczynnik DETM oraz metoda opierajaca si¢ na modelu lokalnej aproksy-
macji wielomianowej. Poniewaz metody identyfikacji chaosu pozwalaja zwykle
na wykrycie jedynie pojedynczego atrybutu dynamiki chaotycznej, np. wrazli-
wosci na zmiang warunkow poczatkowych, zatem przeprowadzenie peinej anali-
zy danych wymaga uwzglednienia uzupetniajacych si¢ metod.

1.1. Wspolezynnik DETM

Wspotczynnik DETM [Nowinski, 2007] pozwala oceni¢, w jakim stopniu
zrekonstruowany uktad dynamiczny zachowuje wilasno$¢ ciaglosci procesu
w przestrzeni standw. Jego podstawa jest twierdzenie Takensa o zanurzeniu [ Ta-
kens, 1981]:

Twierdzenie Takensa o zanurzeniu [Orzeszko, 2005; Zawadzki, 1996]:

Niech M bedzie zwarta, m wymiarowa rozmaito$cia rézniczkowa. Dla par
(f. h), gdzie f € Diff (M, M) he C* (M, R) whasnoscia generyczna' jest, ze dla
d > 2m + 1 odwzorowanie ® jest zanurzeniem, tj. dyfeomorfizmem?® klasy C'
odwzorowujacym M na @ ,(M).

Pojecie ,,wlasnosci generycznej” oznacza w tym przypadku, ze zbior par (f, &), dla ktérych @
jest zanurzeniem, tworzy zbior otwarty i gesty w odpowiedniej przestrzeni funkcji [Zawadzki,
1996, s. 206].

Odwzorowanie f: ©+" #3" nazywamy dyfeomorfizmem klasy C", (r > 0), jezeli jest odwracalne
oraz fif " naleza do C".
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Odwzorowanie @ : M — R‘R przeksztalca stany systemu w d-wymiarowe
rr s g od , .. . .
wektory opOznien X, —(X,,x,,,,---,xt,(d,l),) (zwane roéwniez d — historiami)

zgodnie ze wzorem:
;1) (x) = [0, B (D ()] (1)

tzn. (D(x(t)) = )?,d , gdzie d jest wymiarem zanurzenia i 7 jest pewna liczbg natu-
ralng, zwang opdznieniem czasowym.

Powyzsze twierdzenie glosi, ze dla d > 2m + 1 przestrzenie (M, f) i (D(M), F)
sq dyfeomorficzne (gdzie funkcja F : RY - R? opisuje dynamike d-historii, ze
F )AC,d = )ACZH ). Funkcje F okresla sie jako funkcje topologicznie sprzezona’
z pierwotng funkcja £, co oznacza m.in. ze odwzorowanie F' zachowuje wlasnos¢
ciaglosci trajektorii w przestrzeni stanéw. Zatem dla kazdej pary punktow (x;, x;)
zrekonstruowanej przestrzeni spetniony jest warunek:

v 3 ‘xl_—xjH<0{:>HF(xl.)—F(xj1‘<ﬂ 2)

£>0 a>0

gdzie ”" jest norma euklidesowa, mierzaca odlegto$¢ migdzy wektorami. Wia-
sno$¢ ta pokazuje, ze obrazy bliskich punktow uktadu musza znajdowac sig tak-
ze blisko siebie w zrekonstruowanej przestrzeni stanow. Ciaglto§¢ odwzorowania
jest cecha procesow deterministycznych i moze by¢ wykorzystana do odroznia-
nia procesOw losowych od chaotycznych [Miskiewicz-Nawrocka, 2012].

Algorytm wyznaczania wspotczynnika DETM dla szeregu obserwacji
{x1, X2, ..., Xy} przebiega wedtug nastgpujacych krokow:

Krok 1. W zrekonstruowanej przestrzeni standw wyznaczamy najblizszego
sasiada fC,f punktu fctd = (xt B RPN ) ,k#t, k=d, ..., N, ktory minimali-
zuje odleglos¢ euklidesowa wektora fctd od wszystkich wektorow w tej samej
d-wymiarowej przestrzeni.

Krok 2. Nastepnie wyznaczamy najblizszego sasiada fc,fﬂ obrazu punktu

d

~Ad A
X, 0. X,,.

3 Odwzorowania /: X — XiF : Y — Y, gdzie X, Y sa przestrzeniami metrycznymi, nazywamy to-
pologicznie sprz¢zonymi, jesli istnieje homeomorfizm 4 : X — Y taki, ze dla kazdego x € X zachodzi

f
X - X
ho f =F oh,tzn. nastepujacy diagram A \2 4 I jest przemienny [Zawadzki, 1996, s. 43].
F
Yy - Y
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Krok 3. Dla a = = 0,30, gdzie o jest odchyleniem standardowym odle-
glosci miedzy punktami w zrekonstruowanej przestrzeni standow, wyznaczamy
zbiodr Z par najblizszych sasiadow, dla ktorych spetniony jest warunek

<p 3)

ad  ad
% P R S
h:X->Y

Krok 4. W kolejnym kroku obliczamy wspotczynnik DETM [Nowinski,
2007, s. 149] ze wzoru:

Ad ~Ad
# -%|<a=

DETM =—%
+1)d “)

gdzie Z oznacza moc zbioru:

7 ={3",%): < )

N jest liczba obserwacji szeregu, za$ d jest wymiarem zanurzenia.

~d ~d
Xt — Xkq

~d ~d
¢ i <am

Wartos¢ wspotczynnika DETM oblicza sig dla roznych wartosci wymiaru za-
nurzenia. Szereg czasowy jest szeregiem deterministycznym jesli wraz ze wzro-
stem warto$ci wymiaru zanurzenia, wartos¢ wspolczynnika DETM jest wigksza od
zera. Dla procesow Scisle chaotycznych mozna ustali¢ doktadna zalezno$¢ miedzy
wartosciag DETM a wymiarem zanurzenia, za$ dla dowolnych procesow determini-
stycznych jest to niemozliwe [Miskiewicz-Nawrocka, 2012, s. 99].

1.2. Najwigkszy wykladnik Lapunowa

Wyktadniki Lapunowa sa miarag wrazliwosci uktadu dynamicznego na
zmiang warunkow poczatkowych. Dodatnia warto$¢ najwiekszego wyktadnika
Lapunowa A,,,.x jest bardzo czgsto uznawana za warunek konieczny i wystarcza-
jacy, jesli chodzi o obecno$¢ chaosu w uktadzie dynamicznym.

H. Kantz [1994], M.T. Rosenstein i inni badacze [1993] zaproponowali al-
gorytm wyznaczania charakterystyki Ama:

Krok 1. Wyznaczy¢ zbiory Z,, ztozone z K najblizszych sasiadow )ACZ wek-
torow opdznien )?td , spetniajacych warunek |t —¢| > {, gdzie f jest ustalona licz-
ba naturalng. Dodany warunek zwigksza prawdopodobienstwo, ze znaleziony
sasiad nie bedzie nalezal do trajektorii wektora )AC,d .
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Krok 2. Obliczy¢:
RO)=% D o =X |y = 120 M =01, i (6)
)’E;;EZ/ )

gdzie: M = N — (d — 1)1, nmax jest ustalona liczba naturalna, okreslajaca liczbg
iteracji.
Krok 3. Wyznaczy¢ $rednia z r,(i) po wszystkich d — historiach:
M

r, = 2.r,(t) (7)

=1
Krok 4. Najwigkszy wyktadnik Lapunowa jest wspolczynnikiem regres;ji:

In(7,) = In(rp) + Amaxh? (8)

1.3. Lokalna aproksymacja wielomianowa

Wyznaczenie przyszlych warto$ci chaotycznych szeregdw czasowych, opie-
ra si¢ na wspomnianym juz twierdzeniu Takensa o zanurzeniu, z ktérego wyni-
ka, iz dla odpowiednio duzej wartosci wymiaru d istnieje funkcja Fr : R — R,
spetniajaca warunek [Jimenez i in., 1992]:

Xyer = F7 (xN s XN-r 'xN—Zr""xN—(d—l)r) )

W metodzie predykcji zwanej lokalna aproksymacja wiclomianowa, za

funkcje Fr przyjmuje si¢ najczesciej d — wymiarowa funkcje wielomianowa
stopnia pierwszego, tj.:

FT(xl,xz,...,xd)zoc0 +a,x, +o,x, +.ta,x, (10)

W celu oszacowania parametrow ¢; wielomianu (10) stosuje si¢ klasyczna
metode najmniejszych kwadratow. Przeprowadza si¢ ja na podstawie nastgpuja-
cych par:

(%%, ) i=1.2, ... & (11)

. ad o . . N . : : .
gdzie X, sanajblizszymi sasiadami wektora x,‘f, w sensie metryki euklidesowe;.

W przypadku, gdy liczba najblizszych sasiadow K jest mniejsza od liczby
wszystkich dostepnych wektoréw opoznien, mamy do czynienia z lokalna aproksy-
macja. Jesli za§ K = N — (d — 1)z, procedura aproksymacji wielomianem stopnia
pierwszego sprowadza si¢ do zastosowania regresji liniowej. Wiasciwy wybor licz-
by najblizszych sasiadow ma, podobnie jak doboér parametréow rekonstrukeji prze-
strzeni standw (d, 7), istotny wpltyw na jakos¢ prognozy. Najbardziej odpowiednia
warto$¢ K zalezy m.in. od liczby dostgpnych wektoréw opoznien, a takze od prze-
biegu funkcji w otoczeniu prognozowanego stanu [Orzeszko, 2005].
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Algorytm wyznaczania liczby najblizszych sasiadow zaproponowany
w 1994 r. przez L.A. Smitha [1994, s. 372] przebiega wedtug nastgpujacych eta-
pow [Orzeszko, 2005, s. 69]:

Krok 1. Wybra¢ K’ najblizszych sasiadow wektora fc]‘f, , tak aby byli odpo-
wiednio oddaleni w czasie od siebie i X% .

Krok 2. Dla kazdego z wybranych punkéw K’ (dla réznych wartosci K)
zbudowa¢ osobne predykatory i obliczy¢ btedy prognoz ex post.

Krok 3. Nastepnie dla kazdego K, oszacowaé oczekiwany btad prognozy
wektora fcff, jako sume bledow prognoz otrzymanych dla rozwazonych punktdw.

Krok 4. Ostatecznie wlasciwym wyborem liczby najblizszych sasiadow

K jest wartos¢, dla ktorej minimalizowany jest oczekiwany btad prognozy.

Dodatkowo wyniki prognozowania lokalna aproksymacja wielomianowa
mozna wykorzysta¢ do identyfikacji chaosu deterministycznego w szeregach

czasowych [Casdagli, 1992; Orzeszko, 2005, s. 69]:

e szereg czasowy ma charakter chaotyczny, jesli zastosowanie niewielkiej licz-
by najblizszych sasiadow K, wykorzystanych do oszacowania wspotczynni-
kow lokalnego wielomianu aproksymujacego, prowadzi do najdoktadniej-
szych prognoz,

e szereg czasowy jest realizacja liniowego procesu autoregresyjnego, jesli dla
duzych wartosci K uzyskuje si¢ najmniejsze btedy,

e posrednie wielko$ci parametru K sugeruja potrzebe rozwazenia pewnego nie-
liniowego modelu stochastycznego.

2. Przedmiot i przebieg badania

Przedmiotem analizy w niniejszym artykule sg zarowno dane finansowe,
jak i wygenerowany szereg chaotyczny. Rzeczywiste szeregi czasowe® utworzo-
no z cen zamknigcia wybranych indekséw gietd §wiatowych, tj. CAC40 (CAC)
— indeks na Gieldzie Paryskiej, FTSE250 (FTM) — indeks gietdy w Londynie,
HANGSENG (HSI) — indeks na Gieldzie Papierow Warto$ciowych w Hongkon-
gu, NIKKEI225 (NKX) — indeks na Tokijskiej Gieldzie Papierow Wartoscio-
wych, S&P500 (SPX) — indeks gietdy w Nowym Jorku oraz WIG — indeks Giet-
dy Papierow WartoSciowych w Warszawie. Dane rzeczywiste obejmuja okres od
3.01.2000 r. do 26.08.2013 r. Dlugos$¢ analizowanych szeregéw finansowych po-

* Dane pochodza z archiwum notowan Gieldy Papierow Wartosciowych w Warszawie, dostep-
nych na stronie internetowej www.gpwinfostrefa.pl [www 1].
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zwala na otrzymanie wiarygodnych rezultatow. Przeanalizowano obserwacje,
ktore byly dziennymi logarytmicznymi stopami zwrotu.

Dodatkowo badaniu poddano szereg chaotyczny, wygenerowany przez od-
wzorowanie logistyczne, ktory stanowit punkt odniesienia do interpretacji wyni-
kow otrzymanych dla danych ekonomicznych. Szereg ten sktadat si¢ z 3 tys. ob-
serwacji i zostal skonstruowany nastepujaco:

e [ogist — szereg wygenerowany przez odwzorowanie logistyczne:

Sx) = x1 = 4x(1 — x) (12)
dlax,=0,7.
Identyfikacja chaosu deterministycznego w badanych szeregach czasowych
przebiegala wedlug nastepujacych krokow:
1. Rekonstrukcja przestrzeni stanow metoda opdznien — utworzenie d-historii.
2. Identyfikacja chaosu deterministycznego:
e oszacowanie najwigkszego wyktadnika Lapunowa,
e oszacowanie wspolczynnika DETM,
e prognozowanie metoda lokalnej aproksymacji wielomianowej — ocena ja-
ko$ci wyznaczonych prognoz wzglednym btgedem predykc;ji:

N{+N,
o, =l\/N;2 3 (o, =%, )" -100% (13)
o T=N,+1

gdzie: xr jest rzeczywista warto$cia badanej zmiennej w momencie 7, X, jest

prognoza wartosci zmiennej w momencie 7, o jest odchyleniem standardowym
szeregu obserwacji, NV, jest liczba naturalng oznaczajaca odleglo$¢ okresu pro-
gnozowanego od okresu biezacego (N = N; + NV,).

Przeprowadzone badania empiryczne pozwolity za pomoca metody opo6z-
nien zrekonstruowaé przestrzen standéw [Zeug-Zebro, 2002]. Stosujac metode
oparta na analizie funkcji autokorelacji — ACF [Ramsey i in., 1990], oszacowano
czas opoznien 7, natomiast za pomocg metody najblizszego pozornego sasiada —
FNN [Abarbanel i in., 1992], obliczono wymiar zanurzenia d (tab. 1).

Nastepnie w celu identyfikacji chaosu deterministycznego w wybranych
szeregach czasowych, w pierwszej kolejnosci oszacowano najwigkszy wyktad-
nik Lapunowa. W badaniu postuzono si¢ algorytmem H. Kantza i M.T. Rosen-
steina, jako liczbe sasiadow przyjeto K = 1 oraz warto$é £ = 10. Nastepnie za-
stosowano regresj¢ liniowa do przyblizania linia prosta wykresu zaleznosci
wartos$ci Inr, od numeru iteracji n. W tabeli 1 przedstawiono wyniki szacowania
najwigkszego wyktadnika Lapunowa dla analizowanych szeregow czasowych’.

5 Obliczenia przeprowadzono w oparciu o program whasny autora, napisany w jezyku programo-
wania Delphi.
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Tabela 1. Wartosci parametrow rekonstrukeji przestrzeni stanéw dla wybranych
szeregow czasowych

Szereg Opédznienie czasowe ‘Wymiar zanurzenia Wykladnik Lapunowa A
LOGIST 1 2 0,6931 (R*= 1)
CAC 20 8 0,0003 (R*=0,239)
FTM 9 7 0,1231 (R*= 0,369)
HSI 6 0,0009 (R*=0,295)
NKX 6 0,0018 (R?=0,363)
SPX 4 6 0,0011 (R*=0,331)
WIG 16 7 0,0029 (R*= 0,349)

Mozna zauwazy¢, iz prawie wszystkie objete badaniem szeregi czasowe sa
wrazliwe na zmiane warunkow poczatkowych (Ana > 0 1 R* > 0,3). Jednakze
niewielkie wartosci najwickszego wyktadnika Lapunowa, oszacowanego dla
szeregdw finansowych moga §wiadczy¢ jedynie o nieznacznym poziomie cha-
osu w tych systemach.

W kolejnym kroku badan oszacowano wartosci wspotczynnika DETM. Pro-
cedurg obliczania tej miary przeprowadzono dla réznych warto§ci wymiaru zanu-
rzenia d = 2,3,...,10. W obliczeniach przyjgto wartosci parametrow o = = 0,30,
gdzie o jest odchyleniem standardowym analizowanego szeregu. W tabeli 2 przed-
stawiono wartosci miary DETM, oszacowane dla wybranych szeregéw czasowych.

Tabela 2. Wspotczynnik DETM dla finansowych szeregéw czasowych

d 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Szereg

LOGIST | 0,49983 | 0,33322 | 0,24992 | 0,19993 | 0,16661 | 0,14262 | 0,11969 | 0,09173 | 0,05945

CAC 0,48237 | 0,27569 | 0,12242 | 0,03547 | 0,00689 | 0,00098 0 0 0

FTM 0,48544 | 0,26829 | 0,12751 | 0,04149 | 0,00845 | 0,00158 | 0,00033 | 0,00006 | 0,00001

HSI 0,48946 | 0,27669 | 0,13083 | 0,03163 | 0,00362 | 0,00029 | 0,00007 0 0
NKX 0,48837 | 0,28151 | 0,11388 | 0,01774 | 0,00199 0 0 0 0
SPX 0,48338 | 0,27705 | 0,13105 | 0,04610 | 0,00988 | 0,00079 0 0 0
WIG 0,48655 | 0,27407 | 0,11005 | 0,01773 | 0,00102 | 0,00008 0 0 0

Dla szeregow LOGIST i FTM wspoétczynnik DETM przyjmuje warto$ci
wigksze od zera przy zwigkszanym wymiarze zanurzenia. Jest to cecha charakte-
rystyczna ukladéw deterministycznych. W przypadku pozostatych szeregoéw fi-
nansowych wspotczynnik ten uzyskuje wartosci dodatnie tylko dla niskich wy-
miarOw zanurzenia.
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W celu wyznaczenia prognozy metoda lokalnej aproksymacji wielomianem
pierwszego stopnia, przeprowadzono estymacje¢ parametrow ¢; klasyczna meto-
da najmniejszych kwadratow, w oparciu o K najblizszych sasiadéw punktu fcfl
oraz odpowiednie warto$ci parametrow rekonstrukcji przestrzeni stanow (tab. 1).
Aby znalez¢ najblizszych sasiadow postuzono si¢ metryka euklidesowa. W tabe-
li 3 przedstawiono zestawienie najmniejszych btedow predykcji i odpowiadajace
im warto$ci parametru K.

Tabela 3. Najmniejsze bledy prognozy i liczba najblizszych sasiadow
K dla analizowanych szeregéw finansowych

Szereg Wartos$¢ K Blad prognozy
CAC 132 0,68146
FTM 75 0,85033
HSI 17 0,71247
NKX 1000 1,27742
SPX 949 0,46499
WIG 46 0,82722

Nastepnie w celu weryfikacji hipotezy, ze szereg czasowy ma charakter
chaotyczny (tj. jesli zastosowanie niewielkiej liczby najblizszych sasiadow
K, wykorzystanych do oszacowania wspotczynnikow lokalnego wielomianu
aproksymujacego, prowadzi do najdoktadniejszych prognoz), pokazano wptyw
dodawania szumu losowego do szeregu chaotycznego na przebieg wykresow,
przedstawiajacych zalezno$¢ btedu prognozy od liczby najblizszych sasiadow.
Na rysunku 1 zilustrowano opisang zalezno$¢, dla szeregu wygenerowanego
przez odwzorowanie logistyczne, po dodaniu do niego sktadnika losowego o od-
chyleniu standardowym rownym: 50%0o, 100%0, 150%a0, gdzie o jest odchy-
leniem standardowym badanego szeregu pozbawionego szumu (reprezentowa-
nego przez ciag liczb pseudolosowych) [Orzeszko, 2005, s. 125].

Powyzsze wykresy pokazuja, ze im wigkszy poziom dodawanego szumu,
tym otrzymane wyniki charakteryzuja si¢ wigkszym btedem predykcji i wigksza
warto$cig parametru K, dla ktérego prognoza byla najdoktadniejsza. Warto réw-
niez zwr6ci¢ uwage na zmiang ksztattu wykresu w zalezno$ci od poziomu do-
dawanego szumu.

Wykresy na rys. 2 przedstawiaja zalezno$¢ btedu prognozy od wartosci pa-
rametru K dla wybranych szeregéow finansowych.



128 Katarzyna Zeug-Zebro

K=17 0%0;, K =51
m 106
&« o5
1)
g 7 ®
£ =™ S
P i
@ 2"
rc ] 8 g5
1)
0 *
1} )
4 415 ) 1237 1645 4 15 =i} 1237 1645
k K
100%0, K=22 150%0, K =29
105 18
17
100 { 16
7 i 10
g 2
) 5 1o
5 g
o
% 102
B T 10
10
&
i &
4 415 pe£a] 1237 1643 4 Ha et 1237 1648

Rys. 1. Bledy prognoz wyznaczone w zaleznos$ci od liczby najblizszych sasiadow

Zrodto: [Orzeszko, 2005, s. 126].

Wyniki badan dotyczace analizy zaleznosci bledu prognozy od parametru
K, pokazaty wyrazna réznice miedzy wykresami otrzymanymi dla wybranych
szeregow finansowych i szeregu chaotycznego. Liczba najblizszych sasiadow,
ktérej odpowiada najmniejszy btad predykcji sugeruje, iz badane szeregi finan-
sowe (CAC, FTM, WIG) sa realizacjami nieliniowych proceséw stochastycz-
nych. Wykresy otrzymane dla tych szeregdw sa podobne do wykresu szeregu
chaotycznego z dodanym silnym szumem losowym. Warto$ci parametru K uzy-
skane dla szeregow NKX i SPX moga $wiadczy¢ o tym, ze sa one realizacjami
liniowych procesoéw autoregresyjnych.
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Rys. 2. Bledy prognoz wyznaczone w zalezno$ci od liczby najblizszych sasiadow
wyznaczone dla analizowanych szeregdw finansowych

Podsumowanie

W opracowaniu przeprowadzono identyfikacje chaosu deterministycznego
w wybranych finansowych szeregach czasowych, na podstawie lokalnej aprok-
symacji wielomianowej, najwigkszego wykladnika Lapunowa oraz wspotczyn-
nika DETM. Wyniki badania empirycznego pokazaty, ze wraz ze wzrostem licz-
by najblizszych sasiadow, btad prognozy zaczyna si¢ stabilizowaé. Niska
warto$¢ parametru K otrzymana dla HSI moze wskazywaé na istnienie w bada-
nym szeregu chaosu deterministycznego. Niestety wynik ten nie zostat potwier-
dzony przez pozostale miary. Posrednie wartoSci parametru K otrzymane dla
szeregdw finansowych CAC i WIG, sugeruja, ze przebadane szeregi sa realiza-
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cjami pewnych nieliniowych modeli stochastycznych. Niskie wartosci wyktad-
nika A..x oraz wielkosci wspdtczynnika DETM, uzyskane dla tych szeregow
wskazuja na brak cech chaotycznych. Mimo ze szeregi NKX i SPX wykazaty
wrazliwo$¢ na zmiang¢ warunkéw poczatkowych, pozostate metody nie potwier-
dzity ich chaotycznego charakteru. Jedynie w przypadku szeregu FTM dwie
miary, tj. najwigkszy wyktadnik Lapunowa i wspotczynnik DETM, wskazuja na
istnienie pewnych zalezno$ci deterministycznych. Podsumowujac, nalezy
stwierdzi¢, iz przeprowadzona identyfikacja chaosu na podstawie analizy blg-
déw prognoz nie potwierdzita chaotycznego charakteru finansowych szeregdw
czasowych. Nie wyklucza ona jednak mozliwosci, ze szeregi te sa realizacjami
chaosu deterministycznego z silnym szumem.
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THE IDENTIFICATION OF DETERMINISTIC CHAOS BASED ON THE
NUMBER OF NEAREST NEIGHBORS

Summary: Methods of chaos identification typically allow detection of only a single at-
tribute of the chaotic dynamics, such as e.g. a sensitivity to change of the initial condi-
tions, therefore, to carry out a full analysis of the data requires consideration of the com-
plementary methods. The aim of the article will be identification of chaotic dynamics in
selected time series based on a local polynomial approximation, the largest Lyapunov
exponent and the coefficient DETM. The test will be conducted based on the financial
time series, which consist of closing prices of selected indices of stock exchanges
worldwide.

Keywords: deterministic chaos, time series, local polynomial approximation, largest
Lyapunov exponent, coefficient DETM.



