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Zastosowanie iterowanej filtracji do estymaciji
parametréw wariancji chwilowej w ramach
niegaussowskich procesow stochastycznej

zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka

1. WPROWADZENIE

Jednym z najwazniejszych zagadnien w teorii finanséw jest zmiennos¢ walo-
réw finansowych. Mozna jg interpretowac jako niepewnosé co do przysziych
zmian cen danego waloru finansowego. Najczesciej zmiennos¢ jest mierzona
jako odchylenie standardowe lub wariancja stép zwrotu (Weron, Weron 1999).
Do modelowania zmiennosci wykorzystuje sie gtéwnie dwie klasy modeli:
GARCH i stochastycznej zmiennosci. Do drugiej klasy nalezy zaproponowany
przez Barndorffa-Nielsena, Shepharda (2001) model stochastycznej zmiennosci,
w ktorym proces wariancji jest niegaussowskim procesem typu Ornsteina-
Uhlenbecka (w dalszej czesci pracy model ten od nazwiska autoréw oznaczony
bedzie skrotem BN-S). Model ten spotkat sie z duzym zainteresowaniem, po-
niewaz jest w stanie odzwierciedla¢ wiele sposrod obserwowanych faktow empi-
rycznych dotyczacych zjawisk finansowych, takich jak grube ogony rozktadu
stdp zwrotu, skoki wartosci procesu zmiennosci, szybko malejgca autokorelacja
stép zwrotu, grupowanie zmiennos$ci, normalnos¢ agregacyjna (wraz ze wzro-
stem odstepu czasu pomiedzy obserwacjami, rozktady stép zwrotu coraz bar-
dziej przypominajg rozktad normalny)?. Ponadto stosunkowo prosta posta¢ wa-
riancji aktualnej w modelu BN-S umozliwita szerokie zastosowanie w matematy-
ce finansowej, m.in. do wyceny opcji w stylu europejskim (Nicolato, Venardos,
2003), swapow (Benth i inni, 2007), opciji azjatyckich (Hubalek, Sgarra, 2011).

Estymacja modelu BN-S jest trudna i wiele opracowan zostato poswieconych
temu zagadnieniu z wykorzystaniem bardzo r6znych metod, m.in. empirycznych
funkcji charakterystycznych (Taufer i inni, 2011), estymacji posredniej (Rakne-
rud, Skare, 2012), funkcji estymujgcych (Hubalek, Posedel, 2011). Najwiecej
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2 Peten przeglad obserwowanych faktéw empirycznych dotyczacych finansowych szeregow cza-
sowych mozna znalez¢ w pracach Doman i Domana (2009) oraz Klibera (2013).
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jednak prac dotyczy podejscia bayesowskiego (Roberts i inni 2004; Griffin,
Steel, 2006, 2010; Gander, Stephens, 2007a,b; Frihwirth-Schnatter, Ségner,
2009).

Cechg wspdlng wymienionych wyzej podej$¢ do estymacji modelu BN-S jest
to, ze sg trudne w implementacji i wymagajg duzej wiedzy eksperckiej. Alterna-
tywg moze byé zastosowanie filtracji. Jest to metoda estymacji zaczerpnieta
z teorii przetwarzania sygnatéw, ktéra pozwala modelowa¢ zjawiska nieobser-
wowane bezposrednio. Mozliwosé wykorzystaniu filtru czgsteczkowego do es-
tymacji zmienno$ci aktywow wskazali juz Barndorff-Nielsen, Shephard (2001).
Metoda ta zostata jednak wykorzystana tylko do dziennych stop zwrotéw, bez
uwzglednienia dodatkowej wiedzy pochodzacej z notowan $réddziennych (ang.
intra-day). W kolejnej pracy Barndorff-Nielsen, Shephard (2002) przedstawili
postac przestrzeni stanéw dla wariancji zrealizowanej, ale do modelowania pro-
cesu stochastycznej zmiennosci wykorzystali tylko filtr Kalmana. Creal (2008)
porownat doktadnos¢ estymaciji wariancji aktualnej za pomocg filtru Kalmana
i czgsteczkowego zaréwno w przypadku, gdy zmienng obserwowang sg dzienne
stopy zwrotu jak i realizacje estymatora wariancji zrealizowanej. Okazato sie, ze
w przypadku danych typu intra-day filtr Kalmana lepiej wypada w przypadku
danych o niskiej, a filtr czasteczkowy lepiej w przypadku wysokiej czestotliwosci.
Staboscig badania Creala byto poréwnanie dokfadnosci estymacji jedynie
w przypadku, gdy parametry sg znane, co jest zatozeniem w praktycznych za-
stosowan niemozliwym do spetnienia.

Andrieu i inni (2010) zaproponowali metode czgsteczkowych Markowskich
tancuchéw Monte Carlo (ang. Particle Markov Chain Monte Carlo, w skrécie
PMCMC), ktéra wykorzystuje filtry czgsteczkowe w obrebie markowskich taricu-
chéw Monte Carlo do wyznaczenia wartosci funkcji akceptacji propozycji nowe-
go stanu tancucha Markowa. Jako przyktad zastosowania Andrieu i inni (2010)
podali model BN-S z wykorzystaniem dziennych stop zwrotu. Réwniez James
i inni (2018) uzyli metody PMCMC w zaproponowanej przez nich wersji modelu
BN-S z uzyciem uogdlnionego procesu gamma. Jest to jednak metoda oparta na
wnioskowaniu bayesowskim. Alternatywng metodg opartg o klasyczne wniosko-
wanie statystyczne jest iterowana filtracja (ang. iterated filtering, IF) zapropono-
wana przez lonides i innych (2006) i nastepnie istotnie zmodyfikowana w pracy
lonides i inni (2015). Algorytm iterowanej filtracji dostarcza poprzez sekwencyjne
cykle filtru czgsteczkowego cigg oszacowan wektora parametréw zbiezny do
oszacowania uzyskanego metodg najwiekszej wiarygodnosci (takze w przypad-
ku, gdy funkcja wiarygodno$ci nie jest mozliwa do wyznaczenia analitycznie).
Anindya Bhadra (jeden ze wspétautoréw pracy lonides i inni, 2011) przedstawit
w komentarzu do pracy Andrieu i innych (2010) przyktad zastosowania metody
iterowanej filtracji do modelu BN-S. Jednak zastosowat pierwszg generacje ite-
rowanej filtracji, a ponadto jako zmienng obserwowang zastosowat dzienne
zwroty.
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Celem artykutu jest zaproponowanie metody iterowanej filtracji do estymaciji
parametréw procesow stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka
opartych o niegaussowskie procesy Lévy’ego z wykorzystaniem estymatora
wariancji zrealizowanej. Z artykutu Creala (2008) wynika, ze dla danych typu
intra-day filtry czgsteczkowe lepiej szacujg zmiennos¢ aktualng niz filtr Kalmana,
gdy parametry sg znane. Metoda ta zostanie zweryfikowana w eksperymencie
symulacyjnym przy réznych scenariuszach (kombinacjach wartosci parametrow
modelu) oraz czestotliwosciach intra-day.

Uktad opracowania jest nastepujgcy. W czesci drugiej zostanie omoéwione
podstawowe wiasnosci modelu BN-S i wariancji zrealizowanej na podstawie
dwoch artykutéw Barndorffa-Nielsena, Shepharda (2001, 2002). W czesci trzeciej
przedstawione zostanie specyfikacja filtru czasteczkowego i iterowanej filtraciji
dla modelu BN-S, gdy zmienng obserwowang sa realizacje estymatora wariancji
zrealizowanej. Czes¢ czwarta to eksperyment symulacyjny majgcy na celu zba-
danie wiasnosci estymatora. Czes¢ pigta to badanie empiryczne w oparciu
o realizacje estymatora wariancji zrealizowanej dla indeksu S&P500 udostep-
nione przez Oxford-Man Institute w ramach ogdlnodostepnej bazy "Oxford-Man
Institute’s realised library”. Ostania czes$¢ to podsumowanie i wnioski.

2. MODELE STOCHASTYCZNEJ ZMIENNOSCI TYPU
ORNSTEINA-UHLENBECKA

2.1. Model stochastycznej zmiennosci Barndorff-Nielsena i Shepharda

W artykule rozwaza¢ bedziemy nastepujacy model opisujgcy dynamike loga-
rytmow cen aktywéw

dy*(©) = (u + Bo?(0))dt + a(£)dB(2), (1)

gdzie (y*(t));»o jest procesem logarytmoéw cen aktywow, parametr u jest dryfem,
a parametr g jest interpretowany jako premia za ryzyko. Zaktadamy, ze proces
wariancji chwilowej (c2(t))»o jest niezalezny od procesu Wienera (B(t));so-
Barndorff-Nielsen, Shephard (2001) zaproponowali, aby proces wariancji chwilo-
wej opisa¢ za pomocg niegaussowskiego procesu Ornsteina-Uhlenbecka postaci

do?(t) = —Ao?(t)dt + dz(At), a%(0) > 0, (2)

gdzie (z(At)):so jest niemalejgcym (prawie na pewno) procesem Lévy’ego. Taki
proces nazywany jest procesem podporzgdkowanym (ang. subordinator)®. Ze

3 Proces podporzadkowany to niemalejgcy proces Lévy’ego. Wiecej o procesach podporzgdkowa-
nych oraz o zastosowaniu proceséw Lévy'ego do modelowania proceséw cen mozna znalez¢
w monografiach Cont, Tankov (2001) oraz Kliber (2013).
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wzgledu na role jakg petni proces (z(At));»o W rownaniu (2) nazywany jest prowa-
dzacym procesem Lévy’ego ukrytym w tle (ang. background driven Lévy proces,
BDLP). Nietypowa posta¢ rozniczki dz(At) zostata dobrana tak, aby oddzieli¢
wplyw rozktadu brzegowego procesu wariancji chwilowej od wartosci parametru
persystenciji 1. Posta¢ réwnania (2) oraz zatozenia dotyczgce procesu BDLP im-
plikujg, ze wariancja chwilowa jest dodatnia, a jej trajektorie charakteryzujg sie
skokami o czestotliwosci wyznaczonej przez parametr A, natomiast pomiedzy
skokami malejg wyktadniczo wedtug stopy A (por. rysunek 1). Skoki procesu wa-
riancji odpowiadajg skokom procesu podporzagdkowanego.

Rysunek 1. Przyktad symulaciji trajektorii procesu Ornsteina-Uhlenbecka o rozktadzie stacjonarnym
gamma z parametrami: @ = 10 (1/ a to parametr skali), v = 5 (parametr ksztattu)
oraz z parametrem persystencji A = 0,01 (a) oraz odpowiadajgcy mu prowadzgacym
procesem Lévy’ego ukrytym w tle (b)

(a) wariancja chwilowa (b) prowadzacy proces Lévy'ego ukryty w tle
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Zr 6 dto: opracowanie wtasne przy uzyciu programu R Cran.

Pomiedzy procesem wariancji chwilowej (02(t));so @ podporzadkowanym
(z(At));s0 istnieje zaleznos¢ opisana réwnaniem

w(x) = —u(x) —xu'(x), 3)

gdzie U i Wsa gestosciami miary Lévy’ego w reprezentacji Lévy'ego-Chinczyna
odpowiednio procesow (a2(t))eso | (2(At))s0- Zatem dobierajgc rozktad stacjo-
narny procesu (a2(t)),so okresla sie jednoczesnie proces podporzadkowany i na
odwrét. Jako rozkiad stacjonarny mozna dobra¢ dowolny rozkiad samorozktadalny
(ang. self-decomposable)*. Nie jest to jednak istotnym ograniczeniem, ponie-

4 Jednowymiarowy rozktad prawdopodobienstwa D jest samorozkiadalny, jezeli jego funkcje cha-
rakterystyczng mozna zapisa¢ w postaci ¢(¢) = ¢p(cé)p.(¢) dla dowolnego c € (0,1),é €R i dla
pewnej rodziny funkcji charakterystycznych {¢.: c € (0,1)}.
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waz do klasy rozkladéw samorozkfadalnych nalezy wiele waznych w modelowaniu
zjawisk finansowych rozktadéw takich jak: normalny, gamma, odwrotny gaussow-
ski (ang. inverse Gaussian distribution), temperowany rozktad stabilny (ang. tem-
pered stable distribution), uogélniony rozktad hiperboliczny (ang. generalised hy-
perbolic distribution), uogdlniony odwrotny rozklad gaussowski (ang. generalised
inverse Gaussian distribution), rozktad odwrotny normalny (ang. normal-inverse
Gaussian), variance gamma, symmetric gamma, Euler's gamma, Mexiner.

Wariancje aktualng, ktorg interpretuje sie jako zmiennos¢ instrumentu finan-
sowego w okresie n wyznacza sie z zaleznosci

02 =a*(An) — a¥(A(n — 1)), (4)

gdzie A to okreslony okres czasu pomiedzy obserwacjami (np. dzien),
a (62" (t))s=0 jest wariancjg scatkowang dang wzorem

t

o?*(t) = J o? (w)du. (5)

0

Wazna cechg modelu ze wzgledu na zastosowanie do wyceny opcji zalez-
nych od trajektorii® procesu cen jest mozliwo$¢ wyznaczenia wariancji scatko-
wanej za pomocg prostego analitycznego wzoru

o (1) = 7 [200) ~ o> (407 (O)] ©)

Pozwala to na wyznaczenie wariancji aktualnej jako liniowej kombinacji przy-
rostéw procesu BDLP i procesu wariancji chwilowej

o = %[z(AAn) — 2(AAn - 1)) - (O.Z(An) —o?(A(n - 1)))] (7)

W konsekwencji, ciggty proces wariancji chwilowej moze by¢ analizowany
przez rozwazany z dyskretnym czasem proces wariancji aktualnej bez wprowa-
dzenia btedu dyskretyzacji np. poprzez schemat Eulera czy Milsteina®.

2.2. Wariancja zrealizowana

Wariancja aktualna jest jednym z miernikbw zmienno$ci cen instrumentéw
finansowych. Jej wartosci nie sg jednak obserwowane bezposrednio. Jednym
Z najczesciej stosowanych estymatoréw wariancji aktualnej jest wariancja

5 Przyktad takiego zastosowania dla modelu BN-S mozna znalez¢ w James i inni (2013).
& O wptywie dyskretyzacji Eulera i Milsteina na obcigzenie estymatorow mozna znalez¢é w lacus
(2009), 124-126.
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zrealizowana. Jest to estymator nieparametryczny, ktérego wartosci mozna
wyznaczyc¢, bez odwotywania sie do postaci procesu zmienno$ci. Wykorzysta-
nie tego miernika zostato zainicjonowane przez prace Andersena, Bollersleva,
Diebolda, Labysa (2001) oraz Andersena, Bollersleva, Diebolda, Ebensa
(2001). Badali oni wtasnosci wariancji zrealizowanej zaréwno dla rynku waluto-
wego, jak i rynku papieréw wartosciowych i otrzymali wyniki wskazujgce, ze jest
dos¢ dobry miernik zmiennosci. Barndorff-Nielsen, Shephard (2002) zbadali
whasno$ci wariancji zrealizowanej przy dos¢ ogodlnych zatozeniach procesu
zmiennosci. Miedzy innymi podali rozktad asymptotyczny wariancji zrealizowa-
nej i wykazali ze jezeli proces wariancji chwilowej jest typu Ornsteina-
Uhlenbecka postaci (2), to mozna uzyskaé nieco lepsze oszacowania warianc;ji
aktualnej przy pomocy filtru Kalmana niz za pomocg estymatora wariancji zrea-
lizowane;.

Zatozmy, ze proces logarytmicznych cen instrumentu finansowego jest ob-
serwowany K krotnie w ciggu jednego okresu czasu. Wowczas wariancja zreali-
zowana w okresie n dana jest wzorem

K

W= (ra-na+)-y ((n ~ s+

i=1

(8)

AG —1)
- .

W dalszych rozwazaniach w tym przyjmijmy, ze parametry u i 8 w réwnaniu (1)
sg rowne zero (identyczne zatozenie mozna znalez¢ w wielu pracach na temat
modelu m.in. Barndorff-Nielsen, Shephard (2002), Roberts, Papaspiliopoulos
(2004), Fruhwirth-Schnatter, Ségner (2009)). Na rysunku 2 przedstawiono jak
zmiennosc¢ zrealizowana aproksymuje zmienno$¢ aktualng. Przyjmujac, ze po-
jedyncze okresy odpowiadajg kolejnym dniom obserwacji (A = 1), to kolejne
warto$ci K=1, 24, 48, 288 mozna interpretowac tak, ze wariancja zrealizowana
jest wyznaczana na podstawie obserwacji odpowiednio dziennych, godzinnych,
potgodzinnych oraz pieciominutowych. Widaé wyraznie, ze wraz ze wzrostem K
rosnie doktadnos$¢ aproksymacii.
Wariancje zrealizowang mozna zdekomponowac na nastepujgce sktadniki

Ol =0 +up, ©)

gdzie u, nazywane jest btedem wariancji zrealizowanej. Mozna wykaza¢ na-
stepujgce wiasnosci wariancji zrealizowanej (Barndorff-Nielsen, Shephard
2002):

E{y}n) = A8, Var({y},) = Var(e3) + Var(uz), cov{y}n, {¥}n+s) =
= cov(07, 051s).

(10)
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Rysunek 2. Realizacja procesu wariancji aktualnej (czerwona linia), dla ktérej wariancja chwilowa
ma rozktad brzegowy gamma z parametrami ksztattu v = 4, skali 1/a = 0,08
oraz z parametrem 1 = 0,01

(a) K=1 (b) K=24
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Przyjeto A= 1 oraz kolejno K =1, 24, 48 oraz 288. Symbolem ,+” oznaczono warto$ci wariancji zrealizowane;j.
Zr 6 dto: opracowanie wtasne, na podstawie Barndorff-Nielsen, Shephard (2002).

Przyjmujgc dalejdlaj =1, ...,K:

aﬁn=62*<(n—1)A+%>—az* (n—l)A+$ (11)

otrzymujemy

o2 =Var(u?) = 2M - E(afn)z =2M (Var(afn) + (E(afn))z) =
= 2MQw*r™ (AM™Y) + (AEM~1)?),

(12)

gdzie: ¢ to wartos¢ oczekiwana, a w odchylenie standardowe rozktadu stacjo-

L . . _ (e7M+1-2r)
narnego wariancji chwilowej, r**(t) = —

wyboru rozkfadu stacjonarnego procesu wariancji chwilowej. Barndorff-Nielsen,
Shephard (2002) wykazali zbieznos¢ wedtug rozktadu

. Wzory (6)-(12) nie zalezg od
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Ol = 0 10 N(O,1). (13)

Oy

Zatem dla duzych K mozna przyjac’
p({y}nlop) = N(az, o). (14)
3. ESTYMACJA MODELU BN-S
3.1. Specyfikacja filtru czasteczkowego dla modelu BN-S

Filtry czasteczkowe (zwane takze sekwencyjng metodg Monte Carlo) s3g ro-
dzing metod aproksymujgcych nieznang gestos¢ rozktadu warunkowego proce-
su ukrytego w okresie n na podstawie dostepnych obserwacji procesu pomiaru
do momentu n postaci

XYy = y1, o Ya~hoC 1y, s ) (15)

poprzez kolekcje M par, zwanych czgsteczkami. Kazda czasteczka sktada sie
z dwoch sktadowych: pierwsza x® odpowiada punktowi z nosnika funkcji hy,
a drugg skladowg W® jest waga odpowiadajgca gestosci funkcji. Wowczas
mozna przyjg¢ nastepujgca aproksymacije funkcji hy:

M

-~ 1 , ,

hoCo) 3 > WO 8(x - x), (16)
i=1

gdzie x jest dowolnym punktem z nosnika funkcji hy, a § oznacza delte Diraca.

Filtry czgsteczkowe zostaty opracowane niezaleznie przez réznych autorow
(Pitt, Shepard, 1999). W szczegdlnosci Gordon i inni (1993) wykorzystali filtr cza-
steczkowy do niegaussowskich modeli przestrzeni stanéw, natomiast Kitagawa
(1996) do modelowania szeregéw czasowych. Po raz pierwszy termin filtr cza-
steczkowy zostat uzyty w pracy Del Morala (1996). Filtry czasteczkowe réznig sie
miedzy sobg sposobem generowania czasteczek. Obszerne omowienie po-
szczegdlnych rodzajow filtrow czgsteczkowych mozna znalez¢ w monografiach
Douceta i innych (2001), Del Morala i innych (2006) oraz w pracy Brzozowskiej-
-Rup, Dawidowicza (2009). Filtry czgsteczkowe znalazly zastosowanie w wielu
dziedzinach nauki m.in. w teorii przetwarzaniach sygnatéw, chemii molekularne;j,
fizyce, automatyce czy ekonomii. Przeglad zastosowan mozna znalez¢ w Ristic
i inni (2004).

" Przyjmujemy oznaczenie N(u, o) dla rozktadu normalnego ze $rednig u oraz odchyleniem stan-
dardowym o.
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taczac rownanie pomiaru z pracy Barndorffa-Nielsena, Shepharda (2001) i réw-
nanie przejscia dla procesu ukrytego z pracy Barndorffa-Nielsena, Shepharda
(2002) otrzymujemy nastepujgce model przestrzeni stanéw

{y}n = [A_l]xn + 0,0y

_[o1—-e? ny; —nqy, 17)
‘le+1 - 0 e_AAjlel-I_I: nl ]

gdzie x, = [1c? c?(An)]", 9,,~N(0,1),r 5, dana jest wzorem (11), natomiast
Nn = [M1n 12n]" jest parg zmiennych losowych, ktérych rozktad zalezy od wyboru
rozktadu brzegowego procesu wariancji chwilowe;j (az(t))t>o. Przedstawienie

modelu stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka w postaci prze-
strzeni stanéw (17) pozwala na zastosowanie filtru czgsteczkowego do oszaco-
wania wariancji aktualnej przy pomocy estymatora wariancji zrealizowane.

W tym opracowaniu wykorzystana zostanie klasyczna postac¢ filtru czgsteczko-
wego zwana bootstrap filter, wykorzystana po raz pierwszy przez Gordona
i innych (1993). Algorytm generowania czgsteczek dla omawianego modelu sto-
chastycznej zmiennosci w postaci przestrzeni stanéw danej wzorem (17) mozna
przedstawi¢ nastepujgco:

Krok 1: W okresie n =0 dla i = 1, ..., M generujemy realizacje ¢>®)(0), z rozktadu
stacjonarnego procesu wariancji chwilowej (az(t))t>0 oraz przyjmujemy
W = 1/M.

Krok 2: Dla okresu n >0 oraz dla i = 1,..,M generujemy realizacje wektora

. . T
losowego Y = [P n¥]" zgodnie ze wzorem

A
exp(—AA) J- exp(AA)dz(Au)
0

_ nln] _ ’ (18)

= N2n - A
jdz(/lu)
0

a nastepnie wyznaczamy

[ Aon® ]z[ s ]+[n§2fn§2]_ (19)
a2®an)] 02O (A(n - 1)) D

Krok 3: Dla i =1, ..., M wyznaczamy wagi zgodnie z gestoscig (14) za pomoca
réwnosci

W =W p((y}a]|ar®). (20)
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Krok 4: Dlai = 1, ..., M normalizujemy wagi
wh =1 (21)

Krok 5: Losujemy (ze zwracaniem) M czgsteczek ze zbioru M par
([Aaﬁ(i) az(i)(An)]T, Wn(i)),i =1,..,M,wediug prawdopodobienistwa wyznaczo-
nego przez znormalizowane wagi.

Krok 6: Przyjmujemy Wn(i) =1/M dlai=1,.., M. Zwiekszamy n na n+1 i wra-
camy do kroku 2.

Rozktad wektora losowego n,, w ogdlnosci jest nieznany, ale Barndorff-Nielsen,
Shephard (2001) wskazali jak mozna generowac realizacje zmiennej losowej 1,
poprzez rozwinigcie w nieskonczony cigg zmiennych losowych. Gdy rozkfad brze-
gowy jest rozktadem gamma z parametrami skali i ksztattu odpowiednio 1/a i v, to
prowadzgcym procesem Lévy’ego ukrytym w tle (BDLP) jest ztozony proces Pois-
sona (Schoutens, 2003, str. 68). Mozna wowczas generowac realizacje wektora
losowego 7,, wedlug nastepujgcego wzoru (Barndorff-Nielsen, Shephard 2001):

N(D)
[exp(—/m) Z In(Ci_l)eXp(MT‘i)]
Uln] _1 i=1

NMn = [nZn - E N(1) ) (22)

l PRGR!
i=1

gdzie ¢; < c; < ... < cy() to kolejne zgtoszenia procesu Poissona z parametrem
intensywnosci vAA, N(1) jest liczbg zgtoszen do momentu t = 1,7y, 73, ..., Ty (1), Sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym ciggtym na przedzia-
le [0,1]. Na rysunku 1 przedstawiono przyktad symulacji trajektorii procesu
(az(t))t>0 0 rozktadzie brzegowym gamma wykonany zgodnie ze wzorami (19)

i (22).
3.2. Specyfikacja iterowanej filtracji dla modelu BN-S

Filtry czgsteczkowe sg efektywnym narzedziem estymacji wartosci procesu
ukrytego, gdy parametry sg znane, ale ich bezposrednie zastosowanie do esty-
macji parametrow jest trudne®. Dlatego w tej pracy korzystamy z metody itero-
wanej filtracji zaproponowanej przez lonidesa i innych (2006). Tak jak byto
wspomniane we wstepie, Anindya Bhadra w komentarzu do pracy Andrieu i inni
(2010) zaproponowat zastosowanie iterowanej filtracji do estymacji parametréw

8 Wyczerpujgco zagadnie estymacji parametréw przy uzyciu filtréw czgsteczkowych porusza praca
Kantas i inni (2015).
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BN-S, ale jedynie w oparciu o modelu przestrzeni stanéw z pracy Barndorffa-
-Nielsena, Shepharda (2001), w ktérym procesem pomiaru sg dzienne stopu
zwrotu. W pracy zostanie wykorzystana druga generacja iterowanej filtracji (IF2).

W iterowanej filtracji rozwazana przestrzen stanéw ze statymi parametrami
jest zastepowana rozszerzong przestrzenig stanéw ze zmiennymi w czasie pa-
rametrami. Ta dodatkowa zmiennos¢ wprowadzona do modelu zapobiega pro-
blemowi degeneracji réznorodnosci préby oraz umozliwia ,wygtadzenie” niecia-
gtego (wzgledem parametréw) oszacowania funkcji wiarygodnosci uzyskiwane-
go metoda filtrow czgsteczkowych. O procesie kontrolujgcym zmiane w czasie
parametréw zaktada sie, ze jest procesem (zazwyczaj gaussowskiego) btgdze-
nia losowego. W kazdej kolejnej iteracji algorytmu btadzenie losowe ma coraz
mniejszg wariancje, tak ze przy liczbie iteracji dgzacej do nieskonczonosci wa-
riancja zbiega do 0. Jako rezultat algorytmu powstaje cigg oszacowarn wektora
parametréw zbiezny do oszacowania uzyskanego metodg najwiekszej wiary-
godnosci. Algorytm iterowanej filtracji wykorzystuje klasyczny filtr czgsteczkowy,
dlatego nie wymaga znajomosci gestosci przejscia, a jedynie potrzebuje gene-
rowania zmiennej ukrytej z rozktadu warunkowego. Algorytmy o tej wtasnosci
w kontekscie estymacji parametréw modeli przestrzeni standéw lonides i inni
(2006) nazywajg plug-and-play. W kontekscie wnioskowania bayesowkiego wia-
snos¢ plug-and-play posiada m.in. metoda PMCMC. Jest to istotna zaleta
w przypadku estymacji modelu BN-S, dla ktérego nie jest znana gestos¢ przej-
Scia, ale mozna generowac zmienne ukryte zgodnie ze wzorami (18) i (19).

lterowana filtracja obejmuje dwie generacje algorytmoéw oznaczane skrétami
odpowiednio IF1 oraz IF2. Pierwsza generacja zostata przedstawiona w pracy
lonidesa i innych (2006), a jej wlasnosci teoretyczne zostaty podane w pracy
lonidesa i innych (2011). Lindstrém i inni (2012) poprawili wydajnos¢ oryginalne-
go algorytmu. Druga generacja zostata przedstawiona przez lonidesa i inni
(2011), a jej teoretyczne podstawy zostaly omowione przez Nguyena (2016).
Cho¢ obie generacje iterowanej filtracji wykonujg sekwencyjnie algorytm filtru
czgsteczkowego na rozszerzonej przestrzeni stanéw z malejgcej z kroku na krok
wariancjg btadzenia losowego, to teoretyczne uzasadnienie zbieznosci metod
jest inne. IF1 w kolejnych iteracjach aproksymuje gradient funkcji wiarygodnosci,
natomiast IF2 tgczy klonowanie danych (ang. data cloning, por. Lele i inni 2007)
ze zbieznoscig odwzorowan bayesowkich (por. Nguyen, 2016). lonides i inni
(2015) zilustrowali na dwoch przyktadach szybszg zbieznosc IF2 wzgledem IF1
do prawdziwych wartosci parametréw. W praktyce zbieznosé estymatorow wy-
znaczonych metodg iterowanej filtracji sprawdza sie analizujgc wykresy diagno-
styczne: trajektorie oszacowan parametréw dla roznych wartosci poczatkowych
oraz jednowymiarowe profile funkcji wiarygodnosci (Breto, 2014).

Do wykonania obliczeh wykorzystano pakiet pomp (King i inni, 2016) pro-
gramu R, do ktérego dodano napisane przez autora w jezyku C skrypty umoz-
liwiajace implementacje przestrzeni stanu danej wzorem (17) do pakietu pomp
(np. algorytm generowania nowych czgsteczek (por. wzér (19))).
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4. EKSPERYMENT SYMULACYJNY

Zostato wykonanych po 100 symulacji szeregéw czasowych zawierajgcych po
500 obserwacji dla kazdej z 3 kombinacji parametréw. Jako rozkiad stacjonarny
procesu wariancji wykorzystano rozktad gamma. Wybrane wartosci parametréw
przedstawia tablica 1. Nastepnie dla kazdego szeregu czasowego dokonano
estymacji parametréw modelu przestrzeni stanéw postaci (17) za pomocg pro-
cedury opisanej w poprzedniej czesci dla K=24, 288. Za kazdym razem uzyto
algorytmu IF2 dla 200 iteracji. Dla kazdej iteracji filtr czgsteczkowy skfadat sie
z M=2000 czgsteczek. Na rozszerzonej przestrzeni parametréw przyjeto gaus-
sowskie bfgdzenie losowe dla wektora parametrow o poczgtkowej macierzy
wariancji-kowariancji diagonalnej kI, gdzie k = 0,01. Parametr k malat geome-
trycznie wedtug ilorazu q = 0,75. Tabela 1 przedstawia $rednie oszacowanie
i $redni absolutny btgd procentowy (MAPE) dla poszczegdlnych parametréw
wyznaczone na podstawie 100 replikacji. Dla poréwnania przedstawiono wyniki
otrzymane metodg quasi najwiekszej wiarygodnosci otrzymane za pomocg filtru
Klamana (zgodnie z Barndorff-Nielsen, Shephard, 2002).

Tabela 1. WYNIKI ESTYMACJI DLA 100 SZEREGOW CZASOWYCH ZAWIERAJACYCH
PO 500 OBSERWACJI

Wariant Prawdzi- Filtr Kalmana Iterowana filtracja
ekspery- [Parametr| wa K=24 K=288 K=24 K=288
mentu Warose | rednia | MAPE | rednia | MAPE | $rednia | MAPE | $rednia | MAPE
A 0,1 0,148 38,8 0,126 15,6 0,124 | 27,3 | 0,107 7,5
1 & 0,5 0,438 12,5 0,473 7,6 0,395 | 21,1 | 0,518 4,7
1) 0,25 0,21 15,1 0,221 12,3 0,202 19,6 | 0,207 | 171
A 0,1 0,35 64,8 0,080 31,8 0,137 | 37,2 | 0,132 | 30,3
2 & 1 1,279 27,8 1,011 54 0,972 7,6 0,991 6,2
1) 0,25 0,361 44,6 0,237 7.9 0,267 9,9 0,252 8,8
A 1 7,162 [73261,1| 2,205 [21654,2| 1,488 | 48,2 | 1,358 | 35,8
3 & 0,5 0,317 35,2 0,337 35,7 0,289 | 46,3 | 0,413 | 17,2
1) 0,25 1,124 |51643,3| 0,946 |43874,3| 0,196 | 21,3 | 0,202 | 16,4

Zr 6 dto: opracowanie wiasne przy uzyciu programu R Cran.

Przedstawione wyniki wskazuja, ze iterowana filtracja w wiekszosci przypadkach
dokfadniej szacuje parametry niZ metoda quasi-najwiekszej wiarygodnosci. Dla obu
metod estymacji najmniejszy btad estymacji zwigzany jest z parametrem ¢ (warto-
$cig oczekiwang rozktadu stacjonarnego wariancji chwilowej), a najwiekszy z pa-
rametrem persystencji 1 (odpowiadajgcego za czestotliwos¢ pojawiania sie skokéw
i stope ich wygasania w czasie). Z przeprowadzonych scenariuszéw symulacii
mozna takze zauwazyC, ze wzrost parametru persystencji powoduje spadek do-
kladnosci estymacji wszystkich parametréw.Dla A = 1 oszacowanie metodg filtru
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Kalmana sa zupetnie nietrafione. Zgodniez oczekiwaniami (por. rysunek 2) wraz ze
wzrostem czestotliwosci obserwowania stop zwrotu rosnie doktadnosé estymacii.

5. BADANIE EMPIRYCZNE

Zaprezentowana w czesci 3 metoda estymacji zostata wykorzystana do osza-
cowania parametréw procesu wariancji chwilowej na podstawie realizacji estyma-
tora wariancji zrealizowanej dla indeksu S&P500. Jest to jeden z najwazniejszych
indeksow gietdowych na Swiecie, w sktad ktérego wchodzi 500 przedsiebiorstw
0 najwiekszej kapitalizacji notowanych na New York Stock Exchange i NASDAQ.
Dane za okres od 4 maja 2016 do 29 kwietnia 2018 (500 obserwacji) pochodzg
z ogoInodostepnej bazy "Oxford-Man Institute's realised library” (Gerd i inni, 2009).
Warto$ci indeksu zostaty pomnozone przez 10000°. Na rysunku 3 przedstawiono
kurs indeksu S&P500 w badanym okresie oraz realizacje estymatora wariangji
zrealizowanej wyznaczone na podstawie danych 5-minutowych. Wyraznie widac
wzrost zmiennosci w okresach spadku notowan i okresy zmniejszonej zmiennosci
w czasie wzrostu notowan.

Rysunek 3. Kurs indeksu S&P500 w okresie od 4 maja 2016 do 29 kwietnia 2018
oraz realizacje estymatora wariancji zrealizowanej wyznaczone na podstawie danych 5-minutowych

(a) S&PS00 - notowania

2750
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2017 2018
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(b) S&P500 - estymator wariancji zrealizowanej (5 min)
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2017 2018
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Zr 6 dto: opracowanie wtasne przy uzyciu programu R Cran.

® Zazwyczaj stosuje sie stopy zwrotu przemnozone przez 100, zatem kwadraty zwrotow $rod-
dziennych nalezy pomnozy¢ przez 10000.
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Jako proces wariancji chwilowej przyjeto niegaussowski proces Ornsteina-
Uhlenbecka o rozktadzie brzegowym gamma. Do estymaciji przyjeto model prze-
strzeni stanéw postaci (17). Algorytm iterowanej filtracji zostat wykorzystany
z doktadnie takimi samymi ustawieniami jak w przypadku eksperymentu symula-
cyjnego. Wyniki estymacji przedstawia tabela 2. Uwage zwraca wysoka (w po-
réwnaniu do wartosci wyznaczanych na podstawie danych dziennych) wartos¢
parametru persystencji oraz wysoka warto$¢ parametru odchylenia zmiennosci
w W poréwnaniu do wartosci oczekiwanej ¢ (por. Gander, Stephens, 2007a,
Griffin, Steel, 2006, Frihwirth-Schnatter, Ségner, 2009).

Tabela 2. WYNIKI ESTYMACJI

Parametr A '3 1) Wartos¢ logarytmu funkcji wiarygodnosci
Oszacowanie 1,0862 0,1903 0,1836 —8294,3960

Zr 6 dto: opracowanie wiasne przy uzyciu programu R Cran.

Zbieznos¢ algorytmu iterowane;j filtracji przedstawia rysunek 4. Trajektorie
przedstawiajg trzy realizacje algorytmu iterowanej filtracji z trzema réznymi
losowo wygenerowanymi warto$ciami poczgtkowymi. Wyraznie wida¢, ze naj-
trudniejszym do oszacowania jest parametr persystencji 1. Trajektorie cechujg
sie duzg wahliwoscig. Wskazuje to na czesto obserwowang dla modelu BN-S
.ptaskos¢” funkcji wiarygodnosci wzgledem parametru A (Andrieu i inni, 2010).
Jest to takze zgodne z wynikami eksperymentu symulacyjnego, dla ktérego
oszacowania parametru A miaty najwiekszy sredni bezwzgledny btgd procen-
towy.

Rysunek 4. Trajektorie trzech realizacji algorytmu iterowanej filtracji z trzema réznymi losowo
wygenerowanymi warto$ciami poczgtkowymi
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Zr 6 dto: opracowanie wtasne przy uzyciu programu R Cran.
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6. WNIOSKI

W artykule przedstawiono zastosowanie iterowanej filtracji do estymacji pa-
rametrow procesu stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka
w modelu BN-S z wykorzystaniem wariancji zrealizowanej. Zaproponowane
podejscie ma dwie istotne zalety. Po pierwsze wykorzystuje jako zmienng obja-
Sniang estymator wariancji zrealizowanej, ktory wzgledem dziennych zwrotow
zawiera dodatkowg informacje z notowah intra-day. Po drugie, zastosowanie
iterowanej filtracji pozwala na uzyskanie doktadniejszych oszacowan parame-
trow niz metoda quasi-najwiekszej wiarygodnosci w oparciu o filtr Kalmana, co
potwierdza przeprowadzony eksperyment symulacyjny. Dalsze prace nad zasto-
sowaniem iterowanej filtracji mogg polega¢ na wykorzystaniu metody, gdy pro-
ces wariancji chwilowej ma inny niz gamma rozktad stacjonarny, w szczegolno-
8ci taki dla ktérego proces Lévy’ego ukryty w tle jest procesem o nieskoriczonej
aktywnosci (przyktadem takiego procesu Ornsteina-Uhlenbecka jest proces
o rozkfadzie stacjonarnym odwrotnym gaussowskim, por. Gander, Stephens,
2007a).
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ZASTOSOWANIE ITEROWANEJ FILTRACJI DO ESTYMACJI
PARAMETROW WARIANCJI CHWILOWEJ W RAMACH
NIEGAUSSOWSKICH PROCESOW STOCHASTYCZNEJ ZMIENNOSCI
TYPU ORNSTEINA-UHLENBECKA

Streszczenie

Artykut przedstawia propozycje estymacji parametrow wariancji chwilowej za
pomocg iterowanej filtracji z wykorzystaniem estymatora wariancji zrealizowanej
w modelach stochastycznej zmienno$ci typu Ornsteina-Uhlenbecka opartych na
niegaussowskich procesach Lévy’ego. Przydatno$¢ zaproponowanej metody
jest zilustrowana w badaniu empirycznym opartym na wariancji zrealizowanej
wyznaczonej dla indeksu S&P500. Doktadno$c¢ estymacji jest zweryfikowana
w eksperymencie symulacyjnym.

Stowa kluczowe: stochastyczna zmiennosé, proces Ornsteina-Uhlenbecka,

iterowana filtracja
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APPLICATION OF ITERATED FILTERING FOR PARAMETRIC ESTIMATION
OF INSTANTANEOUS VARIANCE IN THE CASE OF NON-GAUSSIAN
ORNSTEIN-UHLENBECK STOCHASTIC VOLATILITY PROCESSES

Abstract

The article presents a method for parametric estimation of instantaneous vari-
ance in the case of non-Gaussian Ornstein-Uhlenbeck stochastic volatility pro-
cess by means of the iterated filtering and realized variance estimator. The
method is applied to realized variance of S&P500 index data. Empirical applica-
tion is accompanied with simulation study to examine performance of the esti-
mation technique.

Keywords: stochastic volatility, Ornstein-Uhlenbeck process, iterated filtering
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