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Streszczenie. W zdecydowanej wigekszosci prac poswieconych asymptotycznym (ma-
gistralnym) wiasno$ciom optymalnych proceséw wzrostu w stacjonarnych gospodarkach
typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa obrazem geometrycznym magistrali jest pojedyncza
potprosta, nazywana promieniem von Neumanna. Mimo Ze ani postulat stacjonarnosci,
ani jednoznacznosci magistrali produkcyjnej nie sg zgodne z obserwacjg realnych proce-
sow gospodarczych, lista publikacji poswieconych efektowi magistrali w niestacjonarnych
gospodarkach Neumanna-Gale’a-Leontiefa (ze zmienng technologig) oraz wieloma magi-
stralami jest znacznie skromniejsza. Nalezg do nich w szczegélnosSci prace Panka (2017,
2018), w ktorych pojedyncza magistrala produkcyjna w niestacjonarnej gospodarce Ga-
le’a jest zastgpiona przez wigzke magistrali (magistrale wielopasmowsg).

Artykut nawigzuje bezposrednio do publikacji Panka (2019), prezentujgcej dwa twier-
dzenia o magistrali, przy zatozeniu, ze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a optymalna
struktura produkcji w okresie t pozostaje optymalna takze w przysztosci. Obecnie zatoze-
nie to zostato znacznie ostabione.
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1. WPROWADZENIE

W pracach poswieconych efektowi magistrali w stacjonarnych gospodarkach
Neumanna-Gale’a-Leontiefa dowodzi sie, ze w diugich okresach wszystkie op-
tymalne procesy wzrostu ,prawie zawsze” przebiegajg w poblizu pojedynczej
Sciezki (magistrali), ktérej obrazem geometrycznym w przestrzeni stanéw go-
spodarki jest potprosta zwana promieniem von Neumanna®. Mimo ze postulat
stacjonarnosci gospodarki nie jest zgodny z obserwacjg realnych proceséw go-
spodarczych, lista prac poswieconych efektowi magistrali w gospodarkach nie-
stacjonarnych (ze zmienng technologig) jest znacznie skromniejsza®. Do tej
grupy prac nalezg roéwniez artykuty Panka (2017, 2018). Zatozono w nich, ze
technologia produkcji w niestacjonarnej gospodarce Gale’a jest zbiezna z cza-
sem do pewnej technologii granicznej, a pojedyncza magistrale produkcyjng
zastgpiono wigzka magistrali, ktérg nazwano magistralg wielopasmowg. Kon-
trowersyjny postulat zbieznosci technologii produkcji do pewnej technologii gra-
nicznej zostat uchylony w pracy Panka (2019), w ktérej z kolei obowigzuje zato-
zenie, ze technologia produkcji optymalna w okresie t pozostaje optymalna réw-
niez w przysztosci*. Obecnie zatoZenie to zostaje ostabione.

2. MODEL. WIELOPASMOWA MAGISTRALA
PRODUKCYJNA — NIEKTORE WELASNOSCI®

Interesuje nas n — produktowa gospodarka, w ktérej czas t zmienia sie sko-
kowo, t =0,1,.... Przez x(t) = (xl(t), ...,xn(t)) = 0 oznaczamy wektor towaréw
zuzywanych, a przez y(t) = (y,(t), ..., yo(t)) = 0 wektor towaréw wytwarzanych
w gospodarce w okresie to. Jezeli technologia, ktdrg dysponuje gospodarka
w okresie t, pozwala z naktadéw x(t) wytworzy¢ produkcje y(t), to méwimy, ze
para (x(t), y(t)) opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji w okre-
sie t. Symbolem Z(t) c R?" oznaczamy zbior wszystkich technologicznie do-
puszczalnych proceséw produkcji w gospodarce w okresie t. Nazywamy go
przestrzenig produkcyjng (lub zbiorem technologicznym) gospodarki w okresie t.

Zapis (x,y) € Z(t) (lub (x(6),y(t)) € Z(t)) oznacza, ze w okresie ¢ z nakia-

2Zob. np. Gale (1967), Majumdar (2009), Makarov i Rubinov (1977), McKenzie (1976, 1998,
2005), Mowszowicz (1969), Nikaido (1968), Panek (2003), Takayama (1985). Obszerng bibliografie
mozna znalez¢ takze w publikacji Panka (2011).

3 Do nielicznych prac poswigconych efektowi magistrali w niestacjonarnych gospodarkach ze zmien-
ng technologig naleza m.in. publikacje: Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler (1972), Panek (2014a,
2014b, 2015a, 2015b).

4 W konsekwencji, towarzyszaca jej optymalna struktura produkgcji (na wielopasmowej magistrali)
w okresie t pozostaje optymalng réwniez w przysziosci. Tak moze by¢, ale tak byé nie musi.

5 Prezentowany model, poza warunkiem (G8), nie rozni sie od modelu przedstawionego w pracy
Panka (2019).

6 Jezelia, b € R™, wtedy odrézniamy warunek a = b od a > b. Warunek a 2 b oznacza, ze Vi(a; = b;),
natomiast a > b stanowi, zea = b ia # b.
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dow x(t) mozna w gospodarce wytworzy¢ produkcje y(t). Zaktadamy, ze prze-
strzenie produkcyjne Z(t),t = 0, 1, ..., spetniajg nastepujace warunki:

(G1) V(xLyD) € Z() V(x2,y?) € Z(D) V A, A, = 0 (A4, (xL, y1) + A,(x2,y2) € Z(D))

(warunek proporcjonalnosci naktadow i wynikéw oraz addytywnosci procesow
produkcyjnych),

(G2) V(x,y) €EZ(t) (x=0=>y =0)

(warunek ,braku rogu obfitosci”),

(G3) V(x,y) EZ®) VX' ZxVO=y Sy ((x,y) €Z®))
(mozliwos¢ marnotrawstwa naktadéw i/lub wynikow),

(G4) przestrzenie produkcyjne Z(t) sg zbiorami domknietymi w R2",
(G5) Z(O) =0 A Z(t) S Z(t + 1)

(kazdy proces produkcji (x,y) € Z(t) dostepny w okresie t jest takze dostepny
w okresie nastepnym).

Zbiory Z(t),t = 0,1, ..., sg stozkami domknigtymi w R?" z wierzchotkami w 0
majgcymi te wiasnosé, ze jezeli (x,y) € Z(t) oraz (x,y) # 0, to x # 0. Dalej inte-
resujg nas wytgcznie nietrywialne (niezerowe) procesy (x,y) € Z(t)\{0}. Wezmy
dowolny okres t = 0 i proces (x,y) € Z(t)\{0}. Nieujemna liczbe

a(x,y) = max{a| ax = y}

nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnoéci procesu (x,y) (w okresie t).
Przy przyjetych zatozeniach a(x,y) = mm— funkcja a(-) jest dodatnio jedno-

rodna stopnia 0 na obszarze okreélonosm oraz

3(x(0),y(1)) € ZO\[0} (a(f(t),y(t))=(x,y)rgza(>t<)\{o} (x,y) = am) 0,
va >0 (a(2(0),5(0) = a(2%(), 47(1))).

Liczbe a), nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywno-
Sci produkcji w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Proces
(%(t), ¥(t)) nazywamy optymalnym procesem produkcji w okresie t. Proces ten
jest okreslony z doktadnoscig do mnozenia przez statg dodatnig (z doktadnoscig
do struktury). Z (G5) ptynie wniosek, ze:
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Appee1 = Apgge (1)
Zaktadamy, ze:
(G6) ay,o > 0,
co wobec (1) prowadzi do konkluzji, ze Vt > 0(a,,, > 0). Przez
Zope(8) = {(%,7) € ZO\{0}]a(%,7) = ay, > 0}

oznaczamy zbidr wszystkich optymalnych proceséw produkciji w okresie t. Zbio-
ry Zope(t), t = 0,1, ... 53 stozkami zawartymi w R$"\{0}. Nietrudno zauwazy¢, ze
jezeli (%,7) € Zyp(t), to takze (X, ay %) € Zyp(t) oraz (¥,am(y) € Zop:(t).
y(®)
1@l
w optymalnym procesie (x,y) € Z(t)\{0}8. Przez S(t) oznacza sie zbior wekto-
réw struktury produkcji we wszystkich optymalnych procesach w okresie t:

O wektorze s(t) = moéwimy, ze charakteryzuje strukture produkcji

5(0) = {sOI(EO, 70) € Zop©) (s = 22},

Przy zatozeniach (G1)—(G6) zbiory S(t),t = 0,1, ..., sg niepuste, zwarte i wy-
pukte (por. twierdzenie 2 w pracy Panka, 2016)°. Jezeli s = s(t) € S(t), wtedy
potprosta

N} ={As|]A >} c R}

nazywamy pojedynczg magistralg produkcyjng (lub promieniem von Neumanna)
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a rozpoczynajaca sie (z poczatkiem) w okre-
sie t. Zbior

N® = Usesy N = {As]1 > 0,5 € S(t)} 2)

nazywamy wielopasmowg magistralg produkcyjng dostepng w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a od okresu t. Kazda taka magistrala jest stozkiem w R} nie-
zawierajgcym 0.

Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki (G1)—(G6)

struktura naktadéw ﬁ lub produkgiji ”z—"w pewnym procesie (x,y) € Z(t)\{0}

" Dowod przebiega podobnie jak dowod twierdzenia 1 w pracy Panka (2016) (po podstawieniu
Zope(t), oy, zamiast Z,,,,, ay).

8 Tutaj i dalej: jezeli a € R™, to |lall = I™,|a; i:(ﬁ L .ﬂ).
y 1] ! ” ” L_ll Ll’ llall flall” flall """ " llall

? tatwo pokazat, ze réwnowaznie S(t) = {s(£)|3(¥(t), (1)) € Zoye(8) (s(t) = Hjﬁgu)}.
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rézni sie od struktury magistralnej, to technologiczna efektywno$¢ takiego pro-
cesu jest zawsze nizsza od optymalne;:

VCy) € ZOVO) ([ € SOV €SO = awy) <aw) (@)

(por. lemat 1 w pracy Panka, 2018).
3. ROWNOWAGA CHWILOWA VON NEUMANNA

Przez p(t) = (py(¢), .., pn(t)) = 0 0znaczamy wektor cen towaréw w gospo-
darce w okresie t. Niech (x(t),y(t)) € Z(t)\{0}. Liczbe'®

(p(@®),y(@®))

B(x(©),y(©),p(t)) = (p(0),x(t)) =0

((p(®), x(t)) # 0) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu
(x(t),y(t)) w okresie t (przy cenach p(t)). O trojce {ay,, (x(t), (1)), p()} spet-
niajgcej nastepujgce warunki:

ay, x(t) = y(b), (4)
v(x,y) € ZO)((BD), y) < ap (D), x)), (5)
®),y() >0 (6)

méwimy, Ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a w (chwilowej)
réownowadze von Neumanna. Wektor p(t) nazywamy wektorem cen rownowagi
von Neumanna w okresie t. Z (4) wynika w szczegdlnosci, ze a(x(t), 7(t)) =
= ay,, zatem (f(t),)‘/(t)) € Z(t)\{0} jest optymalnym procesem produkcji w okre-
sie t. Wektor cen réwnowagi p(t) oraz optymalny proces produkji (x(t), ¥(t))
w rownowadze sg okreslone z doktadnoscig do mnozenia przez dowolng statg
dodatnig (z doktadnoscig do struktury). Z (4)—(6) otrzymujemy:

P©),y©) _

B(x(®), 7(6),p(t)) = OO o

B(x,y,0@®) = a(X(®), 7)) = apm,.

W réwnowadze chwilowej w kazdym okresie t dochodzi do zréwnania — na
najwyzszym mozliwym do osiaggniecia przez gospodarke poziomie — efektywno-
sci ekonomicznej produkcji z jej efektywnoscig technologiczna.

' Tutaj i dalej przez {(a, b) oznaczamy iloczyn skalarny wektorow a, b € R™: (a, b) = ¥, a;b;.



E. Panek O pewnej wersji twierdzenia o wielopasmowej magistrali... 147

o Twierdzenie 1. (i) Jezeli zachodzag warunki (G1)—(G6), to w kazdym okresie
t istniejg ceny réwnowagi chwilowej p(t) = 0 spetniajgce warunek (5):

vt 2 03p(t) 2 0 V(X(1), 7)) € Zope (1) Y(x,¥) € ZW)((B(1),¥) < ap,o(B(1), X))

(ii) Jezeli ponadto spetniony jest warunek:

(G7) ]
vt = 0V(x,y) € Z(£)\{0} (a(x, y) <ay:=0<B(xyp@) = Ezgz; M‘t),

to wyrazona w cenach p(t) wartos¢ produkcji wytworzonej w dowolnym opty-
malnym procesie (x(t), ¥(t)) € Z,pt(t) jest dodatnia, tzn. zachodzi warunek (6).

Dowdéd. (i) Pokazemy najpierw, ze kazda przestrzen produkcyjna Z(t),t =
=0,1,.., zawiera wektory (e!,0) € RZ", gdzie e'=(0,..,1,..,0) €R" jest
n —wymiarowym wektorem z jedynkg na i-tym miejscu, i = 1,2, ..., n. Poniewaz
Z(0)cZ() c -+ c Z(t), zatem wystarczy wykazag, ze Vi ((ei,O) € Z(O)). Zbior
Z(0) jest niepusty, wiec zawiera pewien proces produkcji (x,y) = 0. Wowczas,
wobec (G3), nalezg do niego takze procesy (x%,0)= (x + ke',0),i=
=1,2,..,n; k=1,2,... Wtedy, zgodnie z (G2), (G4):
. ik
(E4%0) = (IIz_"IIO) €Z(0),i=12..mk=12..,

(Ei'k' 0) ? (ei’ 0) € Z(O)’ i = 1’ 2’ SR

Wezmy dowolny okres t > 0.Jezeli (%(t),¥(t)) € Zop(£) < Z(H)\{0}, to
aycx(t) = ¥(t), wiec kazdy optymalny proces produkcji spetnia warunek (4).
Zbior

c(t) = {c ERc=ayx—y,(x,y) € Z(t)}

jest stozkiem wypuktym w R™ (jako liniowe odwzorowanie stozka Z(t)) niezawie-
rajgcym wektoréw ujemnych

A(x',y") € Z(t)(c' =ayx' —y' < 0).
Woéwczas:

Je' > O(aM,t = alx,y) =2 a(x',y') = ay, + s’),

max
(ey)ez(\{o}

co przeczy definicji optymalnego wskaznika a,, .. Poniewaz procesy (e',0) (i =
=1,2,..,n) nalezg do Z(t), wiec
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cl=ayet —0=(0,..,aps..,0)ECE),i=12..,n

(w wektorze ¢! liczba ay, > 0 znajduje sie na i-tym miejscu). Z twierdzenia
o hiperptaszczyznie oddzielajgcej wnioskujemy, ze

Ap(t) # 0Vec € C(t)((p(t),c) = 0), (7)

w szczegolnosci:
@), ¢y = ap,pi(t) 2 0,i =1,2,..,7m,

czyli p(t) = 0. Warunek (7) jest rownowazny z (5).
Dowdd czesci (ii) przebiega podobnie jak w twierdzeniu 1 w pracy Panka (2018)
po podstawieniu (£(t), ¥(t)) € Zyp,(t), ay,, zamiast (X,¥) € Zyp;, ay.m

Z twierdzenia ptynie wazny wniosek, ze w gospodarce spetniajgcej warunki
(G1)~(G7) kazda trojka {ap, (¥(t),¥(t)),p(t)} z dowolnym procesem
(x(6),¥(1)) € Zopt (t) tworzy stan chwilowej rownowagi von Neumanna, tj. spet-
nia warunki (4)—(6).

Wezmy teraz dowolny wektor towaréw x > 0 i przyjmijmy nastepujgcg miare
jego odlegtosci (katowej) od wielopasmowej magistrali N¢:

d(x,N%) =

X
Tl T |||| ®)

Zwazywszy na definicje magistrali N* (zob. (2)), metryke (8) mozna zapisa¢
w nastepujgcej rownowaznej postaci:

x ENt

d(x, Nt) = sé?(ft)f(x’ S)! (9)

gdzie f(x,s) =

zwarty.
Konsekwencjg warunku (G7) jest nastepujgcy lemat nawigzujgcy do lematu
Radnera (1961).

"x” || ”x L f € CO(RM\{0} x S(t)) oraz zbiér S(t) jest

oLemat 1. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G7), to

Ve >0Vt =036, € (0,ay,) V(x,y) € Z() \ {0} (d(x,N) = e = 1
B(x,y,5(1) < ay; — 8er)- (10)

Dowéd przebiega podobnie jak dowdd lematu 2 w pracy Panka (2019)"". m

" Por. takze twierdzenie 5 w pracy Panka (2016).
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Warunek (10) odgrywa istotng role przy dowodzie twierdzenia o wielopasmo-
wej magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a, ktére zaprezentowano
w kolejnym punkcie.

4. ,SLABY” EFEKT WIELOPASMOWEJ MAGISTRALI

Ustalmy (skonczony) zbiér okresow T = {0, 1, ..., t;}, t; < +oo. Nazywamy go
horyzontem (funkcjonowania) gospodarki. Gospodarka jest zamknieta w tym
sensie, ze naktady x(t + 1) ponoszone w okresie t + 1 pochodzg w niej z pro-
dukcji y(t) wytworzonej w okresie poprzednim t:

x(t+1)=y®),t=01,..,t; — 1.
Woéwczas, zgodnie z (G3), otrzymujemy:
(y@©),y(t+1)€Z(t+1),t=0,1,..,t; — 1. (11)

Przez y° oznaczamy ustalony, poczatkowy, dodatni wektor produkcji w okre-
siet =0:

y(0) = y° > 0. (12)

O ciggu wektoréw produkgciji {y(t)}?=0 spetniajgcym warunki (11), (12) méwmy,
ze opisuje (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu (trajektorie produkcji) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a z wielopasmowg magistralg.

W artykule Panka (2019) zaktadano, ze kazdy wektor produkciji y(t) w opty-
malnym procesie (f(t),;‘/(t)) € Zop(t) jest jednoczesnie wektorem naktadow
w pewnym optymalnym procesie (x(t + 1),y(t +1)) € Zopt(t +1) w okresie
nastepnym, t =0,1,...,t; — 1:

vt <ty V(2(0), 7(1)) € Zope(©) 3(X(t + 1), ¥(t + 1)) € Zppe (£ + 1)
(x(t + 1) = y(1)).

Zgodnie z tym zatozeniem:

vi <t vs(®) € S® IFOIL, (% =sHOAFO,yE+1) €Z(t+ 1),

_ _ " (13)
i +1) = ay1¥(@), t =16, ., t — 1),

co w szczegblnosci oznacza, ze S(t) €S(t+1), czyli N c N+l ¢=
=0,1,..,t; — 1. Jezeli ciag wektorow {y(t)}?:f spetnia powyzszy warunek, to
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y(t) = (IMhoppr ame) ¥, t=t+1,...t.

Ciag taki charakteryzuje sie statg w czasie strukturg produkciji:
¥ ¥y _ y®
vt €{t, .., t;} (||37(r)|| = ol s(®) = const.),

dlatego mowimy, ze tworzy (f,t,) — stacjonarny proces wzrostu lezgcy na wielo-
pasmowej magistrali Nf. Warunek (13) oznacza, ze w gospodarce kazda tech-
nologia produkcji optymalna w okresie t < t, pozostaje optymalng technologig
produkcji wszedzie dalej w przysztodci. To mocne zatozenie zastgpimy obecnie
nastepujgcym warunkiem gtoszgcym, ze w gospodarce istnieje pewna (przy-
najmniej jedna) technologia produkgciji, ktéra pozostaje optymalna w catym hory-
zoncie czasu T

(G8) (1), F()}Ly Vet € T ((R(1), 7(1)) € Zope (1)) A WE <ty (%(t + 1) = F(©)).
Jezeli zachodzi warunek (G8), to (wobec (3), (G7), (11)):

35 € S(0) AT},

(T2 =5A(F@O 7t + D) €Z(t+1), Ft+1) = dyeaF (), t=0,..,t, = 1),

Iy (o)l

czyli
y(t) = (ITheq ame)y(0), t=1,..,¢t,. (14)
Proces ten w catos$ci lezy na promieniu von Neumanna (pétprostej):
N? = {45|1 > 0}. (15)
Oczywiscie, N? € N¢ w kazdym okresie t € T, ale generalnie
vt €{0,1,...,t; — 1}(N* © Nt+1),

Potprosta (15) nazywamy szczytowg magistralg (szczytowym promieniem von
Neumanna) w gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki (G1)—(G8). Tylko na
szczytowej magistrali gospodarka we wszystkich okresach t € T\{0} osigga
najwyzsze tempo wzrostu. Jezeli proces postaci (14) lezy na szczytowej magi-
strali:

) EN2, t=0,..,t,
to dla dowolnej liczby 1 > 0 takze

Ay() N2, t=0,..,t;.
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Jezeli istniejg dwa procesy {7'(t)}iL,, (F2()}L, postaci (14), lezace na

szczytowej magistrali, to nalezy do niej takze ich suma:
yL(t) + y2(t) € N2, t = 0, ..., t,.

Podobnie jak w pracach Panka (2018, 2019) przez u: R} — R! oznaczamy
ciggta, dodatnio jednorodng stopnia 1, wklestg i rosnaca funkcje uzytecznosci,
okreslong na wektorach produkcji w ostatnim okresie t; horyzontu T, spetniajgca
ponadto nastepujgce warunki'?:

(U1) 3a > 0Vty Vs € SF(D)(u(s) < a(p(ty),s)),
(U2) vs € S(0)(u(s) > 0).

Interesuje nas nastepujgce zadanie wzrostu docelowego:

max u(y(tl))
p.w. (11), (12) (16)
(wektor y° dany).

Jego rozwigzanie nazywamy tradycyjnie (y°,t;,u) — optymalnym procesem
(Sciezkg) wzrostu i oznaczamy przez {y*(t)}?zo.

Zanim zostanie sformutowane kluczowe dla tej pracy twierdzenie 2 o ,stabym”
efekcie magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a, powr6¢my na chwile
jeszcze do lematu 1. Otéz warunki, przy ktérych zostat on udowodniony, nie
wykluczajg takiej nierealistycznej sytuacji, gdy dla pewnej liczby ¢ > 0:

ll{l’l 6£,t =0.

Sytuacja taka oznaczataby, ze z uptywem czasu efektywnosé ekonomiczna
procesow produkeji (x(t),y(t)) € Z(t)\{0} moze rosnaé, zblizajac sie do mak-
symalnej:

B(x(®),y(®),p(6)) 2 am,e,

chociaz struktura naktadéw w takich procesach stale réznitaby sie co najmniej
o ¢ od struktury magistralnej:
d(x(t),N®) > &,

2 Symbolem S7(1) oznaczamy simpleks jednostkowy w R™. Poniewaz warunek (U1) jest réwno-
wazny z nastepujgcym: Ja > 0 Vt, Vy € RP\{0}(u(y) < a(p(ty),y)), zatem glosi, ze niezaleznie od
dtugosci horyzontu T funkcje uzytecznosci mozna aproksymowac (z gory) pewna formg liniowg
z wektorem wspétczynnikéw ap(t;); a > 0. Warunek (U2) jest rownowazny z nastgpujgcym: Vy €
N°(u(y) > 0). Warunki te spetniajg m.in. wybrane dodatnio jednorodne stopnia 1 funkcje uzyteczno-
Sci typu CES.
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Dlatego dalej zaktadamy, ze:

(G9) Ve > 0 3v, > 0Vt<6£’t > v€>.

am,t
Ostatni warunek, ktéry uwzgledniono przy dowodzie twierdzenia 3 o wielopa-
smowej magistrali, dotyczy regularnego rozwoju technologii w gospodarce, co
znajduje wyraz w osigganej w poszczegolnych okresach technologicznej efek-
tywnosci produkcji. Warunek (G5) przewiduje wprawdzie mozliwos¢ wzrostu
efektywnosci produkcji w gospodarce, ale nie gwarantuje, ze bedzie to (przy-
najmniej na magistrali) wzrost harmonijny, bez skokéw i wahan. W dtugich okre-

sach (w dowolnie dlugim horyzoncie T) taki regularny, harmonijny rozwdj tech-
nologii w niestacjonarnej gospodarce Gale’a zapewnia nastepujgcy warunek:

(G10)3p > 0 (li{n r>p),

t
gdzie I}, = W Wobec (G5) (zob. (1)) ciag {I:(t)}2, jest nierosnacy i ograni-
Mt

czony, 1 > I, > I};,4, wiec ma granice ¢ = 0. Warunek (G10) wymaga, aby byta to
granica dodatnia. Wyklucza nie tylko mozliwo$¢é wystepowania gwattownych
zmian/skokow wskaznika technologicznej efektywnosci produkcji a,,, — a w efek-
cie tempa wzrostu na magistrali'® — ale oznacza istnienie pewnego, niezaleznego
od dtugosci horyzontu T ={0,1,...,t;}, granicznego (gérnego) putapu tempa
wzrostu mozliwego do osiggniecia w ogole przez gospodarke (Panek, 2019).

o Twierdzenie 2. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G10), (U1), (U2), to dla do-
wolnej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba naturalna k., ze liczba okresow, w ktorych
(v°, t;,u) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?zo spetnia warunek

d(y*(t),N1) > ¢, (17)
nie przekracza k. Liczba k. nie zalezy od dtugosci horyzontu T.

Dowéd. Wezmy optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:o. Wobec (G5), (5), (11)
mamy:

(ﬁ(tl)!y*(t + 1)) < aM,tl(ﬁ(tl)'y*(t))a t= 0,1, ) tl - 1' (18)

[lp(t)|l = 114 Jezeli w okresach 14,7, ...,Tx < t; zachodzi warunek (17), to
zgodnie z lematem 1:

'3 Przy zatozeniu (G10) amplituda wahan tempa wzrostu produkcji na magistrali z czasem maleje
(asymptotycznie do 0, przy t — +0).

4 Ceny von Neumanna (spetniajgce warunki (4)—(6)) sg okreslone z doktadnoscig do struktury,
dlatego bez ograniczen mozemy przyjac ||p(t)|| = 1.
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@), y* (t + 1) < (ame, = 8o, )P,y (D), t = T4, oo, T, (19)

gdzie 8., € (0,ay,,)- Laczac (18), (19), dochodzimy do warunku:

(B, (t)) < i (@, = 8ery) Bt YO,

a stad, wobec (U1):

u(y*(t) < aat F(ame, = 8er,) B, ¥O), (20)

gdzie a jest pewng liczbg dodatnia.
Poniewaz y° > 0, wiec

o > 0(y° 2 63)

(5 jest wektorem struktury produkcji na szczytowej magistrali (15))' i zgodnie
z (G8) nastepujgcy cigg wektoréw produkcii:

S06) = ¢
y( ) 0'(1_[ (ZM‘9>S_,II = 1, ...,tl
6=1

tworzy (y° t;) — dopuszczalny proces wzrostu, ktory otrzymujemy po przej-
$ciu gospodarki w okresie t = 1 ze stanu poczgtkowego y° na szczytowag ma-
gistrale N2'6. Wowczas z definicji procesu (v°,t;,u) — optymalnego otrzymu-
jemy:

u(y*(t) 2 w(3(e) = o(ITge, @me)ul®) > 0.) (21)

Z (20), (21) dostajemy nieréwnos¢:

t

— k,_ 1 —
aaliy! (@ue, = 8e0,) @60,y 2 o ([ |~ awo)u® >0

lub inaczej:
(aM,:l—tSs,rl)k S _ 0w _Héil amo _ __ou@®) |
ame, ) T a@)y®) gt a@t)y®

0
15 Wystarczy wzigé o = mjn};—‘ > 0.

i i
®Dlat=1,2,..,t; mamy: j(t) € N? € N,
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z ktérej, wobec (G9), (G10) wynika, ze:

OpCryi
1> (1= vk » 2Pomin

Cmax

L= i = 0 17 o .
Cmin srergl(r&)u(s) >0, Cnax max (p,y°?) > 017. Wowczas:

linli=1
Inc

< B
= In(1-vg)

gdzie ¢ = Z&min 5 . W charakterze liczby k,, o ktérej mowa w tezie twierdzenia,

ACmax

wystarczy wzig¢ najmniejszg liczbe naturalng wiekszg od max {0, A}. m
5. UWAGI KONCOWE

19 Twierdzenie 2 pozostaje prawdziwe po zastgpieniu dodatniego wektora pro-
dukcji w okresie poczatkowym w (12) pétdodatnim wektorem

y° =0, (12)

pod warunkiem, ze istnieje (v°,f) — dopuszczalny proces wzrostu {¥(t)}_,,
prowadzacy w okresie t < t; ze stanu poczatkowego (12’) do szczytowej magi-
strali N2, y(f) € N2. Technika dowodu nie zmienia sig.

2% Twierdzenie 2 pozostaje prawdziwe rowniez wtedy, gdy:

e warunek (G8) zastgpimy (stabszym) warunkiem:

(G8) 3F < t, IE(D), FOKL VE € (B E+1, .., 6} ((F(), (1)) € Zope (1)) A
AVEE(ET+1, ...t — 1} ((t + 1) = 3(1)),

e podobnie jak w pkt 1°, warunek (12) zastgpimy (stabszym) warunkiem (12'),
e zatozymy, Ze istnieje (y° t) — dopuszczalny proces wzrostu {y(t)}:_,, prowa-
dzacy w okresie T =t ze stanu poczatkowego (12') do szczytowej magistrali

NE = {A5]4 > 0}, gdzie § = l;ig” € S(D)e.

39 Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale'a, spetniajgcej warunki (G1)-(G10),
proces {y*(t)}?=0 jest rozwigzaniem nastepujgcego zadania maksymalizacji
wartosci produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna) w korncowym okresie
horyzontu T:

max (p(t,), y(t,))
p.w. (11), (12) (16’)
(wektor y° dany),

7 Liczby cpin > 0, Cax > 0 istnieja, gdyz funkcja u(+) oraz forma liniowa (-, y°) sg ciagte, a zbiory
S(0), S*(1) zwarte. )
8 W tej wersji szczytowa magistrala N istnieje od okresu t = £ (a nie od t = 0).
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wtedy otrzymujemy nastepujaca wersje twierdzenia o wielopasmowej magistrali:

o Twierdzenie 3. Dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna t, ze
kazdy optymalny proces wzrostu {y*(t)}il=0 (rozwigzanie zadania (16’)), ktory
w okresie t >t (< t,) dociera do szczytowej magistrali N¢,

y*(£) € N,

w kolejnych okresach t = { + 1, ..., t; — 1 horyzontu T (z wyjgtkiem, ewentualnie,
ostatniego okresu t;) zawsze pozostaje w ¢ — otoczeniu wielopasmowej magi-
strali N*1 (w sensie metryki (8)).

Dowéd przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 3 w artykule Panka
(2019). m
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