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1. WPROWADZENIE

Podejmowanie decyzji jest nieodłącznym elementem życia codziennego i po-
lega na wyborze jednego z rozważanych i uznanych za możliwe do realizacji 
wariantów przyszłego działania, tzw. wariantu preferowanego, które są charakte-
ryzowane przez różne, zazwyczaj sprzeczne kryteria. Rosnąca złożoność ota-
czającego nas świata oraz mnogość rozważanych problemów decyzyjnych po-
woduje, że podejmowanie właściwych decyzji staje się zadaniem coraz trudniej-
szym. W tej sytuacji możemy wykorzystać tzw. dyskretne metody wielokryterial-
ne wspomagania decyzji (ang. Multiple Criteria Decision Making – MCDM). Dys-
ponują one gotowymi algorytmami pozwalającymi na porządkowanie liniowe 
możliwych wariantów decyzyjnych oraz wskazanie wariantu preferowanego. 
Metody te stały się bardzo popularne w ostatnich latach i znajdują szerokie za-
stosowanie w rozwiązywaniu rzeczywistych problemów decyzyjnych (Behzadian 
i inni, 2012; Abdullah, Adawiyah, 2014).  

Celem pracy jest przedstawienie modyfikacji rozmytej metody TOPSIS opra-
cowanej przez Chena (2000) dla grupy decydentów. Z zaproponowanego przez 
niego algorytmu wynika, że grupowa macierz decyzyjna (i grupowy wektor wag) 
dla grupy decydentów jest określona jako średnia arytmetyczna indywidualnych 
macierzy decyzyjnych (i indywidualnych wektorów wag). Jednak w grupie de-
cydentów, każdy z nich może specjalizować się w różnych zagadnieniach, mieć 
różne preferencje czy takie unikalne cechy, jak wiedzę, umiejętności, doświad-
czenie, osobowość itp. Powoduje to, że każdy z decydentów może mieć inny 
wpływ na wynik końcowy, tzn. grupową macierz decyzyjną (i grupowy wektor 
wag). Oznacza to, że w odróżnieniu do agregacji metodą średniej arytmetycz-
nej, wagi określające istotność decydentów w grupie mogą być różne. W litera-
turze można znaleźć szereg propozycji wyznaczania wag określających istot-

1 Politechnika Białostocka, Wydział Informatyki, Katedra Matematyki, ul. Wiejska 45A, 15-351 Bia-
łystok, Polska, e-mail: d.kacprzak@pb.edu.pl, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8999-1044. 

2 Badania zostały zrealizowane w ramach pracy nr S/WI/1/2016 i sfinansowane ze środków na 
naukę MNiSW. 



28 Przegląd Statystyczny tom LXVI, zeszyt 1, 2019 

 

ność decydentów (French, 1956; Bodily, 1979; Ramanathan, Ganesh, 1994; 
Chen, Fan, 2006, 2007; Xu, 2008), w tym również propozycje wykorzystujące 
metodę TOPSIS opartą na liczbach rzeczywistych (Liu i inni, 2016), liczbach 
przedziałowych (Yue, 2011) oraz na skierowanych liczbach rozmytych (Kac-
przak, 2019).  

Proponowane w pracy podejście wykorzystuje dwukrotnie rozmytą metodę 
TOPSIS opartą na trapezowych liczbach rozmytych. Pierwszy raz rozmyta me-
toda TOPSIS jest użyta w celu wyznaczenia wag określających istotność decy-
dentów. Wykorzystując indywidualne macierze decyzyjne określone przez de-
cydentów, wyznaczane są punkty referencyjne, które w tym etapie stanowi 
decyzja idealna (DI) oraz decyzja antyidealna (DA). Decyzja idealna stanowi 
średnią arytmetyczną indywidualnych macierzy decyzyjnych, tzn. stanowi decy-
zję kompromisową decydentów. Z kolei decyzja antyidealna, aby zapewnić 
maksymalną odległość od DI, została podzielona na lewostronną DA (LDA) 
i prawostronną DA (PDA). LDA jest minimalną, natomiast PDA maksymalną 
macierzą z indywidualnych macierzy decyzyjnych. Oczywiście, im indywidualna 
macierz decyzyjna decydenta jest bliższa DI i bardziej oddalona od LDA oraz 
PDA, w stosunku do pozostałych decydentów, tym lepsza jest jego decyzja. 
Z tego względu wykorzystując miarę syntetyczną wyznaczamy dla indywidual-
nej macierzy decyzyjnej każdego decydenta jej względną bliskość do DI. War-
tości tej miary po unormowaniu stanowią wagi określające istotność decyden-
tów w grupie. Wagi te są następnie wykorzystane do agregacji indywidualnych 
macierzy decyzyjnych w grupową macierz decyzyjną za pomocą średniej wa-
żonej. Macierz grupowa jest podstawą do zastosowania rozmytej metody 
TOPSIS po raz drugi, liniowego uporządkowania wariantów decyzyjnych 
i wskazania wariantu preferowanego. 

Praca składa się z siedmiu rozdziałów. W drugim rozdziale przedstawiono 
podstawowe informacje związane ze zbiorami i liczbami rozmytymi. W kolejnym 
opisano klasyczną metodę TOPSIS oraz jej rozmytą wersję. Rozdział czwarty 
poświęcono na przedstawienie proponowanej modyfikacji rozmytej metody 
TOPSIS dla grupowego podejmowania decyzji, a następny na przykład liczbowy. 
Praca kończy się porównaniem proponowanej metody z innymi metodami wyko-
rzystującymi agregację indywidualnych macierzy decyzyjnych za pomocą śred-
niej arytmetycznej, geometrycznej i ich modyfikacji oraz podsumowaniem. 

 
2. ZBIORY I LICZBY ROZMYTE 

 
Pojęcie zbioru rozmytego wprowadził Lotfi A. Zadeh w 1965 roku (Zadeh, 

1965). Pozwala ono na opisywanie i matematyczne modelowanie wielkości nie-
precyzyjnych czy też wyrażonych za pomocą języka mówionego. Znalazło to 
szerokie zastosowanie praktyczne, szczególnie w zagadnieniach zawiązanych 
ze sterowaniem i wspomaganiem podejmowania decyzji. 
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Definicja 1 (Zadeh, 1965). Niech ܷ będzie przestrzenią obiektów. Zbiorem roz-
mytym ܣሚ w przestrzeni ܷ nazywa się zbiór par 

 
ሚܣ  ൌ ൛൫ݔ, ܷൟ, (1)ݔ	|	ሻ൯ݔ஺෨ሺߤ

 
gdzie ߤ஺෨ ∶ ܷሾ0,1ሿ jest funkcją przynależności, która każdemu elementowi ݔܷ 
przypisuje jego stopień przynależności do zbioru rozmytego ܣሚ.  
Definicja 2 (Czogała, Pedrycz, 1985). Wypukła liczba rozmyta ܣሚ (Convex Fuzzy 
Numbers – CFN), w skrócie liczba rozmyta, to zbiór rozmyty osi rzeczywistej Թ 
ሺܷ ൌ Թሻ, którego funkcja przynależności 

 
஺෨ߤ  ∶ ܷሾ0,1ሿ, (2)

 
spełnia następujące warunki: 
– normalności, tzn. 

 
 sup

௫Թ
ሻݔ஺෨ሺߤ ൌ 1, (3)

 
– wypukłości, tzn.  

 
 ݔ, ,ݕ ,Թݖ ,ݔሾݕ ሿݖ ∶ 	 ,ሻݔ஺෨ሺߤሻminሼݕ஺෨ሺߤ ሻሽ, (4)ݖ஺෨ሺߤ

 
– bycia przedziałami ciągłą. 

Praktyczne zastosowania liczb rozmytych pokazują, że najczęściej wykorzy-
stuje się trapezowe liczby rozmyte (lub ich szczególny przypadek, tzn. trójkątne 
liczby rozmyte). Liczby trapezowe można jednoznacznie opisać za pomocą czte-
rech liczb rzeczywistych ܽ, ܾ, ܿ i ݀, gdzie ܽ ൑ ܾ ൑ ܿ ൑ ݀, tzn. 

 
ሚܣ  ൌ ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ, (5)

 
a ich funkcja przynależności ma postać (rysunek 1) 

 
 

ሻݔ஺෨ሺߤ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ݔ െ ܽ
ܾ െ ܽ

gdy ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ,

1 gdy ܾ ൑ ݔ ൑ ܿ,
݀ െ ݔ
݀ െ ܿ

gdy ܿ ൑ ݔ ൑ ݀.

 (6)
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Rysunek 1. Trapezowa liczba rozmyta 

 

 
Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Trapezową liczbę rozmytą ܣሚ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ, dla której 0 ൑ ܽ ൑ ܾ ൑ ܿ ൑ ݀ nazwie- 

my dodatnią trapezową liczbą rozmytą (rysunek 1). Działania arytmetyczne na 
dodatnich trapezowych liczbach rozmytych ܣሚ ൌ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ i ܤ෨ ൌ ሺܽ஻෨ , ܾ஻෨ , ܿ஻෨ , ݀஻෨ሻ 
określamy następująco: 
– dodawanie: 
 
ሚܣ  ൅ ෨ܤ ൌ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ ൅ ሺܽ஻෨ , ܾ஻෨ , ܿ஻෨ , ݀஻෨ሻ ൌ ሺܽ஺෨ ൅ ܽ஻෨ , ܾ஺෨ ൅ ܾ஻෨ , ܿ஺෨ ൅	

൅ܿ஻෨ , ݀஺෨ ൅ ݀஻෨ሻ, 
(7)

 
– odejmowanie: 
 
ሚܣ  െ ෨ܤ ൌ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ െ ሺܽ஻෨ , ܾ஻෨ , ܿ஻෨ , ݀஻෨ሻ ൌ ሺܽ஺෨ െ ݀஻෨ , ܾ஺෨ െ ܿ஻෨ , ܿ஺෨ െ	

െܾ஻෨ , ݀஺෨ െ ܽ஻෨ሻ,    
(8)

 
– mnożenie: 
 
ሚܣ  ∗ ෨ܤ ൌ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ ∗ ሺܽ஻෨ , ܾ஻෨ , ܿ஻෨ , ݀஻෨ሻ ൌ ሺܽ஺෨ ∗ ܽ஻෨ , ܾ஺෨ ∗ ܾ஻෨ , ܿ஺෨ ∗	

∗ ܿ஻෨ , ݀஺෨ ∗ ݀஻෨ሻ, 
(9)

 
– mnożenie dodatniej trapezowej liczby rozmytej ܣሚ przez dodatnią liczbę rze-

czywistą ݎ: 
 
ݎ  ∗ ሚܣ ൌ ݎ ∗ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ ൌ ሺݎ ∗ ܽ஺෨, ݎ ∗ ܾ஺෨, ݎ ∗ ܿ஺෨, ݎ ∗ ݀஺෨ሻ, (10)
 
– dzielenie: 
 
෨ܤ/ሚܣ  ൌ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ/ሺܽ஻෨ , ܾ஻෨ , ܿ஻෨ , ݀஻෨ሻ ൌ ሺܽ஺෨/݀஻෨ , ܾ஺෨/ܿ஻෨ , ܿ஺෨/ܾ஻෨ , ݀஺෨/ܽ஻෨ሻ, (11)
 
jeżeli ܽ஻෨ ൐ 0. Ponadto dla dodatnich trapezowych liczb rozmytych 
ሚܣ ൌ ሺܽ஺෨, ܾ஺෨, ܿ஺෨, ݀஺෨ሻ i ܤ෨ ൌ ሺܽ஻෨ , ܾ஻෨ , ܿ஻෨ , ݀஻෨ሻ określamy ich odległość wierzchołkową 
oraz minimum i maksimum wykorzystywane w rozmytej metodzie TOPSIS 
następująco: 
– odległość wierzchołkowa dodatnich trapezowych liczb rozmytych: 

1

x
ba c d

 ሻݔ෨ሺܣߤ  ሚܣ
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 ݀൫ܣሚ, ෨൯ܤ ൌ ටଵ

ସ
ሾሺܽ஺෨ െ ܽ஻෨ሻଶ ൅ ሺܾ஺෨ െ ܾ஻෨ሻଶ ൅ ሺܿ஺෨ െ ܿ஻෨ሻଶ ൅ ሺ݀஺෨ െ ݀஻෨ሻଶሿ, (12)

 
– minimum dodatnich trapezowych liczb rozmytych: 
 
 min൫ܣሚ, ෨൯ܤ ൌ ሺminሼܽ஺෨, ܽ஻෨ ሽ,minሼܾ஺෨, ܾ஻෨ ሽ,minሼܿ஺෨, ܿ஻෨ ሽ,minሼ݀஺෨, ݀஻෨ ሽሻ, (13)
 
– maksimum dodatnich trapezowych liczb rozmytych: 
 
 max൫ܣሚ, ෨൯ܤ ൌ ሺmaxሼܽ஺෨, ܽ஻෨ ሽ,maxሼܾ஺෨, ܾ஻෨ ሽ,maxሼܿ஺෨, ܿ஻෨ ሽ,maxሼ݀஺෨, ݀஻෨ ሽሻ.  (14)
 
 W kolejnym rozdziale zostanie przedstawiona klasyczna metoda TOPSIS 
(Hwang, Yoon, 1981) oraz jej rozmyta wersja oparta na trójkątnych liczbach 
rozmytych (Chen, 2000). 
 

3. KLASYCZNA METODA TOPSIS I JEJ ROZMYTA WERSJA 
 

 Metoda TOPSIS (ang. The Technique for Order Preference by Similarity to 
Ideal Solution) zaproponowana przez Hwanga, Yoona (1981) jest jedną z najpo-
pularniejszych i najczęściej wykorzystywanych metod MCDM. Należy ona do 
grupy tzw. metod wzorcowych. Wykorzystując dwa punktu referencyjne, tzw. 
rozwiązanie idealne (RI) i rozwiązanie antyidealne (RA), wyznacza dla każdego 
wariantu decyzyjnego wartość miary syntetycznej mierzącej względną jego bli-
skość do RI. Następnie wartości tej miary służą do porządkowania liniowego 
możliwych wariantów decyzyjnych i wskazania wariantu preferowanego (warian-
tu o najwyższej wartości miary syntetycznej). 
 Punktem wyjścia klasycznej metody TOPSIS jest macierz decyzyjna zbudo-
wana z ocen możliwych wariantów decyzyjnych względem kryteriów dokona-
nych przez decydenta. Oceny te są wyrażone za pomocą precyzyjnych wielkości 
liczbowych. Jednak rosnąca złożoność rzeczywistych problemów decyzyjnych 
powoduje, że decydenci mogą mieć trudności z dokładnym określeniem swoich 
ocen lub preferować oceny wyrażone za pomocą wyrażeń lingwistycznych. 
Czynniki te spowodowały powstanie szeregu modyfikacji klasycznej metody 
TOPSIS, aby możliwe było uwzględnienie innych form prezentacji danych, m.in. 
liczb przedziałowych (Jahanshahloo i inni, 2006a; Roszkowska, 2011), liczb 
rozmytych (Chen, 2000; Jahanshahloo i inni, 2006b; Łuczak, Wysocki, 2006; 
Łuczak, Wysocki, 2008; Łuczak, Wysocki, 2011), intuicjonistycznych zbiorów 
rozmytych (Boran i inni, 2009), niepewnych (hesitant) zbiorów rozmytych (Se-
nvar i inni, 2016), skierowanych liczb rozmytych (Roszkowska, Kacprzak, 2016; 
Rudnik, Kacprzak, 2017) i innych. Ponadto, wspomniana rosnąca złożoność 
rzeczywistych problemów decyzyjnych powoduje, że pojedynczy decydent może 
mieć trudności z dokładną analizą wszystkich istotnych aspektów rozważanego 
problemu. Skutkuje to tym, że szereg problemów jest analizowany przez grupę 
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decydentów. W rezultacie każdy decydent z grupy prezentuje swoją decyzję 
w postaci indywidualnej macierzy decyzyjnej (i indywidualnego wektora wag), 
które następnie są agregowane do grupowej macierzy decyzyjnej (i grupowego 
wektora wag), która jest podstawą do porządkowania liniowego możliwych wa-
riantów decyzyjnych i wskazania wariantu preferowanego. 
 Załóżmy, że decydent (ekspert) dokonuje wyborów jednego z ݉ możli- 
wych wariantów decyzyjnych ocenianych względem ݊ kryteriów. Zbiór kryteriów 
jest podzielony na dwa podzbiory: stymulanty (im wyższa wartość oceny tym 
lepiej) oznaczane przez ܤ oraz destymulanty (im niższa wartość oceny tym 
lepiej) oznaczane przez ܥ. Ocenę wariantu ܣ௜ ሺ݅ ൌ 1,… ,݉ሻ ze względu na kryte-
rium ܥ௝ ሺ݆ ൌ 1,… , ݊ሻ oznaczymy przez ݔ௜௝. Dodatkowo określamy wektor wag 
kryteriów oznaczony przez ݓ ൌ ሺݓଵ, ,ଶݓ …  ௝ሾ0,1ሿ i spełnia warunekݓ ௡ሻ, gdzieݓ,
∑ ௝ݓ ൌ 1௡
௝ୀଵ . 

 Klasyczna metoda TOPSIS (Hwang, Yoon, 1981) zakłada, że oceny warian-
tów decyzyjnych względem kryteriów ݔ௜௝ oraz wagi kryteriów ݓ௝ są określone 

precyzyjnie przez liczby rzeczywiste. Składa się ona z następujących etapów. 
ETAP 1: Określenie macierzy decyzyjnej ܺ 
 
 ܺ ൌ ൫ݔ௜௝൯,  (15)
 
gdzie ݔ௜௝Թ. 
 
ETAP 2: Wyznaczenie znormalizowanej macierzy decyzyjnej 
 
 ܴ ൌ ൫ݎ௜௝൯,  (16)
 
gdzie ݎ௜௝ ൌ

௫೔ೕ

ට∑ ௫೔ೕ
మ೘

೔సభ

. 

 
ETAP 3: Wyznaczenie ważonej znormalizowanej macierzy decyzyjnej  
 
 ܸ ൌ ൫ݒ௜௝൯,  (17)
 
gdzie ݒ௜௝ ൌ ௜௝ݎ ∙  .௝ݓ
 
ETAP 4: Określenie rozwiązania idealnego ܣା 
 
ାܣ  ൌ ሺݒଵ

ା, ଶݒ
ା,… , ௡ାሻݒ ൌ ቄቀmax

௜
݆	|	௜௝ݒ ∈ ቁܤ , ቀmin௜

݆	|	௜௝ݒ ∈ ቁቅ, (18)ܥ

 
oraz rozwiązania antyidealnego ିܣ 
 
ିܣ  ൌ ሺݒଵି, ଶݒ

ି,… , ௡ିሻݒ ൌ ቄቀmin
௜
݆	|	௜௝ݒ ∈ ቁܤ , ቀmax௜

݆	|	௜௝ݒ ∈ ቁቅ. (19)ܥ
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ETAP 5: Wyznaczenie odległości euklidesowej każdego wariantu decyzyjnego 
 ାܣ ௜ od rozwiązania idealnegoܣ

 
 

݀௜
ା ൌ ට∑ ൫ݒ௜௝ െ ௝ݒ

ା൯
ଶ௡

௝ୀଵ , (20)

 
oraz rozwiązania antyidealnego ିܣ 

 
 

݀௜
ି ൌ ට∑ ൫ݒ௜௝ െ ௝ݒ

ି൯
ଶ௡

௝ୀଵ . (21)

 
ETAP 6: Wyznaczenie dla każdego wariantu decyzyjnego ܣ௜ wartości miary 

syntetycznej mierzącej względną jego bliskość do rozwiązania idealne-
go ܣା: 

 
௜ܥܴ  ൌ

ௗ೔
ష

ௗ೔
శାௗ೔

ష . (22)

 
 Ponieważ odległości ݀௜

ା ൒ 0 i ݀௜
ି ൒ 0, oznacza to, że wartość miary synte-

tycznej ܴܥ௜ jest unormowana w przedziale [0,1], tzn. ܴܥ௜ ∈ ሾ0,1ሿ. 
ETAP 7: Ranking (uporządkowanie liniowe) wariantów decyzyjnych względem 

wartości miary syntetycznej ܴܥ௜. Wariantem preferowanym jest ten 
z najwyższą wartością miary syntetycznej ܴܥ௜. 

 Chen (2000) rozszerzył klasyczną metodę TOPSIS zaproponowaną przez 
Hwanga, Yoona (1981) na liczby rozmyte. Pozwala to na analizę rzeczywistych 
problemów decyzyjnych w których mamy trudności z precyzyjnym określeniem 
ocen lub preferujemy oceny wyrażone za pomocą wyrażeń lingwistycznych, 
które są reprezentowane przez liczby rozmyte. Wykorzystał on trójkątne liczby 
rozmyte, które możemy zapisać w postaci ܣሚ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ, a ich funkcja przynależ-
ności ma postać (szczególny przypadek formuły (6)) 

 

ሻݔ஺෨ሺߤ ൌ ൞

ݔ െ ܽ
ܾ െ ܽ

gdy ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ,

ܿ െ ݔ
ܿ െ ܾ

gdy ܾ ൑ ݔ ൑ ܿ.
 

 
 Propozycja Chena składa się z następujących etapów. 
ETAP 1: Określenie macierzy decyzyjnej ෨ܺ 

 
 ෨ܺ ൌ ൫ݔ෤௜௝൯, (23)

 

gdzie elementy ݔ෤௜௝ ൌ ቀܽ௫෤೔ೕ, ܾ௫෤೔ೕ, ܿ௫෤೔ೕቁ są trójkątnymi liczbami rozmytymi. 
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ETAP 2: Wyznaczenie znormalizowanej macierzy decyzyjnej  

 
 ෨ܴ ൌ ൫̃ݎ௜௝൯,  (24)

 
gdzie  

 

௜௝ݎ̃ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
൭ۓ

ܽ௫෤೔ೕ
max
௜
ܿ௫෤೔ೕ

,
ܾ௫෤೔ೕ

max
௜
ܿ௫෤೔ೕ

,
ܿ௫෤೔ೕ

max
௜
ܿ௫෤೔ೕ

൱ gdy ݆ ∈ ,ܤ

ቆ
min
௜
ܽ௫෤೔ೕ

ܿ௫෤೔ೕ
,
min
௜
ܽ௫෤೔ೕ

ܾ௫෤೔ೕ
,
min
௜
ܽ௫෤೔ೕ

ܽ௫෤೔ೕ
ቇ gdy ݆ ∈ .ܥ

 

 
ETAP 3: Wykorzystując wektor wag kryteriów ݓ෥ ൌ ሺݓ෥ଵ, ,෥ଶݓ …  ෥௡ሻ, gdzieݓ,

෥௝ݓ ൌ ሺܽ௪෥ೕ, ܾ௪෥ೕ, ܿ௪෥ೕሻ, wyznaczenie ważonej znormalizowanej macierzy 

decyzyjnej  

 
 ෨ܸ ൌ ൫ݒ෤௜௝൯, (25)

 
gdzie ݒ෤௜௝ ൌ ௜௝ݎ̃ ∙ ෥௝ݓ ൌ ሺܽ௥̃೔ೕ, ܾ௥̃೔ೕ , ܿ௥̃೔ೕሻ ∙ ሺܽ௪෥ೕ, ܾ௪෥ೕ, ܿ௪෥ೕሻ ൌ ሺܽ௥̃೔ೕ ∙ ܽ௪෥ೕ, ܾ௥̃೔ೕ ∙ ܾ௪෥ೕ, ܿ௥̃೔ೕ ∙ ܿ௪෥ೕሻ. 

 
ETAP 4: Określenie rozwiązania idealnego ܣሚା 

 
ሚାܣ  ൌ ሺݒ෤ଵ

ା, ෤ଶݒ
ା,… , ෤௡ାሻݒ ൌ ቀmax

௜
෤௜ଵݒ ,max௜

,෤௜ଶݒ … ,max௜
෤௜௡ቁ (26)ݒ

 
oraz rozwiązania antyidealnego ܣሚି 

 
ሚିܣ  ൌ ሺݒ෤ଵି, ෤ଶݒ

ି,… , ෤௡ିሻݒ ൌ ቀmin
௜
෤௜ଵݒ ,min௜

,෤௜ଶݒ … ,min௜
෤௜௡ቁ. (27)ݒ

 
ETAP 5: Wykorzystując formułę określoną wzorem (12), wyznaczenie odległości 

każdego wariantu decyzyjnego ܣ௜ od rozwiązania idealnego ܣሚା 

 
 ݀௜

ା ൌ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝, ෤௝ݒ
ା൯௡

௝ୀଵ   (28)

 
oraz rozwiązania antyidealnego ܣሚି 

 
 ݀௜

ି ൌ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝, ෤௝ݒ
ି൯௡

௝ୀଵ .  (29)
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ETAP 6: Wyznaczenie dla każdego wariantu decyzyjnego ܣ௜ wartości miary syn-
tetycznej mierzącej względną jego bliskość do rozwiązania idealnego ܣሚା 

 
௜ܥܴ  ൌ

ௗ೔
ష

ௗ೔
శାௗ೔

ష  (30)

 
ETAP 7: Ranking (uporządkowanie liniowe) wariantów decyzyjnych względem 

wartości miary syntetycznej ܴܥ௜ i wybranie wariantu preferowanego. 
 W kolejnym rozdziale zostanie przedstawiona modyfikacja rozmytej metody 
TOPSIS oparta na dodatnich trapezowych liczbach rozmytych dla grupowego 
podejmowania decyzji, w której indywidualne macierze decyzyjne będą agrego-
wane w macierz grupową za pomocą średniej ważonej, gdzie wagami będą wagi 
określające istotność decydentów. 
 

4. MODYFIKACJA ROZMYTEJ METODY TOPSIS DLA GRUPOWEGO 
PODEJMOWANIA DECYZJI 

 
 Rozważmy dyskretny wielokryterialny problem decyzyjny, w którym ze zbioru 
ሼܣଵ, ,ଶܣ … , ௠ሽ ሺ݉ܣ ൒ 2ሻ możliwych wariantów decyzyjnych ocenianych względem 
zbioru kryteriów ሼܥଵ, ,ଶܥ … , ௡ሽ ሺ݊ܥ ൒ 2ሻ chcemy wybrać wariant preferowany. 
Zbiór ሼܯܦଵ,ܯܦଶ,… , ܭ௄ሽ ሺܯܦ ൒ 2ሻ oznacza grupę decydentów (ekspertów), 
a  ൌ ሺଵ,ଶ, … , ௄ሻ jest wektorem wag określającym istotność decydentów, 
takim że ௞ ∈ ሾ0,1ሿ i ∑ ௞௄

௞ୀଵ ൌ 1. 
 Proponowana modyfikacja składa się z następujących etapów. 
ETAP 1. Każdy z decydentów prezentuje swoje oceny w postaci macierzy decy-

zyjnej  
 
 

෨ܺ௞ ൌ ൫ݔ௜௝
௞ ൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ෤ଵଵݔ

௞ ෤ଵଶݔ
௞

෤ଶଵݔ
௞ ෤ଶଶݔ

௞
⋯ ෤ଵ௡ݔ

௞

⋯ ෤ଶ௡ݔ
௞

⋮ ⋮
෤௠ଵݔ
௞ ෤௠ଶݔ

௞
⋱ ⋮
⋯ ෤௠௡௞ݔ ے

ۑ
ۑ
ې
 , (31)

 

gdzie ݔ෤௜௝
௞ ൌ ቀܽ௫෤೔ೕೖ , ܾ௫෤೔ೕೖ , ܿ௫෤೔ೕೖ , ݀௫෤೔ೕೖ ቁ jest trapezową liczbą rozmytą będącą oceną wa-

riantu decyzyjnego ܣ௜ ሺ݅ ൌ 1,2, … ,݉ሻ ze względu na kryterium ܥ௝ ሺ݆ ൌ 1,2, … , ݊ሻ 
dokonaną przez decydenta ܯܦ௞ ሺ݇ ൌ 1,2, … ,   .ሻܭ
 
ETAP 2. W celu zapewnienia porównywalności kryteriów, obliczamy znormali-

zowane macierze decyzyjne  
 
 

෨ܻ ௞ ൌ ൫ݕ෤௜௝
௞ ൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ෤ଵଵݕ

௞ ෤ଵଶݕ
௞

෤ଶଵݕ
௞ ෤ଶଶݕ

௞
⋯ ෤ଵ௡ݕ

௞

⋯ ෤ଶ௡ݕ
௞

⋮ ⋮
෤௠ଵݕ
௞ ෤௠ଶݕ

௞
⋱ ⋮
⋯ ෤௠௡௞ݕ ے

ۑ
ۑ
ې
 , (32)
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gdzie  

 

෤௜௝ݕ
௞ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
൭ۓ

ܽ௫෤೔ೕೖ

max
௜
݀௫෤೔ೕೖ

,
ܾ௫෤೔ೕೖ

max
௜
݀௫෤೔ೕೖ

,
ܿ௫෤೔ೕೖ

max
௜
݀௫෤೔ೕೖ

,
݀௫෤೔ೕೖ

max
௜
݀௫෤೔ೕೖ

൱ gdy ௝ܥ ∈ ,ܤ

൭
min
௜
ܽ௫෤೔ೕೖ

݀௫෤೔ೕೖ
,
min
௜
ܽ௫෤೔ೕೖ

ܿ௫೔ೕೖ
,
min
௜
ܽ௫෤೔ೕೖ

ܾ௫෤೔ೕೖ
,
min
௜
ܽ௫෤೔ೕೖ

ܽ௫෤೔ೕೖ
൱ gdy ௝ܥ ∈ .ܥ

 

 
ETAP 3. Wykorzystując wektory wag kryteriów postaci ݓ෥௞ ൌ ሺݓ෥ଵ

௞, ෥ଶݓ
௞, …  ,෥௡௞ሻݓ,

gdzie ݓ෥௝
௞ ൌ ቀܽ௪෥ೕೖ, ܾ௪෥ೕೖ, ܿ௪෥ೕೖ, ݀௪෥ೕೖቁ, wyznaczamy ważone znormalizowane 

macierze decyzyjne (indywidualne decyzje) ܸ௞ dla każdego z decyden-
tów  

 
 

෨ܸ ௞ ൌ ൫ݒ෤௜௝
௞ ൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ෤ଵଵݒ

௞ ෤ଵଶݒ
௞

෤ଶଵݒ
௞ ෤ଶଶݒ

௞
⋯ ෤ଵ௡ݒ

௞

⋯ ෤ଶ௡ݒ
௞

⋮ ⋮
෤௠ଵݒ
௞ ෤௠ଶݒ

௞
⋱ ⋮
⋯ ෤௠௡௞ݒ ے

ۑ
ۑ
ې
 , (33)

 

gdzie ݒ෤௜௝
௞ ൌ ෥௝ݓ

௞ ∙ ෤௜௝ݕ
௞ ൌ ቀܽ௪෥ೕೖ ∙ ܽ௬෤೔ೕೖ , ܾ௪෥ೕೖ ∙ ܾ௬෤೔ೕೖ , ܿ௪෥ೕೖ ∙ ܿ௬෤೔ೕೖ , ݀௪෥ೕೖ ∙ ݀௬෤೔ೕೖ ቁ.  

 
ETAP 4. Bazując na macierzach ෨ܸ ௞ wyznaczamy decyzję idealną (DI) i decyzję 

antyidealna (DA). DI jest średnią arytmetyczną z decyzji indywidual-
nych ෨ܸ ௞, tzn. stanowi decyzję kompromisową decydentów, postaci  

 
 

෩ାܦ ൌ ൫ ሚ݀௜௝
ା൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ሚ݀
ଵଵ
ା ሚ݀

ଵଶ
ା

ሚ݀
ଶଵ
ା ሚ݀

ଶଶ
ା

⋯ ሚ݀
ଵ௡
ା

⋯ ሚ݀
ଶ௡
ା

⋮ ⋮
ሚ݀
௠ଵ
ା ሚ݀

௠ଶ
ା

⋱ ⋮
⋯ ሚ݀

௠௡
ା ے
ۑ
ۑ
ې
 , (34)

 
gdzie ሚ݀௜௝

ା ൌ
ଵ

௄
∑ ෤௜௝ݒ

௞௄
௞ୀଵ . Z kolei DA, w celu zapewnienia maksymalnej odległości 

od DI, jest podzielna na dwie części: lewostronną decyzję antyidelną (LDA) bę-
dącą minimalną macierzą z indywidualnych decyzji ෨ܸ ௞, postaci 

 
 

෩ି௅ܦ ൌ ൫ ሚ݀௜௝
ି௅൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ሚ݀
ଵଵ
ି௅ ሚ݀

ଵଶ
ି௅

ሚ݀
ଶଵ
ି௅ ሚ݀

ଶଶ
ି௅

⋯ ሚ݀
ଵ௡
ି௅

⋯ ሚ݀
ଶ௡
ି௅

⋮ ⋮
ሚ݀
௠ଵ
ି௅ ሚ݀

௠ଶ
ି௅

⋱ ⋮
⋯ ሚ݀

௠௡
ି௅ ے
ۑ
ۑ
ې
 , (35)

 
gdzie ሚ݀௜௝

ି௅ ൌ min
௞
෤௜௝ݒ
௞  i prawostronną decyzję antyidealną (PDA) będącą maksy-

malną macierzą z indywidualnych decyzji ෨ܸ ௞, postaci 
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෩ି௉ܦ ൌ ൫ ሚ݀௜௝
ି௉൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ሚ݀
ଵଵ
ି௉ ሚ݀

ଵଶ
ି௉

ሚ݀
ଶଵ
ି௉ ሚ݀

ଶଶ
ି௉

⋯ ሚ݀
ଵ௡
ି௉

⋯ ሚ݀
ଶ௡
ି௉

⋮ ⋮
ሚ݀
௠ଵ
ି௉ ሚ݀

௠ଶ
ି௉

⋱ ⋮
⋯ ሚ݀

௠௡
ି௉ ے
ۑ
ۑ
ې
 , (36)

 
gdzie ሚ݀௜௝

ି௉ ൌ max
௞

෤௜௝ݒ
௞ .  

 
ETAP 5. Wykorzystując formułę określoną wzorem (12), wyznaczamy odległości 

ważonej znormalizowanej macierzy decyzyjnej ݇-tego decydenta ෨ܸ ௞  
do DI  

 
 ܵା௞ ൌ ∑ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝

௞ , ሚ݀௜௝
ା൯௡

௝ୀଵ
௠
௜ୀଵ , (37)

 
oraz obu części DA 
 
 ܵି௞௅ ൌ ∑ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝

௞ , ሚ݀௜௝
ି௅൯௡

௝ୀଵ
௠
௜ୀଵ  (38)

 
i 
 
 ܵି௞௉ ൌ ∑ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝

௞ , ሚ݀௜௝
ି௉൯௡

௝ୀଵ
௠
௜ୀଵ .  (39)

 
ETAP 6. Wyznaczamy dla każdego decydenta wartości miary syntetycznej mie-

rzącej względną bliskość jego indywidualnej decyzji ෨ܸ ௞ do DI zgodnie 
z formułą 

 
௞ܥܴ  ൌ

ௌషೖಽାௌషೖು

ௌశೖାௌషೖಽାௌషೖು
 . (40)

 
ETAP 7. Wyznaczamy wagi określające istotność decydentów następująco 
 
 ௞ ൌ

ோ஼ೖ

∑ ோ஼ೖ಼
ೖసభ

 . (41)

 
ETAP 8. Wykorzystując wagi określające istotność decydentów ௞ i indywidual-

ne decyzje ෨ܸ ௞, wyznaczamy zagregowaną macierz decyzyjną (decyzję 
grupową) ෨ܸ  postaci  

 
 

෨ܸ ൌ ൫ݒ෤௜௝൯ ൌ ൦

෤ଵଵݒ ෤ଵଶݒ
෤ଶଵݒ ෤ଶଶݒ

⋯ ෤ଵ௡ݒ
⋯ ෤ଶ௡ݒ

⋮ ⋮
෤௠ଵݒ ෤௠ଶݒ

⋱ ⋮
⋯ ෤௠௡ݒ

൪	, (42)

 

gdzie ݒ෤௜௝ ൌ ∑ ௞௄
௞ୀଵ ෤௜௝ݒ

௞ ൌ ቀ∑ ௞௄
௞ୀଵ ܽ௩෤೔ೕೖ ,

∑ ௞௄
௞ୀଵ ܾ௩෤೔ೕೖ ,

∑ ௞௄
௞ୀଵ ܿ௩෤೔ೕೖ ,

∑ ௞௄
௞ୀଵ ݀௩෤೔ೕೖ ቁ.  
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ETAP 9. Na bazie macierzy ෨ܸ  określamy rozwiązanie idealne (RI) ܣሚା postaci 
 
ሚାܣ  ൌ ሺݒ෤ଵ

ା, ෤ଶݒ
ା,… , ෤௡ାሻݒ ൌ ቀmax

௜
෤௜ଵݒ ,max௜

,෤௜ଶݒ … ,max௜
෤௜௡ቁ (43)ݒ

 
i rozwiązanie antyidealne (RA) ܣሚି postaci 
 
ሚିܣ  ൌ ሺݒ෤ଵି, ෤ଶݒ

ି,… , ෤௡ିሻݒ ൌ ቀmin
௜
෤௜ଵݒ ,min௜

,෤௜ଶݒ … ,min௜
෤௜௡ቁ.  (44)ݒ

 
ETAP 10. Wykorzystując formułę określoną wzorem (12), wyznaczamy odległo-

ści każdego z wariantów decyzyjnych ܣ௜ od RI 
 
 ݀௜

ା ൌ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝, ෤௝ݒ
ା൯௡

௝ୀଵ   (45)
 
i od RA 
 
 ݀௜

ି ൌ ∑ ݀൫ݒ෤௜௝, ෤௝ݒ
ି൯௡

௝ୀଵ . (46)
 
ETAP 11. Wyznaczamy dla każdego wariantu decyzyjnego ܣ௜ wartości miary syn-

tetycznej mierzącej względną jego bliskość do RI zgodnie z formułą 
 
௜ܥܴ  ൌ

ௗ೔
ష

ௗ೔
షାௗ೔

శ. (47)

 
ETAP 12. Tworzymy ranking (uporządkowanie liniowe) wariantów decyzyjnych 

względem wartości miary syntetycznej ܴܥ௜. Im wyższa wartość tej 
miary tym bardzie preferowany jest wariant decyzyjny.  

 W kolejnej części przedstawione podejście zostanie zaprezentowane na przy-
kładzie liczbowym.  

 
5. PRZYKŁAD LICZBOWY 

 
 Rozważmy przykład liczbowy zaczerpnięty z pracy Chen i inni (2006), w któ-
rym firma produkcyjna poszukuje dostawcy materiałów do produkcji nowego 
produktu, gdzie autorzy do agregacji decyzji indywidualnych wykorzystali zmo-
dyfikowaną średnią arytmetyczną. Pośród pięciu dostawców ሼܣଵ, ,ଶܣ ,ଷܣ ,ସܣ  ,ହሽܣ
grupa trzech decydentów ሼܯܦଵ,ܯܦଶ,ܯܦଷሽ chce wybrać odpowiedniego dostaw-
cę. Warianty decyzyjne ܣ௜	ሺ݅ ൌ 1,2, … ,5ሻ są oceniane przez decydentów ze 
względu na pięć kryteriów ሼܥଵ, ,ଶܥ ,ଷܥ ,ସܥ  ହሽ, które są stymulantami. Decydenciܥ
oceniają warianty decyzyjne (dostawców) oraz ważność kryteriów wykorzystując 
oceny lingwistyczne zawarte w tabeli 1 oraz tabeli 2. W tabelach 3 i 4 zestawio-
no odpowiednio oceny wariantów decyzyjnych i oceny ważności kryteriów do- 
konane przez decydentów. Korzystając z tabel 1 i 2, indywidualne macierze 
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decyzyjne oraz oceny ważność kryteriów dokonane przez decydentów i widocz-
ne w tabelach 3 i 4, zostały zamienione na trapezowe liczby rozmyte co prezen-
tują odpowiednio tabele 5 i 6. W kolejnym kroku, indywidualne macierze decy-
zyjne (tabela 5) zostały znormalizowane i zapisane w tabeli 7, a następnie po 
uwzględnieniu ocen ważności kryteriów (tabela 6) zostały wyznaczone znormali-
zowane ważone indywidualne macierze decyzyjne – tabela 8. Tabela 9 przed-
stawia decyzję idealną oraz lewostronną i prawostronną decyzję antyidealną. Po 
wyznaczeniu odległości indywidualnych decyzji decydentów od DI i DA możemy 
wyznaczyć wagi określające istotność poszczególnych decydentów, co prezen-
tuje tabela 10. Otrzymany wektor ma postać  ൌ ሺ0,3436; 0,3546; 0,3018ሻ. Wa-
żone znormalizowane indywidualne macierze decyzyjne (tabela 8) oraz wektor  
pozwalają na wyznaczenie grupowej (zagregowanej) macierzy decyzyjnej – 
tabela 11. Po określeniu rozwiązań idealnego i antyidealnego (tabela 12), wy-
znaczamy odległości każdego z dostawców do RI i RA oraz wartość miary syn-
tetycznej, która pozwala na stworzenie rankingu (tabela 13). Uzyskany ranking 
ma postać (symbol ≺ oznacza „mniej preferowany”): ܣହ ≺ ଵܣ ≺ ସܣ ≺ ଷܣ ≺  ଶ coܣ
oznacza, że wariantem preferowanym (preferowanym dostawcą) jest ܣଶ.  

 
Tabela 1. OCENY LINGWISTYCZNE WYKORZYSTYWANE PRZEZ DECYDENTÓW 

W OCENIE WARIANTÓW DECYZYJNYCH 

Ocena 
lingwistyczna 

Symbol 
Trapezowa liczba 

rozmyta – ሺܽ; ܾ; ܿ; ݀ሻ 

Bardzo niska BN (0;0;1;2) 

Niska N (1;2;2;3) 

Średnio niska SN (2;3;4;5) 

Średnia S (4;5;5;6) 

Średnio wysoka SW (5;6;7;8) 

Wysoka W (7;8;8;9) 

Bardzo wysoka BW (8;9;10;10) 
 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne na podstawie Chen i inni (2006), Kobryń (2014). 

 
Tabela 2. OCENY LINGWISTYCZNE WYKORZYSTYWANE PRZEZ DECYDENTÓW 

W OCENIE WAŻNOŚĆ KRYTERIÓW 

Ocena 
lingwistyczna 

Symbol 
Trapezowa liczba 

rozmyta – ሺܽ; ܾ; ܿ; ݀ሻ 

Bardzo słabe BS (0,0;0,0;0,1;0,2) 

Słabe S (0,1;0,2;0,2;0,3) 

Średnio słabe ŚS (0,2;0,3;0,4;0,5) 

Średnia Ś (0,4;0,5;0,5;0,6) 

Średnio ważne ŚW (0,5;0,6;0,7;0,8) 

Ważne W (0,7;0,8;0,8;0,9) 

Bardzo ważne BW (0,8;0,9;1,0;1,0) 
 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne na podstawie Chen i inni (2006), Roszkowska (2012). 
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Tabela 3. INDYWIDUALNE MACIERZE DECYZYJNE 

Decydent Wariant 
decyzyjny 

Kryterium 

     

 

 SW SW W W W 
 W BW BW W BW 
 BW BW BW BW W 
 W W SW W W 
 SW SW SW SW SW 

 

 SW SW W W W 
 W BW BW BW BW 
 BW W BW BW BW 
 W W SW W W 
 SW W SW SW SW 

 

 SW BW W W W 
 W BW BW BW BW 
 W W W BW W 
 W SW W W BW 
 SW W SW W SW 

 
Ź r ó d ł o: Chen i inni (2006). 

 
Tabela 4. OCENY WAŻNOŚCI KRYTERIÓW DOKONANE PRZEZ DECYDENTÓW 

Decydent 
Kryterium 

     

 W BW BW W W 
 W BW BW W W 
 W BW W W W 

 
Ź r ó d ł o: Chen i inni (2006). 

 
Tabela 5. INDYWIDUALNE MACIERZE DECYZYJNE WYRAŻONE  

ZA POMOCĄ TRAPEZOWYCH LICZB ROZMYTYCH 

Decydent 
Wariant 

decyzyjny 
Kryterium 

     

 

 (5;6;7;8) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (7;8;8;9) (7;8;8;9) 
 (7;8;8;9) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (7;8;8;9) (8;9;10;10) 
 (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (7;8;8;9) 
 (7;8;8;9) (7;8;8;9) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (7;8;8;9) 
 (5;6;7;8) (5;6;7;8) (5;6;7;8) (5;6;7;8) (5;6;7;8) 

 

 (5;6;7;8) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (7;8;8;9) (7;8;8;9) 
 (7;8;8;9) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) 
 (8;9;10;10) (7;8;8;9) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) 
 (7;8;8;9) (7;8;8;9) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (7;8;8;9) 
 (5;6;7;8) (7;8;8;9) (5;6;7;8) (5;6;7;8) (5;6;7;8) 

 

 (5;6;7;8) (8;9;10;10) (7;8;8;9) (7;8;8;9) (7;8;8;9) 
 (7;8;8;9) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) (8;9;10;10) 
 (7;8;8;9) (7;8;8;9) (7;8;8;9) (8;9;10;10) (7;8;8;9) 
 (7;8;8;9) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (7;8;8;9) (8;9;10;10) 
 (5;6;7;8) (7;8;8;9) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (5;6;7;8) 

 
Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 

Tabela 6. OCENY WAŻNOŚCI KRYTERIÓW DOKONANE PRZEZ DECYDENTÓW 
WYRAŻONE ZA POMOCĄ TRAPEZOWYCH LICZB ROZMYTYCH 

Decydent 
Kryterium 

     

 (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,8;0,9;1;1) (0,8;0,9;1;1) (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,7;0,8;0,8;0,9) 
 (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,8;0,9;1;1) (0,8;0,9;1;1) (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,7;0,8;0,8;0,9) 
 (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,8;0,9;1;1) (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,7;0,8;0,8;0,9) (0,7;0,8;0,8;0,9) 

 
Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 
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 W rozdziale 6, wykorzystując dane liczbowe z przykładu, porównamy wyniki 
uzyskane za pomocą zmodyfikowanej rozmytej metody TOPSIS wykorzystującej 
wagi określające istotność decydentów z popularnymi metodami agregacji decy-
zji indywidualnych, zakładającymi, że decydenci mają jednakowy wpływ na de-
cyzję grupową. 
 

6. PORÓWNANIE PROPONOWANEJ METODY Z INNYM 
PODOBNYMI METODAMI 

 
 W celu porównania proponowanej modyfikacji (MOD) z innymi podobnymi 
metodami wykorzystamy popularne i dobrze znane z literatury metody agregacji 
decyzji indywidualnych ෨ܸ ௞ (33) w decyzję grupową ෨ܸ  (42) zakładającymi, że 
decydenci mają jednakowy wpływ na decyzję zbiorową: 
– ART – średnia arytmetyczna (Chen, 2000; Roszkowska, Kacprzak, 2016) 

określona następująco: 
 
෤௜௝ݒ  ൌ

ଵ

௄
∑ ෤௜௝ݒ

௞௄
௞ୀଵ ൌ ቀ

ଵ

௄
∑ ܽ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ,

ଵ

௄
∑ ܾ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ,

ଵ

௄
∑ ܿ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ,

ଵ

௄
∑ ݀௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ቁ, (48)

 
– ARTm – zmodyfikowana średnia arytmetyczna (Shemshadi i inni, 2011; Nada-

ban i inni, 2016) określona następująco: 
 
෤௜௝ݒ  ൌ ቀmin

௞
ܽ௩෤೔ೕೖ ,

ଵ

௄
∑ ܾ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ,

ଵ

௄
∑ ܿ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ,max

௞
݀௩෤೔ೕೖ ቁ, (49)

 
– GEO – średnia geometryczna (Shih i inni, 2007; Ye, Li, 2009) określona na-

stępująco: 
 
 

෤௜௝ݒ ൌ ൭ෑݒ෤௜௝
௞

௄

௞ୀଵ

൱

ଵ
௄

ൌ	

ൌ ቆቀ∏ ܽ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ቁ

భ
಼ , ቀ∏ ܾ௩෤೔ೕೖ

௄
௞ୀଵ ቁ

భ
಼ , ቀ∏ ܿ௩෤೔ೕೖ

௄
௞ୀଵ ቁ

భ
಼ , ቀ∏ ݀௩෤೔ೕೖ

௄
௞ୀଵ ቁ

భ
಼ቇ, 

(50)

 
– GEOm – zmodyfikowana średnia geometryczna (Chang i inni, 2009; Hatami-

Marbini, Kangi, 2017) określona następująco: 
 
 

෤௜௝ݒ ൌ ቆmin
௞
ܽ௩෤೔ೕೖ , ቀ

∏ ܾ௩෤೔ೕೖ
௄
௞ୀଵ ቁ

భ
಼ , ቀ∏ ܿ௩෤೔ೕೖ

௄
௞ୀଵ ቁ

భ
಼ ,max

௞
݀௩෤೔ೕೖ ቇ. (51)

 
 Do oceny zgodności uzyskanych rankingów wariantów decyzyjnych analizo-
wanymi metodami, możemy wykorzystać wskaźnik konkordancji ܹ Kendalla, 
zwany współczynnikiem zgodności (Cabała, 2010), który jest unormowany 
w przedziale [0,1]. W przypadku całkowitej zgodności przyjmuje on wartość 1, 
a gdy mamy całkowitą niezgodność wartość 0 lub bliską 0.  
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 Rezultaty otrzymane za pomocą analizowanych metod, tzn. uzyskane warto-
ści miary syntetycznej oraz rankingi wariantów decyzyjnych prezentuje tabela 14 
i rysunek 2. Wynika z nich, że rankingi wariantów decyzyjnych uzyskane 
wszystkimi rozważanymi metodami są identyczne i mają postać: ܣହ ≺ ଵܣ ≺ ସܣ ≺
ଷܣ ≺ ܹ ଶ, a zatem wartość współczynnika zgodności wynosiܣ ൌ 1. 

 
Tabela 14. PORÓWNANIE WYNIKÓW UZYSKANYCH RÓŻNYMI METODAMI AGREGACJI 

MACIERZY INDYWIDUALNYCH ZA POMOCĄ MIARY SYNTETYCZNEJ 
(RANKING WARIANTÓW DECYZYJNYCH) 

Wariant 
decyzyjny 

MOD ART ARTm GEO GEOm 

 ଵ 0,3349 (4) 0,3384 (4) 0,3643 (4) 0,3340 (4) 0,3624 (4)ܣ
 ଶ 0,8932 (1) 0,8961 (1) 0,8921 (1) 0,8948 (1) 0,8912 (1)ܣ
 ଷ 0,8226 (2) 0,8136 (2) 0,8109 (2) 0,8048 (2) 0,8040 (2)ܣ
 ସ 0,4059 (3) 0,4051 (3) 0,4058 (3) 0,4068 (3) 0,4070 (3)ܣ
 ହ 0,0239 (5) 0,0197 (5) 0,0146 (5) 0,0237 (5) 0,0174 (5)ܣ

 
Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Rysunek 2. Porównanie wyników uzyskanych różnymi metodami agregacji 

macierzy indywidualnych 

 
 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 

 W przykładzie liczbowym (rozdział 5) uzyskany wektor wag określających 
istotność decydentów miał postać  ൌ ሺ0,3436; 0,3546; 0,3018ሻ, co oznacza, że 
decydent ܯܦଶ ma największy wpływ na macierz grupową, a zatem również na 
wynik końcowy. Załóżmy, że dokonał on analizy własnej macierzy decyzyjnej 
i uznał, że oceny drugiego wariantu decyzyjnego względem czwartego i piątego 
kryterium, tzn. elementy ݔଶସ

ଶ  i ݔଶହ
ଶ , są zawyżone. Dokonał ich korekty, obni- 

żając obie oceny z poziomu BW (bardzo wysoka) o jeden poziom do W (wyso-
kie). Po korekcie zmianie uległ również wektor , który teraz ma postać 
 ൌ ሺ0,3484; 0,3505; 0,3011ሻ. Uzyskane wartości miary syntetycznej oraz rankingi 
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wariantów decyzyjnych prezentuje tabela 15 i rysunek 3. Wynika z nich, że ran-
king wariantów decyzyjnych wykonany metodą MOD zmienił się i wskazał inny 
wariant preferowany, natomiast rankingi otrzymane pozostałymi rozważanymi 
metodami nie uległy zmianie po korekcie. Wartość współczynnika zgodności 
policzona dla nowej sytuacji wynosi ܹ ൌ 0,968. 

 
Tabela 15. PORÓWNANIE WYNIKÓW UZYSKANYCH RÓŻNYMI METODAMI AGREGACJI 

MACIERZY INDYWIDUALNYCH ZA POMOCĄ MIARY SYNTETYCZNEJ 
(RANKING WARIANTÓW DECYZYJNYCH) 

PO KOREKCIE OCEN DOKONANYCH PRZEZ ܯܦଶ 

Wariant 
decyzyjny 

MOD ART ARTm GEO GEOm 

 ଵ 0,3471 (4) 0,3503 (4) 0,3751 (4) 0,3463 (4) 0,3737 (4)ܣ
 ଶ 0,8521 (2) 0,8571 (1) 0,8651 (1) 0,8559 (1) 0,8639 (1)ܣ
 ଷ 0,8535 (1) 0,8427 (2) 0,8425 (2) 0,8350 (2) 0,8365 (2)ܣ
 ସ 0,4208 (3) 0,4194 (3) 0,4213 (3) 0,4218 (3) 0,4231 (3)ܣ
 ହ 0,0242 (5) 0,0203 (5) 0,0151 (5) 0,0245 (5) 0,0181 (5)ܣ

 
Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 
Rysunek 3. Porównanie wyników uzyskanych różnymi metodami agregacji 

macierzy indywidualnych po korekcie ocen dokonanych przez ܯܦଶ 

 
 

Ź r ó d ł o: opracowanie własne. 

 

7. WNIOSKI 
 
 Znaczna część literatury poświęconej grupowemu podejmowaniu decyzji po-
mija różnice między decydentami zakładając, że mają oni jednakowy wpływ na 
decyzję końcową (tzn. wagi określające ich istotność są jednakowe). W tej sytu-
acji do agregacji indywidualnych decyzji (indywidualnych macierzy decyzyjnych) 
stosowane są zazwyczaj średnia arytmetyczna, geometryczna lub pewne ich 
modyfikacje.  
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 W pracy zaproponowano modyfikację rozmytej metody TOPSIS dla grupowe-
go podejmowania decyzji, która stanowi alternatywne podejście w stosunku do 
wspomnianych metod agregacji decyzji indywidualnych. W prezentowanej mo-
dyfikacji zróżnicowano wpływ decydentów na wynik końcowy (macierz grupową) 
i zastosowano do agregacji indywidualnych decyzji średnią ważoną z wagami 
określającymi istotność poszczególnych decydentów w grupie. Ponieważ w gru-
pie decydenci mogą być zróżnicowani pod wieloma względami, uwzględnienie 
różnego ich wpływu na decyzję końcową wydaje się zasadne. Przykład liczbowy 
pokazał, że niewielka korekta ocen jednego z decydentów może doprowadzić do 
zmiany rankingu wariantów decyzyjnych oraz zamiany wariantu preferowanego.  
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PODWÓJNA ROZMYTA METODA TOPSIS WSPOMAGAJĄCA 

PODEJMOWANIE DECYZJI GRUPOWYCH 

 

Streszczenie 
 

 Dyskretne metody wielokryterialnego wspomagania decyzji, takie jak TOPSIS, 
stały się bardzo popularne w ostatnich latach i są często stosowane w rozwią-
zywaniu wielu problemów życia codziennego. Jednak rosnąca złożoność anali-
zowanych problemów powoduje trudności w rozważaniu wszystkich istotnych 
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aspektów zagadnienia przez pojedynczego decydenta. W rezultacie wiele pro-
blemów życia codziennego jest analizowanych przez grupę decydentów. W ta-
kiej grupie każdy z decydentów może specjalizować się w różnych zagadnie-
niach i mieć unikalne cechy, takie jak wiedzę, umiejętności, doświadczenie, 
osobowość itp. Sprawia to, że każdy z decydentów powinien mieć różny wpływ 
na wynik końcowy, tzn. wagi decydentów powinny być różne. Celem pracy jest 
rozszerzenie rozmytej metody TOPSIS dla grupowego wspomagania decyzji. 
Proponowana metoda wykorzystuje metodę TOPSIS dwukrotnie. Pierwszy raz 
w celu określenia wag decydentów, które dalej posłużą do agregacji macierzy 
dostarczonych przez decydentów. Bazując na tej zagregowanej macierzy, me-
toda TOPSIS jest stosowana ponownie do uporządkowania wariantów decyzyj-
nych i wskazania wariantu końcowego. Przykład liczbowy ilustruje proponowaną 
modyfikację. 
 Słowa kluczowe: liczby rozmyte, MCDM, metoda TOPSIS, agregacja 

 

DOUBLY EXTENDED FUZZY TOPSIS METHOD FOR GROUP 
DECISION MAKING 

 

Abstract 
 
 Multiple Criteria Decision Making methods, such as TOPSIS, have become 
very popular in recent years and are frequently applied to solve many real-life 
situations. However, the increasing complexity of the decision problems ana-
lysed makes it less feasible to consider all the relevant aspects of the problems 
by a single decision maker. As a result, many real-life problems are discussed 
by a group of decision makers. In such a group each decision maker can spe-
cialize in a different field and has his/her own unique characteristics, such as 
knowledge, skills, experience, personality, etc. This implies that each decision 
maker should have a different degree of influence on the final decision, i.e., the 
weights of decision makers should be different. The aim of this paper is to ex-
tend the fuzzy TOPSIS method to group decision making. The proposed ap-
proach uses TOPSIS twice. The first time it is used to determine the weights of 
decision makers which are then used to calculate the aggregated decision ma-
trix for all the group decision matrices provided by the decision makers. Based 
on this aggregated matrix, the extended TOPSIS is used again, to rank the al-
ternatives and to select the best one. A numerical example illustrates the pro-
posed approach. 
 Keywords: fuzzy numbers, MCDM, TOPSIS method, aggregation 
 JEL Codes: C44 
 
 




