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Podwdjna rozmyta metoda TOPSIS
wspomagajgca podejmowanie decyzji
grupowych?

1. WPROWADZENIE

Podejmowanie decyzji jest nieodigcznym elementem zycia codziennego i po-
lega na wyborze jednego z rozwazanych i uznanych za mozliwe do realizaciji
wariantow przysztego dziatania, tzw. wariantu preferowanego, ktére sg charakte-
ryzowane przez rézne, zazwyczaj sprzeczne kryteria. Rosngca ztozonos¢ ota-
czajgcego nas swiata oraz mnogos¢ rozwazanych problemoéw decyzyjnych po-
woduje, ze podejmowanie wiasciwych decyzji staje sie zadaniem coraz trudniej-
szym. W tej sytuacji mozemy wykorzystaé tzw. dyskretne metody wielokryterial-
ne wspomagania decyzji (ang. Multiple Criteria Decision Making — MCDM). Dys-
ponujg one gotowymi algorytmami pozwalajgcymi na porzgdkowanie liniowe
mozliwych wariantdw decyzyjnych oraz wskazanie wariantu preferowanego.
Metody te staty sie bardzo popularne w ostatnich latach i znajdujg szerokie za-
stosowanie w rozwigzywaniu rzeczywistych probleméw decyzyjnych (Behzadian
i inni, 2012; Abdullah, Adawiyah, 2014).

Celem pracy jest przedstawienie modyfikacji rozmytej metody TOPSIS opra-
cowanej przez Chena (2000) dla grupy decydentoéw. Z zaproponowanego przez
niego algorytmu wynika, ze grupowa macierz decyzyjna (i grupowy wektor wag)
dla grupy decydentéw jest okreslona jako srednia arytmetyczna indywidualnych
macierzy decyzyjnych (i indywidualnych wektorow wag). Jednak w grupie de-
cydentow, kazdy z nich moze specjalizowaé sie w réznych zagadnieniach, mie¢
rézne preferencje czy takie unikalne cechy, jak wiedze, umiejetnosci, doswiad-
czenie, osobowosc itp. Powoduje to, ze kazdy z decydentdéw moze mieé inny
wptyw na wynik koncowy, tzn. grupowg macierz decyzyjng (i grupowy wektor
wag). Oznacza to, ze w odroznieniu do agregacji metodg sredniej arytmetycz-
nej, wagi okreslajgce istotno$¢ decydentéw w grupie mogg byc¢ rézne. W litera-
turze mozna znalez¢ szereg propozycji wyznaczania wag okreslajgcych istot-
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no$¢ decydentéw (French, 1956; Bodily, 1979; Ramanathan, Ganesh, 1994;
Chen, Fan, 2006, 2007; Xu, 2008), w tym rowniez propozycje wykorzystujgce
metode TOPSIS opartg na liczbach rzeczywistych (Liu i inni, 2016), liczbach
przedziatowych (Yue, 2011) oraz na skierowanych liczbach rozmytych (Kac-
przak, 2019).

Proponowane w pracy podejScie wykorzystuje dwukrotnie rozmytg metode
TOPSIS opartg na trapezowych liczbach rozmytych. Pierwszy raz rozmyta me-
toda TOPSIS jest uzyta w celu wyznaczenia wag okreslajgcych istotno$¢ decy-
dentéw. Wykorzystujgc indywidualne macierze decyzyjne okreslone przez de-
cydentdw, wyznaczane sg punkty referencyjne, ktére w tym etapie stanowi
decyzja idealna (Dl) oraz decyzja antyidealna (DA). Decyzja idealna stanowi
Srednig arytmetyczng indywidualnych macierzy decyzyjnych, tzn. stanowi decy-
zje kompromisowg decydentéow. Z kolei decyzja antyidealna, aby zapewnic
maksymalng odlegtos¢ od DI, zostata podzielona na lewostronng DA (LDA)
i prawostronng DA (PDA). LDA jest minimalng, natomiast PDA maksymalng
macierzg z indywidualnych macierzy decyzyjnych. Oczywiscie, im indywidualna
macierz decyzyjna decydenta jest blizsza DI i bardziej oddalona od LDA oraz
PDA, w stosunku do pozostatych decydentow, tym lepsza jest jego decyzja.
Z tego wzgledu wykorzystujgc miare syntetyczng wyznaczamy dla indywidual-
nej macierzy decyzyjnej kazdego decydenta jej wzgledng blisko$¢ do DI. War-
tosci tej miary po unormowaniu stanowig wagi okreslajgce istotnos¢ decyden-
téw w grupie. Wagi te sg nastepnie wykorzystane do agregaciji indywidualnych
macierzy decyzyjnych w grupowg macierz decyzyjng za pomocg sredniej wa-
zonej. Macierz grupowa jest podstawg do zastosowania rozmytej metody
TOPSIS po raz drugi, liniowego uporzgdkowania wariantéw decyzyjnych
i wskazania wariantu preferowanego.

Praca sktada sie z siedmiu rozdziatbw. W drugim rozdziale przedstawiono
podstawowe informacje zwigzane ze zbiorami i liczbami rozmytymi. W kolejnym
opisano klasyczng metode TOPSIS oraz jej rozmytg wersje. Rozdziat czwarty
poswiecono na przedstawienie proponowanej modyfikacji rozmytej metody
TOPSIS dla grupowego podejmowania decyzji, a nastepny na przyktad liczbowy.
Praca kornczy sie poréwnaniem proponowanej metody z innymi metodami wyko-
rzystujgcymi agregacje indywidualnych macierzy decyzyjnych za pomocg $red-
niej arytmetycznej, geometrycznej i ich modyfikaciji oraz podsumowaniem.

2. ZBIORY | LICZBY ROZMYTE

Pojecie zbioru rozmytego wprowadzit Lotfi A. Zadeh w 1965 roku (Zadeh,
1965). Pozwala ono na opisywanie i matematyczne modelowanie wielko$ci nie-
precyzyjnych czy tez wyrazonych za pomocg jezyka mowionego. Znalazto to
szerokie zastosowanie praktyczne, szczegdlnie w zagadnieniach zawigzanych
ze sterowaniem i wspomaganiem podejmowania decyzji.
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Definicja 1 (Zadeh, 1965). Niech U bedzie przestrzenig obiektow. Zbiorem roz-
mytym A w przestrzeni U nazywa sie zbior par

A ={(x,nz(x)) | xeU}, (1)

gdzie uy; : U—[0,1] jest funkcjg przynaleznosci, ktéra kazdemu elementowi xeU
przypisuje jego stopien przynaleznosci do zbioru rozmytego A.

Definicja 2 (Czogata, Pedrycz, 1985). Wypukta liczba rozmyta A (Convex Fuzzy
Numbers — CFN), w skrocie liczba rozmyta, to zbiér rozmyty osi rzeczywistej R
(U = R), ktorego funkcja przynaleznosci

ua: U-[01], )
spetnia nastepujgce warunki:
— normalnosci, tzn.
supsax) =1 3)
— wypuktosci, tzn.
Vx,y,zeR, yelx,z] : pz(y)=min{uz(x), pa(2)}, (4)

— bycia przedziatami ciggta.

Praktyczne zastosowania liczb rozmytych pokazuja, ze najczesciej wykorzy-
stuje sie trapezowe liczby rozmyte (lub ich szczegolny przypadek, tzn. trojkatne
liczby rozmyte). Liczby trapezowe mozna jednoznacznie opisa¢ za pomoca czte-
rech liczb rzeczywistych a, b, cid, gdziea < b <c < d, tzn.

A= (ab,cd), (5)

a ich funkcja przynaleznosci ma postac¢ (rysunek 1)

(x—a gdy a<x<h,
b—a -

Mg(x) =4 1 gdy b<x<c, (6)
d—x
d—c

gdy c<x<d.
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Rysunek 1. Trapezowa liczba rozmyta

pa(x) A

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Trapezowg liczbe rozmytg A = (a, b, c,d), dla ktérej 0 < a < b < ¢ < d nazwie-
my dodatnig trapezowg liczbg rozmytg (rysunek 1). Dziatania arytmetyczne na
dodatnich trapezowych liczbach rozmytych A = (az, bz, cz, dz) i B = (ag, bg, cs, dp)
okreslamy nastepujaco:

— dodawanie:

A+B = (ag, bg, Ci, dg) + (ag,bg,CE,dg) = (ag + ag,bg + bg,Cg +

tcg,dz + dg), (7)
— odejmowanie:
A— B = (az bz cz dz) — (ag b, cp,dz) = (az —dg, bz — cz,c; — (8)
—bg, dz — ap),
— mnozenie:
A+ B = (az bz csds) * (ag, bg,cz,dg) = (az * ag, bz * by, cz * )

*cp,dz * dp),

—mnozenie dodatniej trapezowej liczby rozmytej A przez dodatnig liczbe rze-
czywistg r:

r+xA=r=x(azbsczds) = (r*azr*bsr*czr*dy), (10)
— dzielenie:

A/B = (az bz cz, d)/(az bs, ¢, dg) = (az/dg, ba/cp, ca/bs dz/ag), (1)
jezeli az>0. Ponadto dla dodatnich trapezowych liczb rozmytych
A= (az,bz,c5,d;) | B = (ag bs cg dz) okreslamy ich odlegto$¢ wierzchotkowg
oraz minimum i maksimum wykorzystywane w rozmytej metodzie TOPSIS

nastepujgco:
— odlegtos¢ wierzchotkowa dodatnich trapezowych liczb rozmytych:
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A(A.B) = [Hl(as - ag)? + (b3 — bp)* + (i — cp)? + (dz — d)?],  (12)
— minimum dodatnich trapezowych liczb rozmytych:
min(4, B) = (min{ay, az}, min{bz, bz}, min{cz, cz}, min{dz, dz}), (13)
— maksimum dodatnich trapezowych liczb rozmytych:
max(4, B) = (max{az, az}, max{by, bs}, max{cy, cz}, max{d, dz}). (14)

W Kkolejnym rozdziale zostanie przedstawiona klasyczna metoda TOPSIS
(Hwang, Yoon, 1981) oraz jej rozmyta wersja oparta na trojkgtnych liczbach
rozmytych (Chen, 2000).

3. KLASYCZNA METODA TOPSIS | JEJ ROZMYTA WERSJA

Metoda TOPSIS (ang. The Technique for Order Preference by Similarity to
Ideal Solution) zaproponowana przez Hwanga, Yoona (1981) jest jedng z najpo-
pularniejszych i najczesciej wykorzystywanych metod MCDM. Nalezy ona do
grupy tzw. metod wzorcowych. Wykorzystujgc dwa punktu referencyjne, tzw.
rozwigzanie idealne (RI) i rozwigzanie antyidealne (RA), wyznacza dla kazdego
wariantu decyzyjnego wartos¢ miary syntetycznej mierzgcej wzgledng jego bli-
skos¢ do RI. Nastepnie warto$ci tej miary stuzg do porzadkowania liniowego
mozliwych wariantéw decyzyjnych i wskazania wariantu preferowanego (warian-
tu o najwyzszej wartosci miary syntetyczne;j).

Punktem wyjscia klasycznej metody TOPSIS jest macierz decyzyjna zbudo-
wana z ocen mozliwych wariantéw decyzyjnych wzgledem kryteriow dokona-
nych przez decydenta. Oceny te sg wyrazone za pomocg precyzyjnych wielkosci
liczbowych. Jednak rosngca ztozonos¢ rzeczywistych probleméw decyzyjnych
powoduje, ze decydenci mogg mie¢ trudnosci z doktadnym okresleniem swoich
ocen lub preferowaé oceny wyrazone za pomocg wyrazen lingwistycznych.
Czynniki te spowodowaty powstanie szeregu modyfikacji klasycznej metody
TOPSIS, aby mozliwe byto uwzglednienie innych form prezentacji danych, m.in.
liczb przedziatowych (Jahanshahloo i inni, 2006a; Roszkowska, 2011), liczb
rozmytych (Chen, 2000; Jahanshahloo i inni, 2006b; tuczak, Wysocki, 2006;
tuczak, Wysocki, 2008; tuczak, Wysocki, 2011), intuicjonistycznych zbioréw
rozmytych (Boran i inni, 2009), niepewnych (hesitant) zbioréw rozmytych (Se-
nvar i inni, 2016), skierowanych liczb rozmytych (Roszkowska, Kacprzak, 2016;
Rudnik, Kacprzak, 2017) i innych. Ponadto, wspomniana rosngca ztozonos¢
rzeczywistych problemoéw decyzyjnych powoduje, ze pojedynczy decydent moze
mie¢ trudnosci z doktadng analizg wszystkich istotnych aspektow rozwazanego
problemu. Skutkuje to tym, Zze szereg probleméw jest analizowany przez grupe
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decydentéw. W rezultacie kazdy decydent z grupy prezentuje swojg decyzje
w postaci indywidualnej macierzy decyzyjnej (i indywidualnego wektora wag),
ktére nastepnie sg agregowane do grupowej macierzy decyzyjnej (i grupowego
wektora wag), ktéra jest podstawg do porzgdkowania liniowego mozliwych wa-
riantéw decyzyjnych i wskazania wariantu preferowanego.

Zatozmy, ze decydent (ekspert) dokonuje wyborow jednego z m mozli-
wych wariantéw decyzyjnych ocenianych wzgledem n kryteriéw. Zbior kryteriow
jest podzielony na dwa podzbiory: stymulanty (im wyzsza warto$¢ oceny tym
lepiej) oznaczane przez B oraz destymulanty (im nizsza warto$¢ oceny tym
lepiej) oznaczane przez C. Ocene wariantu 4; (i = 1, ..., m) ze wzgledu na kryte-
rium C; (j =1,..,n) oznaczymy przez x;;. Dodatkowo okreslamy wektor wag
kryteriow oznaczony przez w = (wy, w, ..., W), gdzie w;€[0,1] i spetnia warunek

;‘zle =1.

Klasyczna metoda TOPSIS (Hwang, Yoon, 1981) zaktada, Ze oceny warian-
tow decyzyjnych wzgledem kryteriow x;; oraz wagi kryteriow w; sg okreslone
precyzyjnie przez liczby rzeczywiste. Sklada sie ona z nastepujacych etapow.
ETAP 1: Okreslenie macierzy decyzyjnej X

X = (xij)’ (15)
gdZie Xi]' eR.
ETAP 2: Wyznaczenie znormalizowanej macierzy decyzyjnej

R = (1), (16)

Xl']'
m 2
i=1%ij

gdZie rij =

ETAP 3: Wyznaczenie wazonej znormalizowanej macierzy decyzyjnej
V= (v), (17)
gdzie v;; = 1y - w;.
ETAP 4: Okreslenie rozwigzania idealnego A*
At = (i, vi, v = {(miaxvij |j€ B),(miinvij |j€ C)}, (18)
oraz rozwigzania antyidealnego A~

A™ = (v,vy, .., 07) = {(miinvij |j€ B),(miaxvij |j € C)} (19)
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ETAP 5: Wyznaczenie odlegtodci euklidesowej kazdego wariantu decyzyjnego
A; od rozwigzania idealnego A*

df = |2 (v —v}), (20)
oraz rozwigzania antyidealnego A~
di = ¥ (v — )" (21)

ETAP 6: Wyznaczenie dla kazdego wariantu decyzyjnego A; wartosci miary
syntetycznej mierzgcej wzgledng jego bliskos¢ do rozwigzania idealne-
go A*:

RC; = — (22)

=
df +d;

Poniewaz odlegtosci d}f =0 i di =0, oznacza to, ze warto$¢ miary synte-
tycznej RC; jest unormowana w przedziale [0,1], tzn. RC; € [0,1].

ETAP 7: Ranking (uporzadkowanie liniowe) wariantow decyzyjnych wzgledem
wartoéci miary syntetycznej RC;. Wariantem preferowanym jest ten
Z najwyzszg wartoscig miary syntetycznej RC;.

Chen (2000) rozszerzyt klasyczng metode TOPSIS zaproponowang przez
Hwanga, Yoona (1981) na liczby rozmyte. Pozwala to na analize rzeczywistych
probleméw decyzyjnych w ktérych mamy trudnosci z precyzyjnym okresleniem
ocen lub preferujemy oceny wyrazone za pomocg wyrazen lingwistycznych,
ktore sg reprezentowane przez liczby rozmyte. Wykorzystat on trojkatne liczby
rozmyte, ktére mozemy zapisaé w postaci 4 = (a, b, c), a ich funkcja przynalez-
nosci ma postac (szczegolny przypadek formuty (6))

x—a
b—a
c

gdy a<x<b,

na(x) =

<x<c.
P gdy b<x<c

Propozycja Chena sktada sie z nastepujgcych etapow.
ETAP 1: Okreslenie macierzy decyzyjnej X

X = (%), (23)

gdzie elementy %;; = (afi,-' biij' Cfu) sg trojkatnymi liczbami rozmytymi.
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ETAP 2: Wyznaczenie znormalizowanej macierzy decyzyjnej

R = (7). (24)
gdzie
( Ag.. bf Cx..
2] , 3] , ij gdy ] € B,
L MAX Cz,; MAX Cg,; ' MAX Cyy
o minag, minag, minag,
( : ,— ,— ) gdy jEC.
k Cfij bfij afij

ETAP 3: Wykorzystujgc wektor wag kryteriow w = (i, W, ..., W,), gdzie
w; = (awj,bwj, cwj), wyznaczenie wazonej znormalizowanej macierzy
decyzyjnej

V= (), (25)

gdzie Uy; = 7y - W; = (a7, by, ¢5,)) (A b ) = (@~ A b

Wji fij ) bW]' Cf'i]' ' CW])

ETAP 4: Okreslenie rozwigzania idealnego A*
At = @, 05,..,55) = (max D1, max ¥y, ..., max ﬁin) (26)
14 L 14
oraz rozwigzania antyidealnego A~

A= 55,55, ., 05) = (miin Biy ,min iy, ..., min Tin)- 27)

ETAP 5: Wykorzystujgc formute okreslong wzorem (12), wyznaczenie odlegtosci
kazdego wariantu decyzyjnego A; od rozwigzania idealnego A*

dif = X1 d(#;,9) (28)
oraz rozwigzania antyidealnego A~

di =X, d(y, 7)) (29)
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ETAP 6: Wyznaczenie dla kazdego wariantu decyzyjnego A; wartosci miary syn-
tetycznej mierzacej wzgledna jego bliskos¢ do rozwigzania idealnego A*

—_%
T df+ap (30)

RC;
ETAP 7: Ranking (uporzadkowanie liniowe) wariantéw decyzyjnych wzgledem
warto$ci miary syntetycznej RC; i wybranie wariantu preferowanego.

W kolejnym rozdziale zostanie przedstawiona modyfikacja rozmytej metody
TOPSIS oparta na dodatnich trapezowych liczbach rozmytych dla grupowego
podejmowania decyzji, w ktérej indywidualne macierze decyzyjne beda agrego-
wane w macierz grupowg za pomocg sredniej wazonej, gdzie wagami bedg wagi
okreslajgce istotnosé decydentow.

4. MODYFIKACJA ROZMYTEJ METODY TOPSIS DLA GRUPOWEGO
PODEJMOWANIA DECYZJI

Rozwazmy dyskretny wielokryterialny problem decyzyjny, w ktérym ze zbioru
{A1, A, ..., Ay} (m = 2) mozliwych wariantéw decyzyjnych ocenianych wzgledem
zbioru kryteriow {Ci,C,,...,C,} (n =2) chcemy wybra¢ wariant preferowany.
Zbiér {DM;,DM,, ...,DMy} (K =2) oznacza grupe decydentéw (ekspertéw),
a A=, Ay ..., Ag) jest wektorem wag okreslajgcym istotnos¢ decydentéw,
takim ze 4, € [0,1] i XX_, 4, = 1.

Proponowana modyfikacja sktada sie z nastepujgcych etapow.

ETAP 1. Kazdy z decydentow prezentuje swoje oceny w postaci macierzy decy-

zyjnej

~k =k ~k
X11 X127t Xin
~k =k ~k

Gk _ (k) _| X X e X

Xk =(xf) = A E (31)
~k ~k ~k
Xm1 Xmz " Xmn

gdzie fl’j = (afl‘.!bfk.'cfk.l dfk.) jest trapezowg liczbg rozmytg bedgcg oceng wa-
ij ij ij ij
riantu decyzyjnego A; (i = 1,2,..,m) ze wzgledu na kryterium C; (j = 1,2,...,n)

dokonang przez decydenta DM,, (k = 1,2, ...,K).

ETAP 2. W celu zapewnienia porownywalnosci kryteriéw, obliczamy znormali-
zowane macierze decyzyjne

[ 5% o

~ Sk 5k cee Sk

Y"=(i£§-)=ly?1 S y‘ (32)
Vmi Imz v Jmn
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gdzie

Ak b, <k Cek d K
( il il 2 i gdy C, €B
max d maxd x maxd,, <k "maxd_x J ’
<k
yij=i

i Xij i Xij i Xij i i
mina_ . mina.x mina. minax
Xy Xy o TxGo X

, , , gdy G ecC.

L\ e Cke '3 '3
ij ij ij t

ETAP 3. Wykorzystujgc wektory wag kryteriow postaci w* = (Wk,wy, ..., wk),
gdzie vT/jk = (aW]z;, bwjzg, CW}(, dw}c), wyznaczamy wazone znormalizowane

macierze decyzyjne (indywidualne decyzje) V* dla kazdego z decyden-

tow
(ok ol o ol
~ ~k sk e sk
V"=(ﬁi"j)=[”.21 N ”%n}, (33)
Vm1 ﬁrlilZ 571;111

dzie 7k —W (akakbkbkadekdk)
9 u y” L T U B M B (M Y

ETAP 4. Bazujgc na macierzach V* wyznaczamy decyzje idealng (DI) i decyzje
antyidealna (DA). DI jest $rednig arytmetyczng z decyzji indywidual-
nych V¥, tzn. stanowi decyzje kompromisowg decydentdw, postaci

dﬁ dfz dfn
Dt = (d; = d‘gl déf-z d‘;n ’ (34)
d~r-';11 d~TtlZ d~‘r-'r-m

gdzie dj; = %Zﬁﬂ . Z kolei DA, w celu zapewnienia maksymalnej odlegtosci
od DI, jest podzielna na dwie czesci: lewostronng decyzje antyidelng (LDA) be-
dacg minimalng macierzg z indywidualnych decyzji V¥, postaci

dit di - di

~ - j-L 4-L

D_Lz(di_jL): d:21 d2:2 ) d2n , (35)
du  dib d;&

~k
ij

malng macierzg z indywidualnych decyzji V*, postaci

gdzie d'i = mklnv i prawostronng decyzje antyidealng (PDA) bedacg maksy-
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it dif - diy

~ ~ j—P j-P ... j—P

D = (&) =%t o (36)
daf dyh e dah

gdzie d;}” = m}gxﬁi"j.
ETAP 5. Wykorzystujgc formute okreslong wzorem (12), wyznaczamy odlegtosci
wazonej znormalizowanej macierzy decyzyjnej k-tego decydenta V%

do DI
S* = X X (7, ), (37)
oraz obu czesci DA
SR =y v d(5k, dif) (38)
i
ST = ¥, Y d(5F, d). (39)

ETAP 6. Wyznaczamy dla kazdego decydenta wartosci miary syntetycznej mie-
rzgcej wzgledng bliskos¢ jego indywidualnej decyzji V¥ do DI zgodnie

z formutg
S—kL+S—kP
RC* = ersmwayswr - (40)
ETAP 7. Wyznaczamy wagi okreslajgce istotnos¢ decydentéw nastepujaco
Rck
ﬂk = W . (41)

ETAP 8. Wykorzystujac wagi okreslajgce istotno$¢ decydentéw 4, i indywidual-
ne decyzje I’*, wyznaczamy zagregowang macierz decyzyjng (decyzje
grupowg) V postaci

ﬁ11 1712 ﬁln

_ N o B e B

V=)= " . T (42)
ﬁml ﬁmz ﬁmn

ias — VK ~k __ K K K K
gdzie ¥;; = Y=g Ak Vi = (Zk=1 Ak aﬁfj'Zkﬂ Ak bﬁfj'Zkﬂ Ak Cﬁfj'Zkﬂ Ak d,;fj.)-
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ETAP 9. Na bazie macierzy V okreslamy rozwigzanie idealne (RI) A* postaci
At = B, 05,..,05) = (m_ax ¥, , max ¥y, ..., max ﬁm) (43)
L i L

i rozwigzanie antyidealne (RA) A~ postaci

A = 55,05, ., 07) = (miin Dy, min Gy, ..., min ﬁm). (44)

ETAP 10. Wykorzystujac formute okreslong wzorem (12), wyznaczamy odlegto-
$ci kazdego z wariantéw decyzyjnych 4; od Rl

df =Xj,d(y, 77) (45)
i od RA
di = Xj-1d(y, 77)- (46)

ETAP 11. Wyznaczamy dla kazdego wariantu decyzyjnego A; wartosci miary syn-
tetycznej mierzgcej wzgledna jego bliskos¢ do Rl zgodnie z formutg
a-
RC ==, (47)

=—1
dj +d;

ETAP 12. Tworzymy ranking (uporzgdkowanie liniowe) wariantéw decyzyjnych
wzgledem wartosci miary syntetycznej RC;. Im wyzsza wartos¢ tej
miary tym bardzie preferowany jest wariant decyzyjny.

W kolejnej czesci przedstawione podejscie zostanie zaprezentowane na przy-
ktadzie liczbowym.

5. PRZYKLAD LICZBOWY

Rozwazmy przyktad liczbowy zaczerpniety z pracy Chen i inni (2006), w kto-
rym firma produkcyjna poszukuje dostawcy materiatdbw do produkcji nowego
produktu, gdzie autorzy do agregacji decyzji indywidualnych wykorzystali zmo-
dyfikowang $rednig arytmetyczng. Posrod pieciu dostawcow {A;, A, A3, A4, As},
grupa trzech decydentéw {DM,;, DM,, DM5} chce wybra¢ odpowiedniego dostaw-
ce. Warianty decyzyjne A; (i =1,2,..,5) sa oceniane przez decydentéw ze
wzgledu na pie¢ kryteridw {C;, C,, Cs, C,, Cs}, ktore sg stymulantami. Decydenci
oceniajg warianty decyzyjne (dostawcéw) oraz waznos$c¢ kryteriow wykorzystujgc
oceny lingwistyczne zawarte w tabeli 1 oraz tabeli 2. W tabelach 3 i 4 zestawio-
no odpowiednio oceny wariantdw decyzyjnych i oceny waznosci kryteriéw do-
konane przez decydentéw. Korzystajgc z tabel 1 i 2, indywidualne macierze
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decyzyjne oraz oceny waznos$¢ kryteriow dokonane przez decydentéw i widocz-
ne w tabelach 3 i 4, zostaty zamienione na trapezowe liczby rozmyte co prezen-
tujg odpowiednio tabele 5 i 6. W kolejnym kroku, indywidualne macierze decy-
zyjne (tabela 5) zostaty znormalizowane i zapisane w tabeli 7, a nastepnie po
uwzglednieniu ocen waznosci kryteriow (tabela 6) zostaty wyznaczone znormali-
zowane wazone indywidualne macierze decyzyjne — tabela 8. Tabela 9 przed-
stawia decyzje idealng oraz lewostronng i prawostronng decyzje antyidealna. Po
wyznaczeniu odlegtosci indywidualnych decyzji decydentéw od DI i DA mozemy
wyznaczy¢ wagi okreslajgce istotno$¢ poszczegdlnych decydentéw, co prezen-
tuje tabela 10. Otrzymany wektor ma posta¢ 1 = (0,3436; 0,3546;0,3018). Wa-
zone znormalizowane indywidualne macierze decyzyjne (tabela 8) oraz wektor 4
pozwalajg na wyznaczenie grupowej (zagregowanej) macierzy decyzyjnej —
tabela 11. Po okresleniu rozwigzan idealnego i antyidealnego (tabela 12), wy-
znaczamy odlegtosci kazdego z dostawcdw do Rl i RA oraz warto$¢ miary syn-
tetycznej, ktéra pozwala na stworzenie rankingu (tabela 13). Uzyskany ranking
ma postac¢ (symbol < oznacza ,mniej preferowany”): As < A; < A, < A; < A, co
oznacza, ze wariantem preferowanym (preferowanym dostawcg) jest 4,.

Tabela 1. OCENY LINGWISTYCZNE WYKORZYSTYWANE PRZEZ DECYDENTOW
W OCENIE WARIANTOW DECYZYJNYCH

) Of:ena Symbol Trapezowa liczba
lingwistyczna rozmyta — (a; b; ¢; d)
Bardzo niska BN (0;0;1;2)
Niska N (1;2;2;3)
Srednio niska SN (2;3:4;5)
Srednia S (4;5;5;6)
Srednio wysoka sSw (5;6;7;8)
Wysoka w (7;8;8;9)
Bardzo wysoka BW (8;9;10;10)

Zr 6 dto: opracowanie wiasne na podstawie Chen i inni (2006), Kobryn (2014).

Tabela 2. OCENY LINGWISTYCZNE WYKORZYSTYWANE PRZEZ DECYDENTOW
W OCENIE WAZNOSC KRYTERIOW

) O_cena Symbol Trapezowa liczba
lingwistyczna rozmyta — (a; b; ¢; d)
Bardzo stabe BS (0,0;0,0;0,1;0,2)
Stabe S (0,1;0,2;0,2;0,3)
Srednio stabe SS (0,2;0,3;0,4;0,5)
Srednia S (0,4;0,5;0,5;0,6)
Srednio wazne sSw (0,5;0,6;0,7;0,8)
Wazne w (0,7;0,8;0,8;0,9)
Bardzo wazne BW (0,8;0,9;1,0;1,0)

Zr 6 dto: opracowanie wtasne na podstawie Chen i inni (2006), Roszkowska (2012).
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Tabela 3. INDYWIDUALNE MACIERZE DECYZYJNE
Decydent dWariqnt Kryterium
ecyzyjny G C, Cs C, Cs
A SW SW W W W
A, W BW BW W BW
DM, Ay BW BW BW BW W
A, W W SW W W
Ag SW SW SW SW SW
A SW SW W W W
A, W BW BW BW BW
DM, A BW W BW BW BW
A, W W SW W W
A SW W SW SW SW
Ay SW BW W W W
A, W BW BW BW BW
DM, Ay W W W BW W
A, W SW W W BW
Ag SW W SW W SW

Zrédto: Chen iinni (2006).

Tabela 4. OCENY WAZNOSCI KRYTERIOW DOKONANE PRZEZ DECYDENTOW

Decydent Kryterium

G G Cs Cs Cs

DM, W BW BW W W

DM, W BW BW W W

DM, W BW W W W

Zro6dto: Chen iinni (2008).
Tabela 5. INDYWIDUALNE MACIERZE DECYZYJNE WYRAZONE
ZA POMOCA TRAPEZOWYCH LICZB ROZMYTYCH
Decydent dWariqnt Kryterium
ecyzyjny C c, Cs C, Cs

Ay (5;6;7;8) (5;6;7;8) (7;8;8;9) (7;8;8;9) (7,8:8:9)
A, (7;8;8;9) (8;9;10;10) | (8;9;10;10) (7;8:8;9) (8;9;10;10)

DM, A (8:9:10;10) | (8;9:10;10) | (8:9:10;10) | (8;9;10;10) | (7:8:8:9)
A, (7:8;8:9) (7,8;8,9) (5;6;7:8) (7:8;8:9) (7:8;8:9)
As (5:6;7;8) (5:6,7;8) (5:6;7;8) (5:6;7;8) (5:67.8)
A, (5;6;7:8) (5:6;7:8) (7:8;8;9) (7:8;8:9) (7;8;8:9)
A (7:8:8:9) | (8,9:10;10) | (8:9;10;10) | (8;9:10;10) | (8:9:1010)

DM, A, (8;9;10;10) (7;8:8;9) (8;9;10;10) | (8;9;10;10) | (8;9;10;10)
A, (7:8:8,9) (7:8:8,9) (5:6;7:8) (7:8;8:9) (7:8:8,9)
A (5;6;7:8) (7,8;8;9) (5:6;7:8) (5:6;7:8) (5:6;7:8)
Ay (5:6;7;8) | (8:9,10;10) | (7:8:8;9) (7:8:8:9) (7:8:8:9)
A, (7;8;8;9) (8;9;10;10) | (8;9;10;10) | (8;9;10;10) | (8;9;10;10)

DM, A (7;8;8;9) (7;8;8;9) (7:8;8;9) (8;9;10;10) (7;8;8;9)
Ay (7;8;8;9) (5;6;7;8) (7;8;8,9) (7:8;8;9) (8;9;10;10)
As (5:6;7:8) (7:8:8,9) (5:6;7:8) (7:8:8,9) (5:6;7:8)

Zr 6dto: opracowanie wiasne.

Tabela 6. OCENY WAZNOSCI KRYTERIOW DOKONANE PRZEZ DECYDENTOW
WYRAZONE ZA POMOCA TRAPEZOWYCH LICZB ROZMYTYCH

Decydent Kryterium
G G Cs Cs Cs
DM, (0,7;0,8;0,8;0,9)| (0,8;0,9;1;1) (0,8;0,9;1;1) 1(0,7;0,8;0,8;0,9) | (0,7;0,8;0,8;0,9)
DM, (0,7;0,8;0,8;0,9)| (0,8;0,9;1;1) (0,8;0,9;1;1) [(0,7;0,8;0,8;0,9) | (0,7;0,8;0,8;0,9)
DM, (0,7;0,8;0,8;0,9)| (0,8;0,9;1;1) |(0,7;0,8;0,8;0,9) | (0,7;0,8;0,8;0,9) | (0,7;0,8;0,8;0,9)

Zr6dto: opracowanie wiasne.
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W rozdziale 6, wykorzystujgc dane liczbowe z przyktadu, poréwnamy wyniki
uzyskane za pomocg zmodyfikowanej rozmytej metody TOPSIS wykorzystujgcej
wagi okreslajgce istotno$¢ decydentéow z popularnymi metodami agregacji decy-
zji indywidualnych, zaktadajacymi, ze decydenci majg jednakowy wpltyw na de-
cyzje grupowa.

6. POROWNANIE PROPONOWANEJ METODY Z INNYM
PODOBNYMI METODAMI

W celu poréwnania proponowanej modyfikacji (MOD) z innymi podobnymi
metodami wykorzystamy popularne i dobrze znane z literatury metody agregacii
decyzji indywidualnych V* (33) w decyzje grupowg V (42) zaktadajgcymi, ze
decydenci majg jednakowy wptyw na decyzje zbiorowa:

— ART - $rednia arytmetyczna (Chen, 2000; Roszkowska, Kacprzak, 2016)
okreslona nastepujgco:

~ _1vk =k _ (1yk lvk lvk 1k
Vij = KZk:l Vi = (K2k=1 aﬁikj’KZkzl bﬁikj’KZk=1 Cf;lk].’KEk=1 dﬁ{‘j)’ (48)

— ARTm — zmodyfikowana $rednia arytmetyczna (Shemshadi i inni, 2011; Nada-
ban i inni, 2016) okreslona nastepujgco:

~ . 1 oK 1 oK
v = (mkln aﬁlgcj,KZkzl bﬁlgcj,KZkzl Cokc » MAX d,;gcj), (49)

— GEO - srednia geometryczna (Shih i inni, 2007; Ye, Li, 2009) okreslona na-

stepujgco:
K
) (50)
1

1

= ((n'::laﬁfj)%,(n',;lb,;k.)%,(n',ﬁ:lcﬁ;;)? (H',§=1dl~,;;)?>,

ij

— GEOm — zmodyfikowana $rednia geometryczna (Chang i inni, 2009; Hatami-
Marbini, Kangi, 2017) okreslona nastepujgco:

1 1
7y = (mlgn Ty (Hlk(=1 bf;ikj)K ’ (Hl"(zl Cf’gcj)K e dﬁk). e

ij

Do oceny zgodnosci uzyskanych rankingdw wariantéw decyzyjnych analizo-
wanymi metodami, mozemy wykorzystaé wskaznik konkordancji W Kendalla,
zwany wspoétczynnikiem zgodnosci (Cabata, 2010), ktéry jest unormowany
w przedziale [0,1]. W przypadku catkowitej zgodnosci przyjmuje on warto$¢ 1,
a gdy mamy catkowitg niezgodnos¢ wartos¢ 0 lub bliskg 0.
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Rezultaty otrzymane za pomocg analizowanych metod, tzn. uzyskane warto-
$ci miary syntetycznej oraz rankingi wariantéw decyzyjnych prezentuje tabela 14
i rysunek 2. Wynika z nich, ze rankingi wariantéw decyzyjnych uzyskane
wszystkimi rozwazanymi metodami sg identyczne i majg postac: As < A; < 4, <
A; < A,, a zatem wartos¢ wspoétczynnika zgodnosci wynosi W = 1.

Tabela 14. POROWNANIE WYNIKOW UZYSKANYCH ROZNYMI METODAMI AGREGACJI
MACIERZY INDYWIDUALNYCH ZA POMOCA MIARY SYNTETYCZNEJ
(RANKING WARIANTOW DECYZYJNYCH)

d‘é"cirz';”nty MOD ART ARTM GEO GEOm
4, 0,3349 (4) 0,3384 (4) 0,3643 (4) 0,3340 (4) 0,3624 (4)
A, 0,8932 (1) 0,8961 (1) 0,8921 (1) 0,8948 (1) 0,8912 (1)
A, 0,8226 (2) 0,8136 (2) 0,8109 (2) 0,8048 (2) 0,8040 (2)
A, 0,4059 (3) 0,4051 (3) 0,4058 (3) 0,4068 (3) 0,4070 (3)
A, 0,0239 (5) 0,0197 (5) 0,0146 (5) 0,0237 (5) 0,0174 (5)

Zr 6dto: opracowanie wiasne.

Rysunek 2. Poréwnanie wynikéw uzyskanych ré6znymi metodami agregacji
macierzy indywidualnych

1,0
0,9 -
08 -
0,7 -
0,6 -
0,5 -
04 -
03 -
0,2 -
0,1 -
0,0 -

MOD ART ARTm GEO GEOm

HAl1 HA2 FA3 BA4 BAS

Zr6dto: opracowanie wiasne.

W przykiadzie liczbowym (rozdziat 5) uzyskany wektor wag okreslajgcych
istotnos¢ decydentow miat posta¢ 4 = (0,3436; 0,3546;0,3018), co oznacza, ze
decydent DM, ma najwiekszy wptyw na macierz grupowa, a zatem réwniez na
wynik kohcowy. Zatézmy, ze dokonat on analizy wlasnej macierzy decyzyjnej
i uznat, ze oceny drugiego wariantu decyzyjnego wzgledem czwartego i pigtego
kryterium, tzn. elementy x2, i x5, sg zawyzone. Dokonat ich korekty, obni-
zajgc obie oceny z poziomu BW (bardzo wysoka) o jeden poziom do W (wyso-
kie). Po korekcie zmianie ulegt réwniez wektor A, ktéry teraz ma postac
A =(0,3484;0,3505; 0,3011). Uzyskane wartosci miary syntetycznej oraz rankingi
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wariantow decyzyjnych prezentuje tabela 15 i rysunek 3. Wynika z nich, ze ran-
king wariantéw decyzyjnych wykonany metodg MOD zmienit sie i wskazat inny
wariant preferowany, natomiast rankingi otrzymane pozostatymi rozwazanymi
metodami nie ulegly zmianie po korekcie. Warto$¢ wspotczynnika zgodnosci
policzona dla nowej sytuacji wynosi W = 0,968.

Tabela 15. POROWNANIE WYNIKOW UZYSKANYCH ROZNYMI METODAMI AGREGACJI
MACIERZY INDYWIDUALNYCH ZA POMOCA MIARY SYNTETYCZNEJ
(RANKING WARIANTOW DECYZYJNYCH)

PO KOREKCIE OCEN DOKONANYCH PRZEZ DM,

d\é\grz";‘q”:y MOD ART ARTm GEO GEOm
A 0,3471 (4) 0,3503 (4) 0,3751 (4) 0,3463 (4) 0,3737 (4)
4, 0,8521 (2) 0,8571 (1) 0,8651 (1) 0,8559 (1) 0,8639 (1)
As 0,8535 (1) 0,8427 (2) 0,8425 (2) 0,8350 (2) 0,8365 (2)
A, 0,4208 (3) 0,4194 (3) 0,4213 (3) 0,4218 (3) 0,4231 (3)
As 0,0242 (5) 0,0203 (5) 0,0151 (5) 0,0245 (5) 0,0181 (5)

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Rysunek 3. Poréwnanie wynikéw uzyskanych réznymi metodami agregacji
macierzy indywidualnych po korekcie ocen dokonanych przez DM,

1,0
0,9
08
0,7
0,6
0,5
0,4
03
0,2
01
0,0

MOD ART ARTm GEO GEOm

HAl MA2 WA3 mA4 mAS

Zr6dto: opracowanie wiasne.

7. WNIOSKI

Znaczna cze$¢ literatury poswieconej grupowemu podejmowaniu decyzji po-
mija réznice miedzy decydentami zaktadajgc, ze majg oni jednakowy wplyw na
decyzje koncowg (tzn. wagi okreslajgce ich istotno$¢ sg jednakowe). W tej sytu-
acji do agregacji indywidualnych decyzji (indywidualnych macierzy decyzyjnych)
stosowane sg zazwyczaj srednia arytmetyczna, geometryczna lub pewne ich
modyfikacje.
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W pracy zaproponowano modyfikacje rozmytej metody TOPSIS dla grupowe-
go podejmowania decyzji, kiéra stanowi alternatywne podejscie w stosunku do
wspomnianych metod agregacji decyzji indywidualnych. W prezentowanej mo-
dyfikacji zré6znicowano wptyw decydentéw na wynik koricowy (macierz grupowg)
i zastosowano do agregacji indywidualnych decyzji srednig wazong z wagami
okreslajgcymi istotnos¢ poszczegdlnych decydentéw w grupie. Poniewaz w gru-
pie decydenci moga by¢ zréznicowani pod wieloma wzgledami, uwzglednienie
réznego ich wptywu na decyzje koncowa wydaje sie zasadne. Przyktad liczbowy
pokazat, Zze niewielka korekta ocen jednego z decydentéw moze doprowadzi¢ do
zmiany rankingu wariantéw decyzyjnych oraz zamiany wariantu preferowanego.
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PODWOJNA ROZMYTA METODA TOPSIS WSPOMAGAJACA
PODEJMOWANIE DECYZJI GRUPOWYCH

Streszczenie

Dyskretne metody wielokryterialnego wspomagania decyzji, takie jak TOPSIS,
staty sie bardzo popularne w ostatnich latach i sg czesto stosowane w rozwig-
zywaniu wielu probleméw zycia codziennego. Jednak rosngca ztozonos¢ anali-
zowanych problemdéw powoduje trudnosci w rozwazaniu wszystkich istotnych
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aspektéw zagadnienia przez pojedynczego decydenta. W rezultacie wiele pro-
blemoéw zycia codziennego jest analizowanych przez grupe decydentéw. W ta-
kiej grupie kazdy z decydentow moze specjalizowac¢ sie w réznych zagadnie-
niach i mie¢ unikalne cechy, takie jak wiedze, umiejetnosci, do$wiadczenie,
osobowos¢ itp. Sprawia to, ze kazdy z decydentow powinien miec¢ rozny wplyw
na wynik koricowy, tzn. wagi decydentéw powinny by¢ rozne. Celem pracy jest
rozszerzenie rozmytej metody TOPSIS dla grupowego wspomagania decyzji.
Proponowana metoda wykorzystuje metode TOPSIS dwukrotnie. Pierwszy raz
w celu okreSlenia wag decydentow, ktore dalej postuzg do agregacji macierzy
dostarczonych przez decydentéw. Bazujgc na tej zagregowanej macierzy, me-
foda TOPSIS jest stosowana ponownie do uporzgdkowania wariantéw decyzyj-
nych i wskazania wariantu koricowego. Przykfad liczbowy ilustruje proponowang
modyfikacje.
Stowa kluczowe: liczby rozmyte, MCDM, metoda TOPSIS, agregacja

DOUBLY EXTENDED FUZZY TOPSIS METHOD FOR GROUP
DECISION MAKING

Abstract

Multiple Criteria Decision Making methods, such as TOPSIS, have become
very popular in recent years and are frequently applied to solve many real-life
situations. However, the increasing complexity of the decision problems ana-
lysed makes it less feasible to consider all the relevant aspects of the problems
by a single decision maker. As a result, many real-life problems are discussed
by a group of decision makers. In such a group each decision maker can spe-
cialize in a different field and has his/her own unique characteristics, such as
knowledge, skills, experience, personality, etc. This implies that each decision
maker should have a different degree of influence on the final decision, i.e., the
weights of decision makers should be different. The aim of this paper is to ex-
tend the fuzzy TOPSIS method to group decision making. The proposed ap-
proach uses TOPSIS twice. The first time it is used to determine the weights of
decision makers which are then used to calculate the aggregated decision ma-
trix for all the group decision matrices provided by the decision makers. Based
on this aggregated matrix, the extended TOPSIS is used again, to rank the al-
ternatives and to select the best one. A numerical example illustrates the pro-
posed approach.

Keywords: fuzzy numbers, MCDM, TOPSIS method, aggregation
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