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Wprowadzenie

Statystyczne metody i narzedzia nowoczesnej teorii portfela, podlegajacej
cigglemu rozwoju, skupiaja si¢ przede wszystkim na zagadnieniach ograniczania
skutkow ryzyka estymacji (ang. estimation risk). Ryzyko to jest zwigzane z moz-
liwo$cia poniesienia straty w wyniku blgdow estymacji parametréw modeli.
W przypadku wyboru portfela inwestycyjnego zrodiem tego ryzyka jest wrazli-
wos¢ optymalizowanej funkeji klasycznej alokacji' na nieznane wartosci para-
metrow sktadowych portfela. W klasycznej teorii Markowitza parametrami tymi
sg najczesciej oczekiwane stopy zwrotu i macierz kowariancji aktywow beda-
cych sktadowymi portfela. Wérod metod stuzgcych ograniczeniu skutkéw ryzy-
ka estymacji w wyborze portfela optymalnego preznie rozwijajg si¢ m.in. $ciezki
oparte na technikach statystycznej symulacji oraz wykorzystujace metodologie
bayesowska. Przyktadem moze by¢ podejécie alokacji bayesowskiej oraz odpor-
nej alokacji bayesowskiej’. Uwzglednienie oprocz informaciji z proby réwniez
wiedzy a priori dotyczacej warto$ci parametrow moze zmniejszac btedy spowo-

' Alokacja aktywéw jest rozumiana w niniejszym opracowaniu jako dobor aktywow w réznych

proporcjach (poprzez proces optymalizacji) w celu osiaggnigcia mozliwie najwyzszej oczekiwa-
nej stopy zwrotu przy zatozonym poziomie ryzyka.

2 Implementacje oraz weryfikacje tych metod w obszarze portfela inwestycyjnego aktywow polskie-
go rynku mozna znalezé m.in. w pracach: A. Orwat-Acedanska: Weryfikacja odporno-
bayesowskiego modelu alokacji dla roznych typow rozktadow — podejscie symulacyjne. ,,Studia
Ekonomiczne” Analiza i wspomaganie decyzji, UE, Katowice 2013, 102-120; A. Orwat-Acedanska:
Ocena ryzyka portfela w alokacji odpornej przy roznych typach rozktadow — podejscie symula-
cyjne. ,,Studia Ekonomiczne” Analiza szeregow czasowych a statystyczny pomiar ryzyka, nr 91,
UE, Katowice 2012, 49-66; A. Orwat-Acedanska: Odporne bayesowskie metody alokacji akty-
wow a ocena ryzyka portfela akcji. ,,Studia Ekonomiczne” Modelowanie preferencji a ryzy-
ko’l1, nr 96, UE, Katowice 2011, 97-114.
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dowane szacowaniem oczekiwanej stopy zwrotu portfela, a wigc ograniczac ry-
zyko estymacji zwigzane z szacowaniem tego parametru. Jest to niezmiernie pozg-
dany skutek, biorgc pod uwage fakt, ze w procesach alokacji aktywow i statystycz-
nych metodach wyboru portfela inwestycyjnego powinny by¢ wykorzystywane nie
tylko przeszle obserwacje stop zwrotu (a wigc informacje z proby), ale réwniez fa-
chowa wiedza ekspercka (wnoszaca informacje spoza proby).

Podejsciem ujmujacym ten fakt i stuzagcym ograniczeniu mozliwych skutkéw
ryzyka estymacji zwigzanych z wrazliwoscig klasycznej funkcji optymalnej aloka-
cji na nieznane rzeczywiste wartoSci oczekiwanej stopy zwrotu portfela oraz miar
ryzyka portfela jest metodologia zaproponowana przez Blacka i Littermana’. Idea
tego podejscia jest zblizona do metodologii alokacji bayesowskiej. Jednak w przy-
padku modelu Blacka-Littermana wyboru portfela, wiedza ekspercka a priori doty-
czy nie tylko warto$ci parametréw skladowych portfela, lecz rowniez samego roz-
ktadu stop zwrotu oraz innych wariantéw zwigzanych z rozkladem i dotyczacych
postawy inwestora wobec ryzyka estymacji. Metodologia zapoczatkowana przez
Blacka i Littermana podlega cigglemu rozwojowi. Swiadcza o tym opublikowane
w ostatnich latach zagraniczne prace naukowe zawierajace propozycje pewnych
modyfikacji oryginalnego modelu Blacka-Littermana lub bedace ich rozszerzenia-
mi. Model Blacka-Littermana (BL) wykorzystuje teori¢ rownowagi’ w celu okre-
$lania oczekiwanych stop zwrotu sktadowych portfela. Wér6d pewnych rozszerzen
modelu BL istnieje roéwniez propozycja estymacji oczekiwanych stop zwrotu bez
odniesienia do teorii rownowagi.

Celem badania jest implementacja oryginalnego modelu Blacka-Littermana
oraz pewnej jego modyfikacji do wyboru portfela inwestycyjnego oraz weryfi-
kacja ich uzyteczno$ci na przyktadzie danych dotyczacych indeksow sektoro-
wych GPW. Realizacji celu stuzy analiza porownawcza charakterystyk portfeli
nieklasycznych: BL oraz jego modyfikacji z klasycznym portfelem Markowitza.

Rozdziat pierwszy zawiera opis metodologii Blacka-Littermana. W szcze-
gblnosci pierwszy podrozdzial jest poswiecony ogolnej idei modelu BL, drugi
podrozdzial — ogélnym zatozeniom tego modelu z wyszczegdlnionymi etapami
procedury. Ostatnie dwa podrozdziaty zawierajg odpowiednio: zatozenia o opinii
eksperckiej wykorzystywanej przez inwestora, czyli o rozktadzie a priori, oraz
postacie parametrow rozkladu a posteriori Blacka-Littermana. W rozdziale dru-
gim opisano, na czym polega zastosowana w badaniu modyfikacja w modelu BL.

3 F. Black, R. Litterman: Asset Allocation: Combining Investor Views with Market Equilibrium.
,,Goldman Sachs Fixed Income Research” 1990.

* W.F. Sharpe: Capital Asset Prices: A Theory of Market Equilibrium under Conditions of Risk.
,,JJournal of Finance” 1964, Vol. XIX, 3, 425-442.
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Przyjete dodatkowe zalozenia teoretyczne dla modelu BL oraz zmodyfikowane-
go modelu BL_St opisano w rozdziale trzecim. Czwarty rozdzial poswigcono przy-
jetym zatozeniom badawczym i najwazniejszym wynikom analizy empiryczne;.

1. Metodologia Blacka-Littermana (BL)
1.1. Idea modelu BL

Rozwazamy wektor losowy R stop zwrotu N klas aktywdw bedacych skta-
dowymi portfela’, ktorego rozktad jest charakteryzowany funkcja gestosci Jfr-

Parametry tego rozktadu mogg by¢ szacowane za pomocg tradycyjnych technik
estymacji opartych na obserwacjach z przesztosci lub wykorzystujacych teorie
rownowagi. Aby ograniczy¢ skutki ryzyka estymacji zwigzanego z szacowaniem
parametréw rozktadu f} , jest wykorzystywana wiedza ekspercka reprezento-
wana przez opini¢ eksperta V. Mozliwe odchylenia ocen eksperta od rzeczywi-
stego stanu rynku wyraza warunkowy rozktad V|r reprezentowany przez funk-

cje gestosci fv‘r i odzwierciedlajacy stopien ufnosci analityka wobec wiedzy

eksperckiej. Poniewaz wiedza eksperta moze si¢ odnosi¢ do wielu aspektow
rynku, a nie tylko do rozktadu wektora R, rozwazamy wielowymiarowa funkcje
g(r), taka, ze V|r = V|g(r). Rozktad a priori oraz informacje z proby sa

przeksztatlcane zgodnie z regula Bayesa w rozklad a posteriori. Warunkowy
rozktad rynku ma nastepujaca ogdlng postac:

e (Vr) fo (X)
[ i (VI fr ()

foe@t[v) = (1)

1.2. Ogolne zatozenia modelu BL

Rozwazmy wektor stop zwrotu R=(R,R,,...,R,)" dla N klas aktywow
o rozktadzie normalnym R ~ N, (p,X). Wektor wartosci oczekiwanych p

sktadowych portfela jest traktowany jako wektor losowy, ktérego dyspersja re-

> W ogolnosci wektor ten reprezentuje wybrany aspekt rynku, np. ceny, stopy zwrotu wybranych
waloréw lub instrumentow finansowych.
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prezentuje mozliwy btad estymacji. O wektorze tym zaktadamy, ze ma rozktad
normalny z warto$cig oczekiwana 7 i macierza kowariancji 72, co zapisujemy:

p~N,(m,X) (2)

gdzie 7 reprezentuje blad estymacji zwigzany z szacowaniem parametru p.

W pierwszym etapie procedury BL przy okresleniu wektora wartosci oczeki-
wanych T metodologia BL odwotuje si¢ do teorii rownowagi. W tym aspekcie za-
ktada si¢, ze inwestorzy, majac okreslone oczekiwania wobec przysztych stop
zwrotu, dokonuja wyboru portfela inwestycyjnego o wektorze udzialéw w na pod-
stawie rozwiazania dwukryterialnego problemu optymalizacyjnego w postaci’:

max{wz—-AwXw} 3)

gdzie / jest wspotczynnikiem awersji do ryzyka inwestycyjnego’. Rozwiazaniem
tego zadania jest relacja w postaci (4):

T=2AXW “4)

gdzie macierz kowariancji X jest szacowana na podstawie przesztych obserwa-
cji; W jest wektorem udzialow portfela okreSlanym na podstawie kapitalizacji
poszczegblnych aktywow skladowych w stosunku do lacznej kapitalizacji
wszystkich aktywow.

Wartosci wektora 7t oczekiwanych stép zwrotu sktadowych portfela moga
by¢ réwniez oszacowane na podstawie przeszitych obserwacji. Oprocz standar-
dowych technik metod estymacji, w literaturze istnieje wiele propozycji nowo-
czesnych technik szacowania tego parametru. Jest on bardzo wrazliwy na wyste-
powanie obserwacji odstajacych, stad istotng kwestia jest stosowanie
nieklasycznych technik estymacji, m.in. opartych na teorii statystyki odpornej
(ang. robust)® lub teorii estymatoréw ucietych typu shrinkage’. Te propozycje sa
sciezka rozwoju pewnych modyfikacji modelu BL.

Natomiast poziom niepewnos$ci 7 w zaleznosci (2) dotyczacy rzeczywistych
wartosci parametru p i bedacy zrodlem bledu estymacji mozna kalibrowac

% A. Meucci: The Black-Litterman Approach: Original Model and Extensions. The Encyclopedia

of Quantitative Finance, Wiley, 2010.

W swojej pracy Black i Litterman przyjeli 1 = 1,2.

Y. Zuo: Robust Location and Scatter Estimators in Multivariate Analysis. ,,The Frontiers in Sta-
tistics” 2005, 467-490; P.J. Rousseeuw, A. Leroy: Robust Regression and Outlier Detection.
Wiley Interscience, 2003.

C. Stein: Inadmissibility of the Usual Estimator for the Mean of a Multivariate Normal Distri-
bution. Proceedings of the 3™ Berkeley Symposium on Probability and Statistics, 1995.
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uwzgledniajac przyktadowo rozklad estymatora tego parametru oraz przyjmujac
za estymator $rednig z proby. Wowczas:

T=7 6))
gdzie T jest dlugos$cia szeregdéw czasowych stop zwrotu rozwazanych aktywow
portfela'.

Drugi etap procedury BL dotyczy okreslenia parametréw rozktadu a priori
oceny eksperckiej (opis tej czesci zawarto w podrozdziale 1.3).

W kolejnym kroku sa wyznaczane (zgodnie z zasada Bayesa) parametry
rozktadu a posteriori stop zwrotu (opis tej czesci zawarto w podrozdziale 1.4).

W ostatnim etapie jest dokonywana optymalizacja portfela.

W niniejszym badaniu analizowano portfele BL maksymalnej oczekiwanej
stopy zwrotu przy zalozonym poziomie ryzyka, czyli bedace wynikiem rozwia-
zania nastgpujacego zadania optymalizacyjnego:

max Xpr'mp} pw. \Xp'Epxp <s (6)

BL €
gdzie:
np; — wektor oczekiwanych stop zwrotu sktadowych portfela BL rozkladu a po-

steriori BL,
X p; — macierz kowariancji stop zwrotu sktadowych portfela rozktadu a posteriori BL,

Xpr =(X},Xy,...,X;) — udzialy portfela BL bedace elementem zbioru dopusz-
Czalnego C= {XBL XpL > 0, XBLI = 1},
s —maksymalne dopuszczalne ryzyko portfela BL.

1.3. Zatozenia opinii eksperckiej wykorzystywanej przez inwestora

Zaktadamy, ze opinia ekspercka (ocena) jest formutowana w odniesieniu do
wartoséci oczekiwanych stop zwrotu sktadowych portfela p. Jest ona reprezen-

towana przez (k x N) -wymiarowa macierz P, nazywang w metodologii BL ma-

cierza wskaznikowg. Kazda k-ta kolumna tej macierzy okresla zero-jedynkowe
wagi odpowiadajace opiniom dotyczacym poszczegolnych sktadowych wektora

19 Satchell and Scowcroft proponujg kalibracje 7 opartg na zatozeniu o jego stochastycznej naturze.
S. Satchell, A. Scowcroft: A Demystification of the Black-Litterman Model: Managing Quantitative
and Traditional Construction. ,,Journal of Asset Management” 2000, 1, 138-150.
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oczekiwanych stop zwrotu. Oczywiscie ocena ekspercka dotyczaca oczekiwa-
nych stop zwrotu jest obarczona ryzykiem estymacji. Podejscie BL zaklada, ze
ma ona nastepujacy rozktad'':

Pp~ N, (v,Q) (7
gdzie metaparametry v oraz € kwantyfikujg odpowiednio oczekiwang ocene
ekspercka oraz niepewno$¢ zwigzang z opiniami ekspertow.

1.4. Rozktad a posteriori

Przy oznaczeniach i zalozeniach opisanych w poprzednich podrozdziatach
. . ;. . . .12
rozktad a posteriori warto$ci oczekiwanej | ma postaé

”|V9 Q~Ny(ny, Xy (®)

gdzie:
ny =@+ PP (@) 'n+PQY) 9)
x4 =) +PQP) (10)

W celu odniesienia tego rozktadu bezposrednio do wektora R stop zwrotu skta-
dowych portfela konieczne jest przedstawienie tego wektora w postaci:

d
R=p+Z (11)

d
gdzie Z.~ N(0,X) . Wowczas R|V,Q:u|v,ﬂ+ Z oraz:
R|V’Q~NN(HBL’ZBL) (12)

gdzie p,, jest wartoScig oczekiwang rozktadu a posteriori modelu BL i ma po-

sta¢ (9), natomiast posta¢ parametru X, wynika z (10), przy zalozeniu, ze wek-

tory losowe p i Z sa niezalezne i wowczas:

r, =X+Xt (13)

""" A. Meucci: The Black-Litterman Approach..., op. cit.
12 1
Ibid.
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2. Modyfikacja modelu BL

Oprocz oryginalnego modelu BL opisanego w pierwszym rozdziale, zasto-
sowano w badaniu pewna jego modyfikacje, polegajaca na odstgpieniu od wyko-
rzystania teorii rownowagi do okreslenia wektora wartosci oczekiwanych w
w zaleznosci (4). Zamiast niej wykorzystano estymator zwe¢zajacy (ang. shrin-
kage) — wazony estymator Steina"® wektora wartosci oczekiwanej. Warto$é¢ tego
estymatora ma postac:

i =(1-a)h+am (14)

gdzie wektor J jest klasyczna $rednig z proby, 7, jest wektorem — stata, ktora
moze by¢ okreslona nastepujaco:

Natomiast optymalng warto$é wagi a okreslono zgodnie z propozycja Meucciego'*:

1 NI-2}
T (i=b)(R—-b)

gdzie A; jest najwigksza wérod N warto$ci whasnych macierzy X, natomiast A

(94

(16)

oznacza $rednig z wszystkich wartosci wlasnych tej macierzy.
Portfele wykorzystujace estymator Steina oznaczono w pracy symbolem BL_St.

3. Przyjete dodatkowe zatozenia teoretyczne
dla modelu BL oraz zmodyfikowanego modelu BL_ST

Okreslenie parametréw rozkladu wiedzy eksperckiej a priori

W badaniu implementacja modelu BL oraz jego modyfikacji wymagata
okreslenia przyktadowej opinii eksperckiej na temat wartosci oczekiwanych stop
zwrotu sktadowych portfela p. W niniejszym przypadku ma ona charakter
,,symboliczny”. W rzeczywistosci praktyki finansowej wiedza ta ma oczywiscie
bardziej ztozony charakter.

13 C. Stein: Op. cit.
" A. Meucci: Risk and Asset Allocation. Springer, Berlin 2005, s. 202.
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Do zdefiniowania oceny eksperckiej a priori na temat oczekiwanych stop
sktadowych portfela BL wykorzystano zaleznos¢ liniowa stop zwrotu kazdego
z rozwazanych indeksow sektorowych od wskaznika koniunktury w danym sek-
torze. W tym celu w kwantyfikacji parametrow v oraz €2 rozkladu wiedzy eks-

. o s . . i
perckiej a priori (zalezno$¢ 7) zastosowano estymacj¢ wartoSci prognoz Y,

modelu regresji dla kazdego i-tego indeksu sektorowego WIG:

y =X'p' +¢ (17)
gdzie:
g =(g,...,&)) —wektor skladnikow losowych modelu,
y =(,...,vp)" — wektor obserwacji stop zwrotu i-tego indeksu sektorowego,
X' — (T x2)-wymiarowa macierz obserwacji wskaznika koniunktury w i-tym
sektorze,
B’ — wektor parametréw modelu.

Za pomocg modelu regresji liniowej zaprognozowano wartos$ci stop zwrotu
indeksow sektorowych. Utozsamiajg one oceng ekspercka zdefiniowang symbo-

lem v. Mianowicie estymacja wartosci oczekiwanej prognozy lep stanowila

podstawe do okreslenia elementdw wektora v, natomiast warto$¢ estymatora wa-
riancji tej prognozy dla kazdego i-tego modelu byta elementem diagonalnym
macierzy kowariancji € rozktadu wiedzy eksperckiej a priori.

Estymacja macierzy kowariancji X

Do oszacowania wariancji £ z proby skladnikow portfela wykorzystano od-
porny na heteroskedastyczno$é i autokorelacje estymator Neweya-Westa'®. Po-
sta¢ tego estymatora mozna znalez¢ takze w pracy Andrewsa'®.

4. Analiza empiryczna

4.1. Zatozenia analizy empirycznej

W opracowaniu rozwazono i zastosowano trzy typy portfeli inwestycyjnych:
klasyczny portfel Markowitza oraz portfele nieklasyczne, oparte na oryginalnym

5 W. Newey, K. West: 4 Simple, Positive-Definite, Heteroskedasticity and Autocorrelation Con-
sistent Covariance Matrix. ,,Econometrica” 1987, 55, 703-708.

16 D.W. Andrews: Heteroskedasticity and Autocorrelation Consistent Covariance Matrix Estima-
tion. ,,Econometrica” 1991, 59, 817-858.
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modelu BL oraz jego modyfikacji BL St, wykorzystujacej estymacjg wartosci
oczekiwanej sktadowych portfeli na podstawie obserwacji z proby. Dodatkowo ana-
lizowano portfele bedace usrednieniem udzialow portfela BL oraz Markowitza.

Zadania optymalizacyjne stuzace do wyznaczenia ostatecznych charaktery-
styk wszystkich rozwazanych rodzajow portfeli i ich udziatow polegaja na mak-
symalizacji stopy zwrotu portfela przy ograniczeniu na ryzyko portfela.

Podstawowym przedmiotem analizy empirycznej byly stopy zwrotu z in-
deksow sektorowych WIG: WIG-banki, WIG-budownictwo, WIG-chemia,
WIG-deweloperzy, WIG-informatyka, WIG-media, WIG-paliwa, WIG-
-spozywczy oraz WIG-telekomunikacja. Dane te pochodzily ze strony interne-
towej Gieldy Papierow Warto$ciowych (GPW) w Warszawie. Zbior danych li-
czyl 1590 obserwacji dziennych stép zwrotu obejmujacych okres badawczy
02.07.2007-30.10.2013.

Estymacji portfeli ztozonych z powyzszych indeksow sektorowych doko-
nywano na podstawie pottorarocznych oraz dwuletnich podokreséw powyzszego
okresu. W celu oceny dziatania prezentowanych metod weryfikowano uzyskane
wyniki portfeli. Przyjeto nastepujace dtugosci okresu weryfikacji: 1 miesiac,
3 miesigce oraz 6 miesiecy. Proces weryfikacji portfeli polegat na wyznaczeniu
udziatéw portfeli na podstawie danych z ,,okresu estymacji”, a nast¢pnie na wy-
znaczaniu w ,,okresie weryfikacji” charakterystyk portfeli uzyskanych w po-
przednim etapie. W ten sposob uzyskano 52 portfele dla wariantu pottoraroczne-
go ,,okresu estymacji’ oraz 46 portfeli dla dwuletniego wariantu ,,0kresu
estymacji”. Nastepnie w kazdym wariancie usredniono otrzymane charaktery-
styki oraz przyjete warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela kaz-
dego z czterech typow portfeli.

Warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfeli wyznaczano w na-
stepujacy sposob: W pierwszym etapie wyznaczono portfel minimalnego ryzyka,
ktore stanowilo dolng granice warto$ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka
portfeli. Natomiast gorna granicg wartosci maksymalnego dopuszczalnego ryzy-
ka portfeli byta wartos¢ ryzyka aktywa o najwigkszej stopie zwrotu. Nastepnie
rozstep miedzy gorng i dolng warto$cig maksymalnego dopuszczalnego ryzyka
portfeli podzielono na 10 rownych czesci, uzyskujac kolejne warto§ci maksy-
malnego dopuszczalnego ryzyka portfeli (prezentowane na wykresach w nastep-
nym podrozdziale).

W przypadku portfeli BL oraz BL_St, wyznaczajac warto$¢ zaleznosci (4),

przyjeto A = 0,05, natomiast macierz kowariancji X szacowano za pomocg es-

tymatora odpornego na heteroskedastyczno$¢ i autokorelacj¢ Neweya-Westa. Do
wyznaczenia w modelu BL warto$ci wag W w zaleznos$ci (4) wykorzystano in-
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formacje o wielkosci kapitalizacji poszczegolnych indeksow sektorowych w sto-
sunku do tacznej kapitalizacji wszystkich rozwazanych indeksow sektorowych,
ktore pochodzily ze strony internetowej GPW.

Do wyznaczenia ocen parametrow rozktadu a priori w nieklasycznych port-
felach wykorzystano zalezno$¢ liniowa miesigcznych stop zwrotu kazdego
z rozwazanych indeksow sektorowych od wskaznika koniunktury danego sekto-
ra w ujeciu miesigcznym. Dane stuzgce do oszacowania parametrow tych mode-
lu pochodzity ze strony internetowej Glownego Urzedu Statystycznego (GUS).

Uzyskane wyniki analizy empirycznej sg rezultatem zastosowania procedur
programu MATLAB stworzonych na potrzeby niniejszego badania.

4.2. Wyniki analizy empirycznej

Wyniki analizy empirycznej zamieszczono na rysunkach 1-12. Przedstawia-
ja one ksztalttowanie si¢ gtownych charakterystyk portfeli: BL, BL_St, Marko-
witza oraz portfele bedace usrednieniem udziatéw portfeli BL oraz Markowitza
(przyjeto oznaczenie: Markowitz + BL) w przyjetych ,,okresach weryfikacji”.

Rysunki 1-3 przedstawiajg ksztaltowanie si¢ §redniego zrealizowanego'’
ryzyka portfela w zaleznosci od przyjetych warto$ci maksymalnego dopuszczal-
nego ryzyka portfela dla pottorarocznego ,,okresu estymacji” i kolejnych ,,okre-
sow weryfikacji” (1 miesigc, 3 miesiace, 6 miesiecy). Identyczne dla wszystkich
portfeli warto§ci maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela pozwalaja na
poréwnywanie portfeli ze wzgledu na pozostate charakterystyki.

Dla wszystkich ,,okresow weryfikacji” w przypadku pottorarocznego ,,o0kre-
su estymacji” $rednie zrealizowane ryzyko portfeli Markowitza oraz BL_St ma
prawie identyczne wartosci (krzywe tych portfeli na wykresach pokrywaja sie).
,,Okres weryfikacji” portfeli wptywa na ksztaltowanie si¢ poziomu zrealizowa-
nego ryzyka portfela BL w odniesieniu do portfela Markowitza. Mianowicie dla
miesigcznego okresu weryfikacji $rednie zrealizowane ryzyko portfela BL jest
wyzsze niz w przypadku portfeli Markowitza (rysunek 1), dla 3-miesigcznego
,,okresu weryfikacji” wartosci te sa zblizone (rysunek 2), natomiast juz w przy-
padku poétrocznego ,,okresu weryfikacji” $rednie zrealizowane ryzyko portfela
BL jest wyraznie nizsze niz dla portfela Markowitza (rysunek 3). Portfele beda-
ce usrednieniem udziatow portfeli BL oraz Markowitza (Markowitz + BL) cha-
rakteryzuja si¢ najmniejszym ryzykiem sposrod rozwazanych portfeli, niezalez-
nie od przyjetego ,,okresu weryfikacji”.

'7 Okreslenia ,,zrealizowane” uzyto celem zaakcentowania przeprowadzonej respecyfikacji portfeli
w ramach przeprowadzonego procesu ich weryfikacji.
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Poréwnujac portfele pod wzgledem sredniej zrealizowanej stopy zwrotu
(wzgledem maksymalnego dopuszczalnego ryzyka) dla ,,okresu estymacji” oraz
,,okresow weryfikacji” jak powyzej, nalezy stwierdzi¢, ze portfele Markowitza
oraz BL St majg prawie identyczne warto$ci $rednich zrealizowanych stop
zwrotu (rysunki 4-6). Generalnie wszystkie rozpatrywane portfele nie r6znia si¢
znaczaco ze wzgledu na S$rednie zrealizowane stopy zwrotu. Niemniej jednak
w przypadku miesiecznego ,,okresu weryfikacji” wigkszo$¢ portfeli Markowitza
(oraz BL_St) ma nieco wyzsze $rednie zrealizowane stopy zwrotu od portfeli
Markowitz + BL, a te od portfeli BL (rysunek 4). Dla trzymiesigcznego ,,okresu
weryfikacji” r6znice miedzy poszczegélnymi portfelami ze wzgledu na te cha-
rakterystyke sa najbardziej znikome (rysunek 5). Natomiast w przypadku pot-
rocznego ,,okresu weryfikacji” sytuacja jest odwrotna niz w przypadku mie-
siecznego ,,okresu weryfikacji” (rysunek 6). Najwyzszymi $rednimi
zrealizowanymi stopami zwrotu cechuja si¢ portfele BL, nieco nizszymi — port-
fele Markowitz + BL, a najnizszymi — portfele Markowitza.

Analizg porownawcza portfeli ze wzgledu na rozwazane charakterystyki
przeprowadzono rowniez dla dwuletnich ,,okresow estymacji”. Tak jak w po-
przedniej czgsci analizy, rozpatrzono trzy ,,okresy weryfikacji” portfeli: 1 miesiac,
3 miesigce, 6 miesigcy.

0.1 4
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Rys. 4. Srednie zrealizowane stopy zwrotu portfeli dla pottorarocznych okresow estymacii i miesigcznych
okresow weryfikacji

Zrédto: Obliczenia whasne.
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Zrédto: Obliczenia whasne.

Przy tych zatozeniach rysunki 7-9 przedstawiajg ksztattowanie si¢ $rednie-
go zrealizowanego ryzyka portfela w zaleznos$ci od przyjetych wartosci maksy-
malnego dopuszczalnego ryzyka portfela. Zastosowany dtuzszy ,,okres estyma-
cji” skutkuje w przypadku wszystkich ,,okresow weryfikacji” wiekszymi
roznicami migedzy warto§ciami $rednich zrealizowanych ryzyk portfeli. Z wyjat-
kiem 3-miesi¢cznego ,,okresu weryfikacji” srednie zrealizowane ryzyko portfeli
Markowitza oraz BL_ST ma prawie identyczne wartosci (krzywe tych portfeli
na wykresach pokrywaja si¢). Ponadto, z wyjatkiem 3-miesigcznego ,,okresu we-
ryfikacji”, §rednie zrealizowane ryzyka portfeli BL sg nizsze niz portfeli Mar-
kowitza (rysunki 7 1 9). W kazdym z trzech przypadkow ta charakterystyka port-
fela jest najnizsza dla portfeli bedacych usrednieniem udziatéw portfeli BL oraz
Markowitza (Markowitz + BL).
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Ostatnig cze$¢ analizy empirycznej stanowito poréwnanie portfeli (przy po-
wyzszych zalozeniach) ze wzgledu na $rednie zrealizowane stopy zwrotu (wzgle-
dem maksymalnego dopuszczalnego ryzyka). Podobnie jak dla ryzyka portfeli,
dwuletni ,,okres estymacji” skutkuje wigkszymi réznicami miedzy wartosciami
$rednich zrealizowanych stép zwrotu roznych typoéw portfeli (rysunki 10-12)
w odniesieniu do analizy tej charakterystyki dla poltorarocznego ,,okresu esty-
macji”. Portfele Markowitza oraz BL ST majg prawie identyczne wartosci §red-
nich zrealizowanych stop zwrotu. W przypadku wszystkich wariantow dlugosci
,,o0kresow weryfikacji” $rednie zrealizowane stopy zwrotu portfeli o usrednio-
nych udziatach portfeli BL oraz Markowitza (Markowitz + BL) ksztattuja si¢ na
poziomie pomiedzy portfelami BL i Markowitza.
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Podsumowanie

W opracowaniu dokonano implementacji oryginalnego modelu Blacka-
-Littermana oraz jego modyfikacji (polegajacej na wykorzystaniu estymatora Steina)
do wyboru portfela inwestycyjnego. Cel realizowano poprzez analize pordwnawcza
charakterystyk portfeli: Blacka-Littermana (BL), jego modyfikacji (BL_ST), Mar-
kowitza oraz portfeli o usrednionych udziatach portfeli BL oraz Markowitza (Mar-
kowitz + BL). Do oceny portfeli konstruowanych r6znymi metodami zastosowano
weryfikacje tych portfeli w ujeciu dynamicznym. Polegala ona na ich respecyfikacji
przy roznych wariantach podokreséw badawczych — 1 miesigc, 3 miesigce oraz
6 miesiccy. Zastosowano réwniez dwa warianty okresu estymacji: pottoraroczny
i dwuletni. Analizowane portfele sktadaly sie z wybranych indeksow sektoro-
wych WIG.

Uzyskane wnioski o ksztaltowaniu si¢ charakterystyk rozwazanych portfeli
nie sg dokladnie takie same w przypadku obydwodch ,,okresow estymacji” oraz
rozpatrywanych ,,okresoéw weryfikacji”. Na ksztaltowanie si¢ charakterystyk
portfeli, a tym samym na réznice miedzy ich wartosciami dla réznych typow
portfeli ma wpltyw dlugos¢ szeregébw czasowych stop zwrotu wykorzystywanych
do procesu estymacji oraz dlugosc¢ ,,okresu weryfikacji”.

W zdecydowanej wigkszo$ci rozwazanych przypadkow portfele Markowit-
za oraz zmodyfikowane portfele Blacka-Littermana nie réznity si¢ pod wzgle-
dem rozwazanych charakterystyk. Wynika to glownie z dwoch faktow. Po
pierwsze, estymator zwezajacy Steina (postaci 19) wartosci oczekiwanej jest de-
finiowany za pomoca $redniej z ,,pierwotnego” estymatora wartosci oczekiwanej
oraz wektora-stalej. Stad wartosci oczekiwane sg wiec jedynie przeskalowane.
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Po drugie, prognozy modeli liniowych zastosowanych do okreslenia parametrow
rozktadu a priori cechujg si¢ duzymi bledami. Sprawiajg one, ze dla przyjetych pa-
rametrow tego rozktadu jego wpltyw na oceny portfela jest niewielki. Otwartym za-
gadnieniem moze by¢ w tej kwestii zastosowanie innego rodzaju wielowymiaro-
wego estymatora warto$ci oczekiwanej, np. estymatoréw odpornych (ang. robust).

Przeprowadzona analiza portfeli BL nie daje jednoznacznych przestanek do
stwierdzenia, ze zawsze portfele te daja lepsze wyniki (w sensie charakterystyk)
od portfeli Markowitza — przyktadowo charakteryzuja si¢ zawsze wyzsza stopa
zwrotu lub mniejszym ryzykiem. Niemniej jednak nalezy podkresli¢, ze podej-
Scie to pozwala otrzymaé portfele znacznie réznigce si¢ od klasycznych ze
wzgledu na analizowane charakterystyki i jest to niewatpliwie jego zaleta. Istot-
ng kwestig przy stosowaniu tej metody, warunkujaca w duzej mierze uzytecz-
no$¢ stosowania portfeli BL, jest okreslenie wartosci parametrow rozktadu
a priori. Fachowa wiedza ekspercka powinna sprawiaé, ze oczekiwane charakte-
rystyki portfeli beda bliskie zrealizowanym. Swoista wada podejscia Blacka-
-Littermana jest zatozenie, ze rozktad stop zwrotu jest zgodny z rozktadem nor-
malnym. Jednak majac na wzgledzie fakt, ze charakter wspolczesnych rynkéw
finansowych w coraz wickszym stopniu wymaga korzystania w procesach wy-
boru portfela nie tylko z przesztych informacji z proby, podejscia oparte na teorii
Blacka-Littermana powinny by¢ godne uwagi analitykow i praktykow. Z tego
punktu widzenia wydaje si¢ uzasadnione zastosowanie modyfikacji tego podej-
$cia opartej na funkcji copula celem uodpornienia metody na zatozenie o rozkta-
dzie normalnym. Jest to przedmiotem dalszych badan Autorki.

Istotnym wnioskiem ptynacym z przeprowadzonej analizy jest rowniez fakt,
ze zastosowanie portfeli o usrednionych udziatach portfeli BL oraz Markowitza
(Markowitz + BL) pozwala osiggna¢ dobry efekt. Mianowicie w zdecydowanej
wigkszosci rozpatrywanych przypadkéw portfele te charakteryzowaty sie niz-
szym S$rednim zrealizowanym ryzykiem. Natomiast ich $rednie zrealizowane
stopy zwrotu ksztaltowaty si¢ na poziomie pomigdzy tymi warto§ciami dla port-
feli Markowitza i BL. Fakt ten pozwala traktowac podejscie Blacka-Littermana
jako uzyteczne narzedzie wyboru portfela na polskim rynku kapitalowym.
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USING THE BLACK-LITTERMAN MODEL IN PORTFOLIO SELECTION
Summary

The paper aims at implementing the original Black-Litterman model and its slight
modification to portfolio selection problem using data on sector indices from Polish
stock market. The resulted portfolios’ characteristics are dynamically compared with
characteristics of classical Markowitz portfolio obtained from different estimation and
verification sample lengths. The results clearly suggest that the portfolios that averaged
shares from Black-Litterman and Markowitz procedure offered reasonable trade-off be-
tween returns and risk. Namely in most cases they exhibited the lowest realized risk
whereas their returns were between the returns for BL and Markowitz portfolios.



