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STUDIA METODOLOGICZNE

Piotr WOJCIK

Estymacja jgdrowa
w badaniach regionalnej konwergenc;ji

Streszczenie. Celem artykutu jest przedstawienie nieparametrycznej metody
estymacji jgdrowej jako narzedzia do empirycznej weryfikacji hipotezy o kon-
wergencji regionalnej, w tym konwergencji grup gmin (klubow). Omowiono,
jak taka estymacja uzupetnia inne metody stosowane w badaniach zjawiska
konwergencji. W badaniu zastosowano te metode do analizy konwergencji
osiggnig¢ edukacyjnych uczniow w Polsce w okresie 2003—2013. Osiggniecia
edukacyjne zmierzono na podstawie wynikow egzaminow gimnazjalnych
w zakresie profilu matematyczno-przyrodniczego w ukladzie gmin. Badanie
wskazuje na wystepowanie konwergencji regionalnej wynikow egzaminow,
przy czym w przypadku analizy okresow trzyletnich stwierdzono wystegpowanie
konwergencji klubow, w ktorej gminy o najstabszych rezultatach egzaminow
stanowiq odrebny klub.

Stowa kluczowe: konwergencja regionalna, osiagniecia edukacyjne, gminy,
estymacja jadrowa, warunkowa funkcja gestosci, metoda adaptacyjna.

Estymacja jadrowa jest jedna z popularnych nieparametrycznych metod staty-
stycznych stuzacych do szacowania nieznanej funkcji gestosci zmiennej losowej
na podstawie skonczonej probki. Metoda ta ma wiele praktycznych zastosowan,
np. w przetwarzaniu sygnalow data mining czy ekonometrii (Silverman, 1986;
Wand i Jones, 1995; Jeffrey, 1996; Wolfgang, Marlene, Stefan i Axel, 2004;
Alexandre, 2009). W analizach regionalnych estymatory jadrowe moga stuzy¢
do analizowania zmian rozkladu badanej zmiennej w czasie. Pordbwnanie moze
by¢ przeprowadzone przez zestawienie w jednym ukladzie wspotrzednych osza-
cowanych jednowymiarowych funkcji gestosci, pokazujacych rozktad analizo-
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wanej zmiennej w kolejnych okresach. Z kolei oszacowanie dwuwymiarowej
warunkowe;j funkcji gestosci moze stuzy¢ wnioskowaniu o wystepowaniu regio-
nalnej konwergencji poprzez analize¢ mobilno$ci wewnatrz rozktadu, czego ana-
liza jednowymiarowa nie umozliwia.

Celem artykutu jest omowienie zastosowania warunkowej estymacji jadrowe;j
w modelowaniu regionalnej konwergencji. W pierwszej jego cze$ci omowiono
pojecie konwergencji. Nastepnie zaprezentowano estymacje jadrowa jako meto-
de badania regionalnej konwergencji. Ostatnig cz¢$¢ opracowania stanowi empi-
ryczne zastosowanie tej metody do analizy konwergencji osiagnie¢ edukacyj-
nych polskich ucznidow, mierzonych wynikami egzaminéw gimnazjalnych na
poziomie gmin w okresie 2003—2013. Wykresy zamieszczone w artykule wy-
generowano z wykorzystaniem oprogramowania statystycznego R CRAN'.

POJECIE KONWERGENCJI

Konwergencja w literaturze makroekonomicznej nazywane jest upodabnianie
sie do siebie krajow lub regionéw pod wzgledem poziomu rozwoju’. Jest ona
jednym z wnioskow plynacych z neoklasycznych modeli wzrostu gospodarczego
(Solow, 1956). Rozroznia sie kilka koncepcji konwergencji — najwazniejsze
z nich to typu beta i typu sigma — obie stanowig tzw. klasyczne podejscie do
badania konwergencji (Sala-i-Martin, 1996). Koncepcja konwergencji typu beta
zaktada, Ze kraje lub regiony poczatkowo biedniejsze beda rozwijaty sie szybciej
niz bogatsze, dzigki czemu w dlugim okresie dojdzie do wyréwnania poziomu
ich dochodu. Z kolei konwergencja typu sigma zaktada, ze zrdéznicowanie po-
ziomu zamoznos$ci miedzy poréwnywanymi jednostkami terytorialnymi bedzie
si¢ zmniejszalo (porownuje si¢ odchylenie standardowe lub wspodtczynnik
zmiennoS$ci analizowanej zmiennej w kolejnych okresach). Zjawisko przeciwne
do konwergencji nazywane jest dywergencja (Barro i Sala-i-Martin, 1992).

Badanie konwergencji czy dywergencji nie musi dotyczy¢ zmiennych mierza-
cych zamozno$¢ — mozna analizowa¢ upodabnianie si¢ regionéw do siebie pod
wzgledem dowolnego wskaznika spoteczno-gospodarczego, m.in. stopy bezro-
bocia, poziomu edukacji, zdrowia czy preferencji politycznych (Tyrowicz
i Wojcik, 2010).

Omowione wyzej koncepcje konwergencji byly wielokrotnie krytykowane,
m.in. za skupianie si¢ na analizie jedynie przecietnego kraju/regionu (konwer-
gencja typu beta) czy pojedynczej mierze zréznicowania rozktadu (konwergen-
cja typu sigma), patrz np. Quah (1993), Wojcik (2004). Metody empirycznej
weryfikacji hipotezy o konwergencji pozwalaja na stwierdzenie, jak tempo

! Core Team R (2016). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation
for Statistical Computing. Vienna, Austria. Pobrano z: URL https://www.R-project.org/.

2 Jest to tak zwana konwergencja realna, w odroznieniu od konwergencji nominalnej, ktora do-
tyczy kryteriow traktatu z Maastricht, czyli stabilnosci cen, stop procentowych i kursu walutowe-

go.
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wzrostu analizowanej zmiennej przecietnie zalezy od poczatkowej wartosci tej
zmiennej w danym regionie (beta) czy jak zmienia si¢ odchylenie standardowe
albo wspotczynnik zmienno$ci badanej cechy w czasie (sigma). Tymczasem
znacznie bardziej interesujaca jest analiza dynamiki pelnego rozktadu zmiennej
i wewnetrznej mobilnosci w jego ramach w czasie. Analizg taka mozna prze-
prowadzi¢ w wariancie dyskretnym, szacujac macierze przej$cia (zapozyczone
z procesow Markowa®), albo ciaglym, wykorzystujac estymatory jadrowe (ker-
nel density estimation)*. Wykorzystanie macierzy przejécia polega na podziele-
niu zakresu zmiennej na mata liczbe przedziatéw (grup, klas) i estymacji praw-
dopodobienstwa, z jakim regiony beda w kolejnych okresach pozostawaty
w swojej grupie albo przechodzity do innej o wyzszej lub nizszej wartosci anali-
zowanej zmiennej. Metoda ta jest niemal rownie popularna, jak klasyczne meto-
dy analizy konwergencji zjawisk, rowniez w polskiej literaturze przedmiotu® —
zapewne ze wzgledu na relatywng prostote jej zastosowania. Ma ona jednak
wazne ograniczenie polegajace na arbitralnosci doboru granic przedziatow, ktore
definiujg poszczegolne grupy. Ograniczenie to traci na znaczeniu, gdy z rozkta-
du dyskretnego przechodzimy do ciagtego, co ma miejsce w przypadku wyko-
rzystania estymatoréw gestosci.

Dodatkowo analiza petlnego rozktadu umozliwia zaobserwowanie ewentualne;
polaryzacji dochodu (tzw. konwergencja klubow), ktorej metody analizy konwe-
rgencji beta ani sigma nie sa w stanie uchwycic¢. Konwergencja klubéw oznacza,
ze upodabnianie si¢ jednostek terytorialnych do siebie pod wzgledem analizo-
wanej zmiennej nastepuje tylko w wyrdznionych podgrupach regionow, ktore
juz w okresie poczatkowym maja zblizony poziom analizowanej zmienne;.

ANALIZA DYNAMIKI ROZKEADU ZMIENNEJ
Z WYKORZYSTANIEM ESTYMACJI JADROWEJ

W przypadku cigglym zamiast macierzy przejscia dla malej liczby przedzia-
16w dokonywana jest estymacja pelnej, warunkowej funkcji gestosci, ktora po-
kazuje, w jaki sposob analizowana zmienna ewoluuje w czasie. Mozna sobie ja
wyobrazi¢ jako odpowiednik macierzy przejscia z nieskonczong liczbg wierszy
i kolumn. Jej oszacowania dokonuje si¢ nieparametryczng metoda estymacji
jadrowej, ktora umozliwia oszacowanie praktycznie dowolnego rozktadu, nieko-
niecznie zgodnego z jakimkolwiek rozktadem teoretycznym (Kulczycki, 2007).
Wykres oszacowanej warunkowej funkcji ggstosci pokazuje rozktad masy praw-
dopodobienstwa przejscia regionu lub kraju miedzy poszczegdlnymi wartoscia-

3 Jest to wykorzystanie skonczonych proceséw Markowa rzedu pierwszego; patrz np. Podgor-
ska, Sliwka, Topolewski i Wrzosek (2000).

4 Opis metodologii przedstawiony jest rtowniez w nastgpujacych publikacjach: Quah (1996a, b);
Durlauf i Quah (1999); Fingleton (1997).

3 Patrz np.: Wojcik (2004, 2008, 2009); Markowska-Przybyta (2010); Lazniewska i Gorecki
(2012); Decewicz (2013), Walega (2014).
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mi analizowanej zmiennej w rozwazanym okresie. Wartosci funkcji gestosci
w poszczeg6lnych punktach mozna w uproszczeniu interpretowac jako wzgled-
ng czestos¢ obserwacji w otoczeniu danego punktu. Otoczenie to nazywane jest
pasmem lub oknem estymacji (bandwidth, window), a wzgledna czestos¢ szaco-
wana jest z wykorzystaniem znanej funkcji gestosci, nazywanej funkcja jadra
(kernel). Funkcja jadra jest zwykle jednomodalna i ma rozklad symetryczny
wokot zera, a jej wartosci najczesciej malejg wraz z oddalaniem si¢ od zera (wy-
jatkiem jest np. kwadratowa funkcja jadra, ktéra ma rozktad jednostajny na wy-
branym przedziale). Catka z funkcji gestosci na calej dziedzinie jest rowna jed-
nosci. Najczesciej wykorzystywane funkcje jadra to: jednostajna (kwadratowa),
trojkatna, Epanechnikowa, gaussowska (normalna), stopnia drugiego (biweight)
i stopnia trzeciego (triweight). Wybrane funkcje jadra przedstawiono na wykr. 1.

Dobor funkcji jadra w niewielkim stopniu wplywa na wynik oszacowania
funkcji gestosci dla catej proby. Kluczowy jest wlasciwy dobor szerokosci pa-
sma estymacji dla poszczegolnych obserwacji (Turlach, 1993; Chiu, 1996; Jo-
nes, Marron i Sheather, 1996; Heidenreich, Schindler i Sperlich, 2010; Zambom
i Dias, 2012). Szeroko$¢ pasma estymacji (nazywana tez parametrem wygladza-
nia) determinuje stopien wygtadzenia otrzymanej krzywej lub powierzchni. Zde-
finiowanie zbyt szerokiego pasma zaowocuje nadmiernym wygtadzeniem funk-
cji gestosci 1 nie pokaze rzeczywistej struktury danych. Z kolei wykorzystanie
zbyt waskiego okna da w rezultacie trudng do interpretacji poszarpang funkcje
gestosci, sktadajaca si¢ z wielu waskich wierzchotkéw i dolin migdzy nimi.

Wyznaczenie optymalnej szerokos$ci pasma estymacji najczesciej dokonywa-
ne jest przy wykorzystaniu kryterium minimalizacji scalkowanego btedu $red-
niokwadratowego:

MISE( f): E[ [ ( f(x)- f(x))2 dx} (1)

gdzie f(x) to rzeczywista funkcja gestosci analizowanej zmiennej, a f (x) to jej
nieparametryczny estymator. Problem optymalizacyjny nie jest jednak trywial-
ny, gdyz funkcja f{x) nie jest znana. Teoretyczne podejscia do rozwigzania tego
zagadnienia sg do$¢ liczne. Generalnie uznaje si¢, ze najbardziej uzyteczna
i uniwersalna spo$rod wielu mozliwych rozwigzan jest metoda krzyzowego
uwiarygodnienia (cross validation), a w przypadku jednowymiarowym — prosta
i efektywna metoda podstawien (plug-in), patrz np. Kulczycki (2007). Formuty
stuzace do obliczania optymalnej szerokosci pasma estymacji dla ré6znych funk-
cji jadra znalez¢ mozna np. w ksigzce Silvermana (1986).

Czesto stosowana jest dwuetapowa metoda adaptacyjna (adaptive kernel
density estimation)® pozwalajagca na zréznicowanie parametru wygladzania
dla poszczegdlnych obserwacji. Dzigki temu mozna uzyska¢ wigksza doktad-

¢ Patrz np. Botev, Grotowski i Kroese (2010).
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no$¢ oszacowania funkcji gestosci w miejscach, gdzie danych jest do$¢ duzo,
a rownoczesnie bardziej wygtadzi¢ funkcje gestosci tam, gdzie obserwacji jest
mato.

Oznaczmy wyjsciowy rozktad (dla okresu poczatkowego) analizowanej
zmienne] przez x, a rozklad koncowy (w ostatnim analizowanym okresie) tej
samej zmiennej przez y. Wtedy warunkowy rozklad y przy znanym x mozna
zapisaé za pomocg nastepujacej formuty:

1= @
Selx
Wykr. 1. WYBRANE FUNKCJE JADRA
jednostajna
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Z 1 6 dto: opracowanie wiasne.

gdzie fi(x) jest brzegowym rozkladem zmiennej w okresie poczatkowym, nato-
miast f(y, x) jest rozktadem tacznym y oraz x. Aby oszacowaé warunkowa funkcje
gestosci, nalezy zastgpi¢ licznik oraz mianownik wyrazenia ich nieparametrycz-
nymi estymatorami. Rozktad brzegowy zmiennej w okresie poczatkowym (mia-
nownik powyzszej formuty) szacowany jest za pomoca dwuetapowej adaptacyj-
nej estymacji jadrowej dla rozktadéw jednowymiarowych, zgodnie z formuta:

Ful)= 13 k(2= ®

i=1 thi thi
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gdzie n oznacza liczbe obserwacji, 4, to optymalna szeroko$¢ pasma estymacji
dla poczatkowego rozktadu zmiennej, a K(.) to funkcja jadra. W pierwszym
etapie metody adaptacyjnej wagi w; przyjmuja dla wszystkich obserwacji war-
tos¢ 1. Laczny rozklad zmiennej w okresie poczatkowym i konicowym, czyli
licznik rownania (2) jest estymowany za pomocg nastepujacej formuty:

Fley)=ty ] K(y_y"jK[x_x"j @

nS ot hw Tow;

gdzie A, jest optymalng szeroko$cig pasma estymacji dla rozktadu zmiennej
w okresie koncowym (pozostale oznaczenia maja identyczne znaczenie, jak
w przypadku réwnania 3).

Takze taczna funkcja gestosci szacowana jest w pierwszym etapie metody
adaptacyjnej bez roznicowania wag dla poszczegolnych obserwacji. W kolejnym
kroku wstepne oszacowanie gestosci tgcznej wykorzystywane jest do obliczenia
wskaznikéw roznicujacych lokalnie (dla kazdej obserwacji) szeroko$¢ pasma

zgodnie z wyrazeniem:
T )
fi(isxi)

gdzie mianownik formuty pod pierwiastkiem jest oszacowaniem tacznej funkcji
gestosci dla obserwacji i obliczonym przy uzyciu statej szerokosci pasma na
podstawie rownania (4), natomiast licznik jest §rednig geometryczng wartosci
tego estymatora policzong dla poszczegélnych punktow danych (odpowiadaja-
cych sobie par wartosci obu zmiennych). Estymacji ostatecznej funkcji warun-
kowej gestosci dokonuje si¢ wykorzystujac wagi z rownania (5) w rdwnaniach
(3) 1 (4) i ostatecznie liczac iloraz obu formut zgodnie z rownaniem (2).

Dwustopniowa metode adaptacyjng zastosowano w opisanym ponizej badaniu
empirycznym.

JAK INTERPRETOWAC WARUNKOWY ESTYMATOR GESTOSCI

Wykresem funkcji gestosci dla rozktadu warunkowego jest powierzchnia troj-
wymiarowa. Przykladowy estymator jadrowy warunkowej funkcji gestosci przed-
stawiono na wykr. 2. Jedna z osi poziomych oznacza rozktad analizowanej zmien-
nej w okresie poczatkowym, druga zas rozklad tej zmiennej w okresie koncowym.
Na osi pionowej odkladana jest gestos¢ prawdopodobienstwa danej kombinacji
poczatkowej i koncowej wartosci zmiennej (pod warunkiem okre§lonego poziomu
poczatkowego). Przekrdj poprzeczny wykresu prostopadty do osi ,,zmienna
w okresie poczatkowym” przedstawial bedzie funkcje gestosci wartosci zmiennej
w okresie koncowym dla konkretnej wartosci poczatkowej. Nawiazujac do notacji
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z rébwnania 2, bedzie to wykres funkcji f(y|x=xo) dla wybranego xo. Pole pod wy-
kresem funkcji dla kazdej wybranej warto$ci poczatkowej bedzie rowne jednosci,
co wynika z wlasnosci funkcji gestosci.

Wykr. 2. PRZYKEADOWY TROJWYMIAROWY WYKRES WARUNKOWEJ FUNKCJI
GESTOSCI

Zr6dto: jak przy wykr. 1.

Znacznie wygodniejszy w interpretacji jest wykres konturowy warunkowej
funkcji gestosci, bedacy pionowym rzutem otrzymanej powierzchni na ptaszczy-
zne podstawy (wykr. 3). W tym przypadku wykres rownolegly do osi oznaczaja-
cej poczatkowy rozktad zmiennej oznaczat bedzie wystgpowanie konwergencji,
czyli zmniejszenie zréznicowania zmiennej w okresie koncowym w poréwnaniu
z rozkladem w okresie poczatkowym. Z kolei wykres prostopadly do tej osi
oznaczal bedzie dywergencje. Utozenie masy prawdopodobienstwa wzdiuz
przekatnej dowodzi trwatosci rozkladu badanej zmiennej w czasie. Wystgpowa-
nie kilku wierzchotkéw rozktadu, zwlaszcza na jego krancach, wskazuje na ten-
dencje do polaryzacji. Koncentracja masy prawdopodobienstwa ponizej przekat-
nej na wykresie konturowym oznacza ogdlnie wyzsze wartosci zmiennej
w okresie poczatkowym niz koncowym, a wigc raczej spadek poziomu zmiennej
w regionach w badanym okresie. Analogicznie potozenie masy prawdopodo-
bienstwa powyzej przekatnej] wykresu oznacza wyzsze wartosci zmiennej
w okresie koncowym niz poczatkowym, czyli ogolny wzrost warto§ci zmiennej
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w regionach w analizowanym przedziale czasowym. Przyktad (wykr. 3) pokazu-
je utozenie masy prawdopodobienstwa wzdtuz przekatnej, czyli duza stabilnosé¢
rozktadu. Wykres jako calo$¢ nie uktada si¢ rownolegle do osi poziomej (po-
czatkowej warto$ci zmiennej), nie ma wigc mowy o upodabnianiu si¢ do siebie
wszystkich regionéw. Wyraznie wyrdznionych jest jednak kilka wierzchotkow
rozktadu i niektore z nich (np. osobno dla wartosci poczatkowej S0—70, ok. 150
i ok. 200) wydaja si¢ czgsciowo uktada¢ rownolegle do osi poziomej. Sugeruje
to upodabnianie si¢, ale jedynie w ramach podgrup regionéw o zblizonych po-
czatkowych warto$ciach zmiennej, czyli tzw. konwergencj¢ klubow.

Wykr. 3. PRZYKEADOWY WYKRES KONTUROWY WARUNKOWEJ FUNKCJI
GESTOSCI
300 2
250 A

200 .

150 5

zmienna w okresie koncowym
LN

100 7

50

50 100 150 200 250 300
zmienna w okresie poczatkowym

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.

Mimo wymienionych wczesniej wad macierzy przejscia (arbitralno§¢ doboru
granic przedzialow) wielu badaczy preferuje t¢ metode w poréwnaniu z estyma-
torami gestosci, nie tylko ze wzgledu na tatwos¢ jej estymacji. Oprocz analizy
dynamiki rozktadu zmiennej macierze przejsScia pozwalaja takze oszacowac tzw.
wektor ergodyczny (przewidywany rozklad dlugookresowy zmiennej) oraz daja
fatwiejsze w interpretacji wyniki w postaci wartosci prawdopodobienstwa przej-
$cia (Ponzio i Di Gennaro, 2004).

Estymacji warunkowej funkcji gestosci (a takze macierzy przejscia) mozna
dokona¢ na podstawie danych dla dwdch skrajnych lat z analizowanej proby,
czyli jednoznacznie rozumianego okresu poczatkowego i koncowego. Analiza
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taka nazywana jest estymacja dla przejscia bezposredniego i zwykle dotyczy
dos¢ dtugiego okresu — kilkunastu lub kilkudziesigciu lat. Interesujaca dla ba-
dacza moze by¢ rowniez mobilnos¢ wewnatrz rozktadu w krotszych przedzia-
fach czasowych. W takim przypadku zakres lat, dla ktorych dostgpne sa dane
moze zosta¢ podzielony na rowne przedzialy k-letnie, ewentualnie z pominig-
ciem wybranych okresow, jesli podzial na réwne przedzialy k-letnie nie jest
mozliwy. Estymacja mobilnosci dokonywana jest wtedy w przedziatach
k-letnich’.

Dla analizowanego w artykule okresu 2003—2013 mozna by wyr6zni¢ np.
dwa okresy pigcioletnie, czyli lata 2003—2008 oraz 2008—2013. Analizie pod-
dana zostataby wigc tacznie mobilnos¢ migdzy rokiem 2003 i 2008 oraz migdzy
rokiem 2008 i 2013. W takim przypadku na potrzeby estymacji jako rozktad
poczatkowy (zmienna x) potraktowany zostatby wektor obejmujacy tacznie dane
za lata 2003 i 2008, natomiast jako rozktad koncowy (zmienna y) wektor zawie-
rajgcy odpowiadajace im dane za lata 2008 i 2013. Oszacowana funkcja gestosci
pokazywataby zatem mobilno§¢ wewnatrz rozkladu w okresach pigcioletnich
oszacowang na podstawie przesuni¢¢ obserwowanych w dwoch réznych podo-
kresach analizy.

MODELOWANIE REGIONALNEJ KONWERGENCJI
OSI4GNIEC EDUKACYJNYCH W POLSCE

W ostatniej dekadzie polscy uczniowie osiggneli imponujace postepy w nau-
ce, co znajduje potwierdzenie w migdzynarodowych badaniach Programme for
International Student Assessment (PISA), powtarzanych w odstepach trzyletnich
pod auspicjami OECD®. W ocenie zadan matematycznych polscy uczniowie
awansowali z 25. miejsca na §wiecie w 2000 r. na 13. miejsce w roku 2012,
w czytaniu ze zrozumieniem w roku 2000 startowali z 25. miejsca na §wiecie,
aby w 2012 r. uzyska¢ miejsce 10. W naukach przyrodniczych wyniki poprawity
sie¢ z 22. miejsca w 2000 r. na 9. w 2012 r. W tym kontek$cie interesujace jest
zbadanie, jak przebiega konwergencja osiagnie¢ edukacyjnych na poziomie lo-
kalnym w Polsce — czy postepy polskich uczniéw obserwowane w poréwna-
niach migdzynarodowych rozktadajg si¢ rownomiernie na poszczegoélne regio-
ny? Czy polskie gminy upodabniaja si¢ do siebie pod wzgledem przecigtnych
wynikow uczniow?

Miarg osiggnie¢ edukacyjnych w gminach bedzie mediana wyniku czesci
matematyczno-przyrodniczej egzaminu gimnazjalnego w danej gminie w kolej-
nych latach. Egzamin gimnazjalny wybrano do analizy ze wzglgdu na jego po-
wszechnos¢ (zdajg go wszyscy uczniowie trzeciej klasy gimnazjum) i poréwny-

7W skrajnym przypadku mozna sobie wyobrazi¢ analize dla przej$¢ rocznych, jednak procesy
konwergencji analizowane sa zwykle w ujeciu $rednio- i dlugookresowym.

8 Celem badania jest uzyskanie porownywalnych danych o umiejetnosciach ucznidow, ktorzy
ukonczyli 15. rok zycia w celu poprawy jakosci nauczania i organizacji systemow edukacyjnych
w panstwach cztonkowskich OECD.
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walnos¢ (jest wystandaryzowany, identyczny dla wszystkich ucznidow, oceniany
przez zewngtrznych egzaminatorow). Jego cze$¢ matematyczno-przyrodniczg
wybrano ze wzglgdu na jej interdyscyplinarno$¢ (obejmuje biologie, chemig,
geografig, fizyke i matematyke) oraz przekrojowos$¢ wymagan — weryfikuje
Lumiejetnosci postugiwania si¢ informacjami, identyfikowania praw, zjawisk,
proceséw 1 zalezno$ci. W jednych przedmiotach mocniej zwrdécono uwage na
stosowanie wiedzy w praktyce czy rozwigzywanie probleméw, w innych — na
znajomos$¢é metodyki badan badz przeprowadzanie do$wiadczen™. Wystandary-
zowane 1 porownywalne na wszystkich poziomach regionalnych dane dotyczace
wynikow egzaminow gimnazjalnych dostepne sa od roku 2002, w ktorym egza-
min ten zostal przeprowadzony po raz pierwszy. Gromadzi je i udostgpnia Cen-
tralna Komisja Egzaminacyjna. W momencie przeprowadzania badania dostepne
byly szczegétowe dane do roku 2013.

Estymacj¢ warunkowej funkcji gestosci przeprowadzono w dwoch warian-
tach. W pierwszym analizowano zmiany warunkowego rozktadu osiaggni¢¢ edu-
kacyjnych w kolejnych okresach trzyletnich, odpowiadajacych edycjom badania
PISA, w ktorych uczestniczyli juz uczniowie gimnazjow (2003, 2006, 2009
i 2012)"°. Jako rozklad poczatkowy w estymacji potraktowano wiec wektor
obejmujacy tacznie wyniki egzamindw w gminach w latach 2003, 2006 i 2009,
a jako rozktad koncowy wektor zawierajacy kolejno wyniki egzaminéow w gmi-
nach w latach 2006, 2009 1 2012.

Wynik estymacji jadrowej dla przejs¢ trzyletnich znajduje si¢ na wykr. 4. Na
osi poziomej przedstawiono poczatkowy rozktad osiggnie¢ edukacyjnych
(w roku 7-3), natomiast na osi pionowej warunkowany nim rozktad koncowy
(w roku 7). Obie osie maja zakres od 60% do 130%. Mozna zaobserwowac¢, ze
warunkowa funkcja gestosci uktada si¢ generalnie rownolegle do osi poziomej,
co wskazuje na wystepowanie konwergencji osiagni¢¢ edukacyjnych w gminach
w kolejnych okresach trzyletnich. Rozktad w roku ¢ jest wyraznie mniej zrézni-
cowany niz w roku 7-3.

Przyktadowo, dla gmin, ktére w roku -3 osiagaty wyniki egzaminéw gimna-
zjalnych miedzy 80% i 120%, w roku ¢ najbardziej prawdopodobny zakres war-
tosci wynikow miesci si¢ miedzy 90% i 110%. Obraz nie jest jednak w pelni
optymistyczny, gdyz wyraznie widoczny jest dodatkowy wierzchotek warunko-
wej funkcji gestosci w lewym dolnym rogu wykresu, dla wynikow egzaminow
migdzy 60% 1 70%. On rowniez zdaje si¢ uktada¢ rownolegle do osi poziome;j
wykresu, co wskazuje na wystgpowanie konwergencji w okresach trzyletnich
w grupie gmin osiagajacych najstabsze, przecigtne wyniki egzaminu gimnazjal-
nego w analizowanym okresie. Przeci¢tne wyniki egzaminéw w tej grupie gmin
poprawiajg si¢ — odpowiadajacy im wierzchotek wykresu lokuje si¢ powyzej
przekatnej, co oznacza, ze osiagni¢cia edukacyjne uczniéw tych gmin byty wyz-

9 Tyralska-Wojtycza (2011), s. 497.
10 Pominieto dostepne dane za rok 2013, aby analizowaé okresy réwnej dhugosci (trzyletnie)
i jednoczesnie dopasowac je do okresow, w ktorych wykonywane sa badania PISA.
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sze w roku ¢ niz -3. Jednak wyniki egzaminéw w tej grupie gmin pozostaja
wyraznie nizsze niz w wigkszosci pozostatych jednostek terytorialnych. Obser-
wowanym wzorcem konwergencji dla osiggnie¢ edukacyjnych w gminach jest
wigc w tym przypadku konwergencja klubow, w ktorej wyrdzniona zostala jako
odrebny klub grupa gmin notujacych najstabsze wyniki czg¢éci matematyczno-
-przyrodniczej egzamindow gimnazjalnych.

Wykr. 4. WARUNKOWA FUNKCJI GESTOSCI DLA KONWERGENCJI OSIAGNIEC
EDUKACYJNYCH (przejscia trzyletnie)
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W drugim wariancie oszacowano warunkowa funkcje gestosci dla przejscia
bezposredniego migedzy latami 2003 i 2013, korzystajac z dostepnosci wynikow
egzamindw gimnazjalnych w gminach za rok 2013. Jako rozktad poczatkowy
wykorzystano wektor obejmujacy wyniki egzaminéw w gminach w roku 2003,
natomiast jako rozktad koncowy — wektor zawierajacy wyniki egzamindéw
w gminach w 2013 r. Wynik estymacji jadrowej dla przejscia bezposredniego
znajduje si¢ na wykr. 5 (wykres konturowy). Na osi poziomej przedstawiono
poczatkowy rozktad osiggnie¢ edukacyjnych (2003 r.), na osi pionowej za$ wa-
runkowany nim rozktad koncowy (w roku 2013).

Porownujac lata 2003 i 2013 mozna zaobserwowaé wystepowanie konwer-
gencji regionalnej osiagnie¢ edukacyjnych dla wszystkich gmin, bez wyodreb-
nienia klubow. Warunkowa funkcja gestosci uktada si¢ réwnolegle do osi po-
ziomej. Rozkltad w roku koncowym jest wyraznie mniej zréznicowany niz
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w okresie poczatkowym. O ile w roku 2003 wszystkie wartosci z zakresu mig-
dzy 70% i 130% sa wysoce prawdopodobne, o tyle w roku 2013 najbardziej
prawdopodobny zakres warto$ci wynikow miesci si¢ migdzy 80% a 110%. War-
tosci wynikow spoza tego przedziatu sg mniej prawdopodobne.

Wykr. 5. WARUNKOWA FUNKCJI GESTOSCI DLA KONWERGENCJI OSIAGNIEC
EDUKACYJNYCH (przejscie bezposrednie)
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Podsumowanie

Omowione w artykule zastosowanie nieparametrycznej estymacji jadrowej do
badania konwergencji regionalnej stanowi wazne uzupelienie innych metod
analizy tego zjawiska. W poréwnaniu z metodami klasycznymi, skupiajacymi
si¢ na analizie jedynie $redniego (reprezentatywnego) regionu (konwergencja
typu beta) czy tez jednej miary zmiennosci rozktadu (konwergencja typu sigma),
estymacja jadrowa pozwala oceni¢ dynamike petnego rozktadu badanego zjawi-
ska w czasie, a takze analizowa¢ mobilnos¢ regiondw wewnatrz rozktadu. Esty-
macja jadrowa jest swego rodzaju uogolnieniem macierzy przej$cia. Pozwala



P. Wojcik  Estymacja jgdrowa w badaniach... 19

jednak unikng¢ arbitralnego podziatu warto$ci analizowanej zmiennej na kilka
przedziatéw. Réwnoczesnie macierze przejscia pozwalajg takze analizowaé dy-
namike petnego rozktadu i mobilnos¢ w jego ramach. Co wiecej, daja mozliwos¢
latwiejszej interpretacji uzyskanych oszacowan w odniesieniu do wartosci praw-
dopodobienstwa przejscia miedzy poszczegolnymi grupami. Dlatego wydaje sie,
ze estymacja jadrowa powinna by¢ stosowana réwnolegle z innymi metodami
analizy konwergencji, w tym gtdéwnie z macierzami przejscia, shuzac jako narzg-
dzie uzupehiajace pozwalajace potwierdzi¢ lub odrzuci¢ wnioski z innych me-
tod.

dr Piotr Wéjcik — Uniwersytet Warszawski

LITERATURA

Alexandre, B.T. (2009). Introduction to Nonparametric Estimation. Springer-Verlag, New York.

Barro, R., Sala-i-Martin, X. (1992). Convergence, Journal of Political Economy, No. 100.

Botev, Z.1., Grotowski, J.F., Kroese, D.P. (2010). Kernel density estimation via diffusion. Annals
of Statistics, Vol. 38, No. 5.

Chiu, S.T. (1996). A comparative Review of Bandwidth Selection for Kernel Density Estimation.
Statistica Sinica, Vol. 6.

Decewicz, A. (2013). Modele Markowa w analizie dynamiki zr6znicowania regionalnego dochodu
w krajach UE. Roczniki Kolegium Analiz Ekonomicznych, Vol. 30.

Durlauf, S.N., Quah, D.T. (1999). The new empirics of economic growth. W: Handbook of macro-
economics, Elsevier Science, North-Holland, Amsterdam, New York and Oxford.

Fingleton, B. (1997). Specification and testing of Markov chain models: An application to conver-
gence in the European Union. Oxford Bulleting of Economics and Statistics, No. 59.

Heidenreich, N., Schindler, A., Sperlich, S. (2010). Bandwidth Selection Methods for Kernel Den-
sity Estimation — A Review of Performance. Pobrano z SSRN: http:/ssrn.com/abstract=
=1726428 1ub http://dx.doi.org/10.2139/ssrn.1726428.

Jeffrey, S.S. (1996). Smoothing Methods in Statistics. Springer-Verlag, New York.

Jones, M.C., Marron, J.S., Sheather, S.J. (1996). A brief survey of bandwidth selection for density
estimation. Journal of the American Statistical Association, Vol. 91, No. 433.

Kulczycki, P. (2007). Estymatory jadrowe w zagadnieniach badan systemowych. W: P. Kulczycki,
O. Hryniewicz, J. Kacprzyk (red.), Techniki informacyjne w badaniach systemowych (rozdziat 4),
WNT, Warszawa.

Lazniewska, E., Gorecki, T. (2012). Analiza konwergencji podregiondw za pomoca tancuchow
Markowa. Wiadomosci Statystyczne, nr 5(612).

Markowska-Przybyta, U. (2010). Konwergencja regionalna w Polsce w latach 1997—2007. Go-
spodarka Narodowa, nr 11—12.

Podgorska, M., Sliwka, P., Topolewski, M., Wrzosek, M. (2000). Laricuchy Markowa w teorii
i w zastosowaniach, Oficyna Wydawnicza SGH, Warszawa.

Ponzio, S., Di Gennaro, L. (2004). Growth and Markov chains: an application to Italian provinces.
Research in Economics: Aims and Methodologies, Second PhD Conference in Economics,
23—25 September, Universitd di Pavia, Italy.

Quah, D. (1993). Galton’s fallacy and tests of the convergence hypothesis. Scandinavian Journal
of Economics, Vol. 95, No. 4.



20 Wiadomosci Statystyczne nr 10 (665), 2016

Quah, D. (1996a). Regional convergence clusters across Europe. European Economic Review,
Vol. 40, No. 3—5.

Quah, D. (1996b). Twin peaks: Growth and convergence in models of distribution dynamics.
Economic Journal, Vol. 106.

Sala-i-Martin, X. (1996). The Classical Approach to Convergence Analysis. The Economic Jour-
nal, Vol. 106, No. 437.

Silverman, B. (1986). Density Estimation for Statistics and Data Analysis (Monographs on Statis-
tics and Applied Probability), London: Chapman and Hall.

Solow, R. (1956). A Contribution to the Theory of the Economic Growth. Quarterly Journal of the
Economics, Vol. 70.

Turlach, B.A. (1993). Bandwidth Selection in Kernel Density Estimation: A Review. CORE and
Institut de Statistique.

Tyralska-Wojtycza, E. (2011). Nowa formuta egzaminu gimnazjalnego, czyli wiele hatasu o tak
niewiele — na przyktadzie przedmiotow przyrodniczych. W: B. Niemierko, M.K. Szmigel
(red.), Ewaluacja w edukacji: koncepcje, metody, perspektywy: XVII Krajowa Konferencja Dia-
gnostyki Edukacyjnej, Grupa Tomami.

Tyrowicz, J., Wojcik, P. (2010). Regional Dynamics of Unemployment. A Convergence Ap-
proach. W: F. Pastore, F.E. Caroleo (red.), The Labour Market Impact of the EU Enlargement.
A New Regional Geography of Europe?, Springer-Verlag.

Watgga, A. (2014). Spojnos¢ ekonomiczna regiondw Polski przed i po przystapieniu do Unii
Europejskiej. Studia Ekonomiczne, nr 203, Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach.

Wand, M.P., Jones, M.C. (1995). Kernel Smoothing, London: Chapman & Hall/CRC.

Wolfgang, H., Marlene, M., Stefan, S., Axel, W. (2004). Nonparametric and Semiparametric
Models, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg.

Wojcik, P. (2004). Konwergencja regionéw Polski w latach 1990—2001. Gospodarka Narodowa,
nr 11—12.

Wojcik, P. (2008). Dywergencja czy konwergencja: dynamika rozwoju polskich regionow. Studia
Regionalne i Lokalne, nr 2(32).

Wojcik, P. (2009). Wzorce konwergencji regionalnej w Polsce. W: Z.B. Liberda (red.), Konwer-
gencja gospodarcza Polski, PTE.

Zambom, A.Z., Dias, R. (2012). 4 Review of Kernel Density Estimation with Applications to
Econometrics. Pobrano z: http://arxir.org/pdf/1212.2812v1.pdf.

Summary. The aim of the article is to present a non-parametric kernel densi-
ty estimation method as a tool used for empirical verification of the regional
convergence hypothesis, including convergence of clubs. It is explained how
kernel density estimation complements other methods applied to verify the phe-
nomenon of convergence. The empirical part shows an application of the non-
-parametric density estimation to the analysis of regional convergence of educa-
tional achievements of Polish pupils, measured by the average results of the
mathematical and natural science part of the lower-secondary school leaving
exams on the level of municipalities in years 2002—2013. The results of the
analysis indicate the existence of regional convergence of exam results for
Polish municipalities. In case of the analysis for three-yearly periods conver-
gence of clubs was observed — the municipalities with lowest exam results con-
stitute a separate club of convergence.
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Pe3tome. []envio cmamvu s675emces npeocmagieHue Henapamempuieckozo
AHanU3a SI0ePHOU OYEHKU 6 KAYECMEe UHCMPYMEHMA 0N IMRUPUHECKOU Npo-
6EPKU 2UNOME3bl O PESUOHANbHOU KOHBEP2CHYUU, 8 MOM HUCLE KOHEEP2eHYUU
epynn emun (k1y6o8). bBulio obcysicoeno, Kakum 00pazom maxas oOyeHKd
O0onoaHsem opyeue Memoovl UCNONb3YeMble 8 00CAe008AHUSX SNEeHUS KOHGep-
eenyuu. B obcnedosanuu smom memoo Obll UCNOAB306aH OJisl AHAIU3A
KOHGepeeHyuu yposHs obpazosanus yuyeHukod 6 Illonvwe 6 2002—2013 ee.
Yposenv obpazosanuss usmepsics Ha O0CHO8e pe3yabmamos SUMHASUALbHBIX
OK3AMEHO8 6 001aAcCmU MAMeMAMmuKy U eCmeCmeeHHbIX HAYK 6 OMHOULeHUU
K emunam. Obcredosanue ykazvlgaem HA CYyuecmeosanie pPecUuoHAIbHOU KOH-
8epeeHYUL  Pe3YIbMamos dK3AMeH08, 20e 6 CIyHae aHAAU3Ad MPeXIemHUX
nepuooos OvlI0 YCMAHOBIEHO CYUeCMBO8AHUe KOHBEP2eHYUU Ki1ybo08, 8 KOmo-
POU 2MUHBL C CAMBIMU CAAOBIMU PE3YAbMAMAMU IK3AMEHO8 COCMAGISIOM
omoenvHblil K1yo.

KioueBble cjioBa: perdoHalbHas KOHBEPICHIUS, YPOBEHL 0Opa3oBaHMS,
TMHHBI, SIIEPHAs OIICHKA, (PYHKIHSI YCIOBHOW TIIOTHOCTH, aIaITHBHBIA METO/I.





