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Piotr WÓJCIK 

Estymacja jądrowa 
w badaniach regionalnej konwergencji 

 Streszczenie. Celem artykułu jest przedstawienie nieparametrycznej metody 
estymacji jądrowej jako narzędzia do empirycznej weryfikacji hipotezy o kon- 
wergencji regionalnej, w tym konwergencji grup gmin (klubów). Omówiono, 
jak taka estymacja uzupełnia inne metody stosowane w badaniach zjawiska 
konwergencji. W badaniu zastosowano tę metodę do analizy konwergencji 
osiągnięć edukacyjnych uczniów w Polsce w okresie 2003—2013. Osiągnięcia 
edukacyjne zmierzono na podstawie wyników egzaminów gimnazjalnych 
w zakresie profilu matematyczno-przyrodniczego w układzie gmin. Badanie 
wskazuje na występowanie konwergencji regionalnej wyników egzaminów, 
przy czym w przypadku analizy okresów trzyletnich stwierdzono występowanie 
konwergencji klubów, w której gminy o najsłabszych rezultatach egzaminów 
stanowią odrębny klub. 
 Słowa kluczowe: konwergencja regionalna, osiągnięcia edukacyjne, gminy, 
estymacja jądrowa, warunkowa funkcja gęstości, metoda adaptacyjna. 

 Estymacja jądrowa jest jedną z popularnych nieparametrycznych metod staty-
stycznych służących do szacowania nieznanej funkcji gęstości zmiennej losowej 
na podstawie skończonej próbki. Metoda ta ma wiele praktycznych zastosowań, 
np. w przetwarzaniu sygnałów data mining czy ekonometrii (Silverman, 1986; 
Wand i Jones, 1995; Jeffrey, 1996; Wolfgang, Marlene, Stefan i Axel, 2004; 
Alexandre, 2009). W analizach regionalnych estymatory jądrowe mogą służyć 
do analizowania zmian rozkładu badanej zmiennej w czasie. Porównanie może 
być przeprowadzone przez zestawienie w jednym układzie współrzędnych osza-
cowanych jednowymiarowych funkcji gęstości, pokazujących rozkład analizo-
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wanej zmiennej w kolejnych okresach. Z kolei oszacowanie dwuwymiarowej 
warunkowej funkcji gęstości może służyć wnioskowaniu o występowaniu regio-
nalnej konwergencji poprzez analizę mobilności wewnątrz rozkładu, czego ana-
liza jednowymiarowa nie umożliwia. 
 Celem artykułu jest omówienie zastosowania warunkowej estymacji jądrowej 
w modelowaniu regionalnej konwergencji. W pierwszej jego części omówiono 
pojęcie konwergencji. Następnie zaprezentowano estymację jądrową jako meto-
dę badania regionalnej konwergencji. Ostatnią część opracowania stanowi empi-
ryczne zastosowanie tej metody do analizy konwergencji osiągnięć edukacyj-
nych polskich uczniów, mierzonych wynikami egzaminów gimnazjalnych na 
poziomie gmin w okresie 2003—2013. Wykresy zamieszczone w artykule wy-
generowano z wykorzystaniem oprogramowania statystycznego R CRAN1. 
 

POJĘCIE KONWERGENCJI 
 
 Konwergencją w literaturze makroekonomicznej nazywane jest upodabnianie 
się do siebie krajów lub regionów pod względem poziomu rozwoju2. Jest ona 
jednym z wniosków płynących z neoklasycznych modeli wzrostu gospodarczego 
(Solow, 1956). Rozróżnia się kilka koncepcji konwergencji — najważniejsze 
z nich to typu beta i typu sigma — obie stanowią tzw. klasyczne podejście do 
badania konwergencji (Sala-i-Martin, 1996). Koncepcja konwergencji typu beta 
zakłada, że kraje lub regiony początkowo biedniejsze będą rozwijały się szybciej 
niż bogatsze, dzięki czemu w długim okresie dojdzie do wyrównania poziomu 
ich dochodu. Z kolei konwergencja typu sigma zakłada, że zróżnicowanie po-
ziomu zamożności między porównywanymi jednostkami terytorialnymi będzie 
się zmniejszało (porównuje się odchylenie standardowe lub współczynnik 
zmienności analizowanej zmiennej w kolejnych okresach). Zjawisko przeciwne 
do konwergencji nazywane jest dywergencją (Barro i Sala-i-Martin, 1992). 
 Badanie konwergencji czy dywergencji nie musi dotyczyć zmiennych mierzą-
cych zamożność — można analizować upodabnianie się regionów do siebie pod 
względem dowolnego wskaźnika społeczno-gospodarczego, m.in. stopy bezro-
bocia, poziomu edukacji, zdrowia czy preferencji politycznych (Tyrowicz  
i Wójcik, 2010). 
 Omówione wyżej koncepcje konwergencji były wielokrotnie krytykowane, 
m.in. za skupianie się na analizie jedynie przeciętnego kraju/regionu (konwer-
gencja typu beta) czy pojedynczej mierze zróżnicowania rozkładu (konwergen-
cja typu sigma), patrz np. Quah (1993), Wójcik (2004). Metody empirycznej 
weryfikacji hipotezy o konwergencji pozwalają na stwierdzenie, jak tempo 

                      
1 Core Team R (2016). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation 

for Statistical Computing. Vienna, Austria. Pobrano z: URL https://www.R-project.org/. 
2 Jest to tak zwana konwergencja realna, w odróżnieniu od konwergencji nominalnej, która do-

tyczy kryteriów traktatu z Maastricht, czyli stabilności cen, stóp procentowych i kursu walutowe-
go. 
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wzrostu analizowanej zmiennej przeciętnie zależy od początkowej wartości tej 
zmiennej w danym regionie (beta) czy jak zmienia się odchylenie standardowe 
albo współczynnik zmienności badanej cechy w czasie (sigma). Tymczasem 
znacznie bardziej interesująca jest analiza dynamiki pełnego rozkładu zmiennej 
i wewnętrznej mobilności w jego ramach w czasie. Analizę taką można prze-
prowadzić w wariancie dyskretnym, szacując macierze przejścia (zapożyczone 
z procesów Markowa3), albo ciągłym, wykorzystując estymatory jądrowe (ker-
nel density estimation)4. Wykorzystanie macierzy przejścia polega na podziele-
niu zakresu zmiennej na małą liczbę przedziałów (grup, klas) i estymacji praw-
dopodobieństwa, z jakim regiony będą w kolejnych okresach pozostawały 
w swojej grupie albo przechodziły do innej o wyższej lub niższej wartości anali-
zowanej zmiennej. Metoda ta jest niemal równie popularna, jak klasyczne meto-
dy analizy konwergencji zjawisk, również w polskiej literaturze przedmiotu5 — 
zapewne ze względu na relatywną prostotę jej zastosowania. Ma ona jednak 
ważne ograniczenie polegające na arbitralności doboru granic przedziałów, które 
definiują poszczególne grupy. Ograniczenie to traci na znaczeniu, gdy z rozkła-
du dyskretnego przechodzimy do ciągłego, co ma miejsce w przypadku wyko-
rzystania estymatorów gęstości. 
 Dodatkowo analiza pełnego rozkładu umożliwia zaobserwowanie ewentualnej 
polaryzacji dochodu (tzw. konwergencja klubów), której metody analizy konwe-
rgencji beta ani sigma nie są w stanie uchwycić. Konwergencja klubów oznacza, 
że upodabnianie się jednostek terytorialnych do siebie pod względem analizo-
wanej zmiennej następuje tylko w wyróżnionych podgrupach regionów, które 
już w okresie początkowym mają zbliżony poziom analizowanej zmiennej. 
 

ANALIZA DYNAMIKI ROZKŁADU ZMIENNEJ 
Z WYKORZYSTANIEM ESTYMACJI JĄDROWEJ 

 
 W przypadku ciągłym zamiast macierzy przejścia dla małej liczby przedzia-
łów dokonywana jest estymacja pełnej, warunkowej funkcji gęstości, która po-
kazuje, w jaki sposób analizowana zmienna ewoluuje w czasie. Można sobie ją 
wyobrazić jako odpowiednik macierzy przejścia z nieskończoną liczbą wierszy 
i kolumn. Jej oszacowania dokonuje się nieparametryczną metodą estymacji 
jądrowej, która umożliwia oszacowanie praktycznie dowolnego rozkładu, nieko-
niecznie zgodnego z jakimkolwiek rozkładem teoretycznym (Kulczycki, 2007). 
Wykres oszacowanej warunkowej funkcji gęstości pokazuje rozkład masy praw-
dopodobieństwa przejścia regionu lub kraju między poszczególnymi wartościa-

                      
3 Jest to wykorzystanie skończonych procesów Markowa rzędu pierwszego; patrz np. Podgór-

ska, Śliwka, Topolewski i Wrzosek (2000). 
4 Opis metodologii przedstawiony jest również w następujących publikacjach: Quah (1996a, b); 

Durlauf i Quah (1999); Fingleton (1997). 
5 Patrz np.: Wójcik (2004, 2008, 2009); Markowska-Przybyła (2010); Łaźniewska i Górecki 

(2012); Decewicz (2013), Wałęga (2014). 
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mi analizowanej zmiennej w rozważanym okresie. Wartości funkcji gęstości 
w poszczególnych punktach można w uproszczeniu interpretować jako względ-
ną częstość obserwacji w otoczeniu danego punktu. Otoczenie to nazywane jest 
pasmem lub oknem estymacji (bandwidth, window), a względna częstość szaco-
wana jest z wykorzystaniem znanej funkcji gęstości, nazywanej funkcją jądra 
(kernel). Funkcja jądra jest zwykle jednomodalna i ma rozkład symetryczny 
wokół zera, a jej wartości najczęściej maleją wraz z oddalaniem się od zera (wy-
jątkiem jest np. kwadratowa funkcja jądra, która ma rozkład jednostajny na wy-
branym przedziale). Całka z funkcji gęstości na całej dziedzinie jest równa jed-
ności. Najczęściej wykorzystywane funkcje jądra to: jednostajna (kwadratowa), 
trójkątna, Epanechnikowa, gaussowska (normalna), stopnia drugiego (biweight) 
i stopnia trzeciego (triweight). Wybrane funkcje jądra przedstawiono na wykr. 1. 
 Dobór funkcji jądra w niewielkim stopniu wpływa na wynik oszacowania 
funkcji gęstości dla całej próby. Kluczowy jest właściwy dobór szerokości pa-
sma estymacji dla poszczególnych obserwacji (Turlach, 1993; Chiu, 1996; Jo-
nes, Marron i Sheather, 1996; Heidenreich, Schindler i Sperlich, 2010; Zambom 
i Dias, 2012). Szerokość pasma estymacji (nazywana też parametrem wygładza-
nia) determinuje stopień wygładzenia otrzymanej krzywej lub powierzchni. Zde-
finiowanie zbyt szerokiego pasma zaowocuje nadmiernym wygładzeniem funk-
cji gęstości i nie pokaże rzeczywistej struktury danych. Z kolei wykorzystanie 
zbyt wąskiego okna da w rezultacie trudną do interpretacji poszarpaną funkcję 
gęstości, składającą się z wielu wąskich wierzchołków i dolin między nimi. 
 Wyznaczenie optymalnej szerokości pasma estymacji najczęściej dokonywa-
ne jest przy wykorzystaniu kryterium minimalizacji scałkowanego błędu śred-
niokwadratowego: 
 

        



   dxxfxfEfMISE

2ˆˆ  (1)

 

gdzie f(x) to rzeczywista funkcja gęstości analizowanej zmiennej, a  xf̂  to jej 
nieparametryczny estymator. Problem optymalizacyjny nie jest jednak trywial-
ny, gdyż funkcja f(x) nie jest znana. Teoretyczne podejścia do rozwiązania tego 
zagadnienia są dość liczne. Generalnie uznaje się, że najbardziej użyteczna 
i uniwersalna spośród wielu możliwych rozwiązań jest metoda krzyżowego 
uwiarygodnienia (cross validation), a w przypadku jednowymiarowym — prosta 
i efektywna metoda podstawień (plug-in), patrz np. Kulczycki (2007). Formuły 
służące do obliczania optymalnej szerokości pasma estymacji dla różnych funk-
cji jądra znaleźć można np. w książce Silvermana (1986). 
 Często stosowana jest dwuetapowa metoda adaptacyjna (adaptive kernel 
density estimation)6 pozwalająca na zróżnicowanie parametru wygładzania 
dla poszczególnych obserwacji. Dzięki temu można uzyskać większą dokład-

                      
6 Patrz np. Botev, Grotowski i Kroese (2010). 
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ność oszacowania funkcji gęstości w miejscach, gdzie danych jest dość dużo, 
a równocześnie bardziej wygładzić funkcję gęstości tam, gdzie obserwacji jest 
mało. 
 Oznaczmy wyjściowy rozkład (dla okresu początkowego) analizowanej 
zmiennej przez x, a rozkład końcowy (w ostatnim analizowanym okresie) tej 
samej zmiennej przez y. Wtedy warunkowy rozkład y przy znanym x można 
zapisać za pomocą następującej formuły: 
 

    xf
yxf

xyf
x

),(  (2)

 
 

 
 
 
gdzie fx(x) jest brzegowym rozkładem zmiennej w okresie początkowym, nato- 
miast f (y, x) jest rozkładem łącznym y oraz x. Aby oszacować warunkową funkcję 
gęstości, należy zastąpić licznik oraz mianownik wyrażenia ich nieparametrycz-
nymi estymatorami. Rozkład brzegowy zmiennej w okresie początkowym (mia-
nownik powyższej formuły) szacowany jest za pomocą dwuetapowej adaptacyj-
nej estymacji jądrowej dla rozkładów jednowymiarowych, zgodnie z formułą: 
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Ź r ó d ł o: opracowanie własne.

Wykr. 1. WYBRANE FUNKCJE JĄDRA
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gdzie n oznacza liczbę obserwacji, hx to optymalna szerokość pasma estymacji 
dla początkowego rozkładu zmiennej, a K(.) to funkcja jądra. W pierwszym 
etapie metody adaptacyjnej wagi wi przyjmują dla wszystkich obserwacji war-
tość 1. Łączny rozkład zmiennej w okresie początkowym i końcowym, czyli 
licznik równania (2) jest estymowany za pomocą następującej formuły: 
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gdzie hy jest optymalną szerokością pasma estymacji dla rozkładu zmiennej 
w okresie końcowym (pozostałe oznaczenia mają identyczne znaczenie, jak 
w przypadku równania 3). 
 Także łączna funkcja gęstości szacowana jest w pierwszym etapie metody 
adaptacyjnej bez różnicowania wag dla poszczególnych obserwacji. W kolejnym 
kroku wstępne oszacowanie gęstości łącznej wykorzystywane jest do obliczenia 
wskaźników różnicujących lokalnie (dla każdej obserwacji) szerokość pasma 
zgodnie z wyrażeniem: 
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gdzie mianownik formuły pod pierwiastkiem jest oszacowaniem łącznej funkcji 
gęstości dla obserwacji i obliczonym przy użyciu stałej szerokości pasma na 
podstawie równania (4), natomiast licznik jest średnią geometryczną wartości 
tego estymatora policzoną dla poszczególnych punktów danych (odpowiadają-
cych sobie par wartości obu zmiennych). Estymacji ostatecznej funkcji warun-
kowej gęstości dokonuje się wykorzystując wagi z równania (5) w równaniach 
(3) i (4) i ostatecznie licząc iloraz obu formuł zgodnie z równaniem (2). 
 Dwustopniową metodę adaptacyjną zastosowano w opisanym poniżej badaniu 
empirycznym. 
 

JAK INTERPRETOWAĆ WARUNKOWY ESTYMATOR GĘSTOŚCI 
 
 Wykresem funkcji gęstości dla rozkładu warunkowego jest powierzchnia trój-
wymiarowa. Przykładowy estymator jądrowy warunkowej funkcji gęstości przed-
stawiono na wykr. 2. Jedna z osi poziomych oznacza rozkład analizowanej zmien-
nej w okresie początkowym, druga zaś rozkład tej zmiennej w okresie końcowym. 
Na osi pionowej odkładana jest gęstość prawdopodobieństwa danej kombinacji 
początkowej i końcowej wartości zmiennej (pod warunkiem określonego poziomu 
początkowego). Przekrój poprzeczny wykresu prostopadły do osi „zmienna 
w okresie początkowym” przedstawiał będzie funkcję gęstości wartości zmiennej 
w okresie końcowym dla konkretnej wartości początkowej. Nawiązując do notacji 
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z równania 2, będzie to wykres funkcji f ( y|x=x0) dla wybranego x0. Pole pod wy-
kresem funkcji dla każdej wybranej wartości początkowej będzie równe jedności, 
co wynika z własności funkcji gęstości. 
 
 

 
 
 
 Znacznie wygodniejszy w interpretacji jest wykres konturowy warunkowej 
funkcji gęstości, będący pionowym rzutem otrzymanej powierzchni na płaszczy-
znę podstawy (wykr. 3). W tym przypadku wykres równoległy do osi oznaczają-
cej początkowy rozkład zmiennej oznaczał będzie występowanie konwergencji, 
czyli zmniejszenie zróżnicowania zmiennej w okresie końcowym w porównaniu 
z rozkładem w okresie początkowym. Z kolei wykres prostopadły do tej osi 
oznaczał będzie dywergencję. Ułożenie masy prawdopodobieństwa wzdłuż 
przekątnej dowodzi trwałości rozkładu badanej zmiennej w czasie. Występowa-
nie kilku wierzchołków rozkładu, zwłaszcza na jego krańcach, wskazuje na ten-
dencję do polaryzacji. Koncentracja masy prawdopodobieństwa poniżej przekąt-
nej na wykresie konturowym oznacza ogólnie wyższe wartości zmiennej 
w okresie początkowym niż końcowym, a więc raczej spadek poziomu zmiennej 
w regionach w badanym okresie. Analogicznie położenie masy prawdopodo-
bieństwa powyżej przekątnej wykresu oznacza wyższe wartości zmiennej 
w okresie końcowym niż początkowym, czyli ogólny wzrost wartości zmiennej 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 2. PRZYKŁADOWY TRÓJWYMIAROWY WYKRES WARUNKOWEJ FUNKCJI
GĘSTOŚCI
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w regionach w analizowanym przedziale czasowym. Przykład (wykr. 3) pokazu-
je ułożenie masy prawdopodobieństwa wzdłuż przekątnej, czyli dużą stabilność 
rozkładu. Wykres jako całość nie układa się równolegle do osi poziomej (po-
czątkowej wartości zmiennej), nie ma więc mowy o upodabnianiu się do siebie 
wszystkich regionów. Wyraźnie wyróżnionych jest jednak kilka wierzchołków 
rozkładu i niektóre z nich (np. osobno dla wartości początkowej 50—70, ok. 150 
i ok. 200) wydają się częściowo układać równolegle do osi poziomej. Sugeruje 
to upodabnianie się, ale jedynie w ramach podgrup regionów o zbliżonych po-
czątkowych wartościach zmiennej, czyli tzw. konwergencję klubów. 
 
 

 
 
 
 Mimo wymienionych wcześniej wad macierzy przejścia (arbitralność doboru 
granic przedziałów) wielu badaczy preferuje tę metodę w porównaniu z estyma-
torami gęstości, nie tylko ze względu na łatwość jej estymacji. Oprócz analizy 
dynamiki rozkładu zmiennej macierze przejścia pozwalają także oszacować tzw. 
wektor ergodyczny (przewidywany rozkład długookresowy zmiennej) oraz dają 
łatwiejsze w interpretacji wyniki w postaci wartości prawdopodobieństwa przej-
ścia (Ponzio i Di Gennaro, 2004). 
 Estymacji warunkowej funkcji gęstości (a także macierzy przejścia) można 
dokonać na podstawie danych dla dwóch skrajnych lat z analizowanej próby, 
czyli jednoznacznie rozumianego okresu początkowego i końcowego. Analiza 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.
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taka nazywana jest estymacją dla przejścia bezpośredniego i zwykle dotyczy 
dość długiego okresu — kilkunastu lub kilkudziesięciu lat. Interesująca dla ba-
dacza może być również mobilność wewnątrz rozkładu w krótszych przedzia-
łach czasowych. W takim przypadku zakres lat, dla których dostępne są dane 
może zostać podzielony na równe przedziały k-letnie, ewentualnie z pominię-
ciem wybranych okresów, jeśli podział na równe przedziały k-letnie nie jest 
możliwy. Estymacja mobilności dokonywana jest wtedy w przedziałach 
k-letnich7. 
 Dla analizowanego w artykule okresu 2003—2013 można by wyróżnić np. 
dwa okresy pięcioletnie, czyli lata 2003—2008 oraz 2008—2013. Analizie pod-
dana zostałaby więc łącznie mobilność między rokiem 2003 i 2008 oraz między 
rokiem 2008 i 2013. W takim przypadku na potrzeby estymacji jako rozkład 
początkowy (zmienna x) potraktowany zostałby wektor obejmujący łącznie dane 
za lata 2003 i 2008, natomiast jako rozkład końcowy (zmienna y) wektor zawie-
rający odpowiadające im dane za lata 2008 i 2013. Oszacowana funkcja gęstości 
pokazywałaby zatem mobilność wewnątrz rozkładu w okresach pięcioletnich 
oszacowaną na podstawie przesunięć obserwowanych w dwóch różnych podo-
kresach analizy. 
 

MODELOWANIE REGIONALNEJ KONWERGENCJI 
OSIĄGNIĘĆ EDUKACYJNYCH W POLSCE 

 
 W ostatniej dekadzie polscy uczniowie osiągnęli imponujące postępy w nau-
ce, co znajduje potwierdzenie w międzynarodowych badaniach Programme for 
International Student Assessment (PISA), powtarzanych w odstępach trzyletnich 
pod auspicjami OECD8. W ocenie zadań matematycznych polscy uczniowie 
awansowali z 25. miejsca na świecie w 2000 r. na 13. miejsce w roku 2012,  
w czytaniu ze zrozumieniem w roku 2000 startowali z 25. miejsca na świecie, 
aby w 2012 r. uzyskać miejsce 10. W naukach przyrodniczych wyniki poprawiły 
się z 22. miejsca w 2000 r. na 9. w 2012 r. W tym kontekście interesujące jest 
zbadanie, jak przebiega konwergencja osiągnięć edukacyjnych na poziomie lo-
kalnym w Polsce — czy postępy polskich uczniów obserwowane w porówna-
niach międzynarodowych rozkładają się równomiernie na poszczególne regio-
ny? Czy polskie gminy upodabniają się do siebie pod względem przeciętnych 
wyników uczniów? 
 Miarą osiągnięć edukacyjnych w gminach będzie mediana wyniku części 
matematyczno-przyrodniczej egzaminu gimnazjalnego w danej gminie w kolej-
nych latach. Egzamin gimnazjalny wybrano do analizy ze względu na jego po-
wszechność (zdają go wszyscy uczniowie trzeciej klasy gimnazjum) i porówny-
                      

7 W skrajnym przypadku można sobie wyobrazić analizę dla przejść rocznych, jednak procesy 
konwergencji analizowane są zwykle w ujęciu średnio- i długookresowym. 

8 Celem badania jest uzyskanie porównywalnych danych o umiejętnościach uczniów, którzy 
ukończyli 15. rok życia w celu poprawy jakości nauczania i organizacji systemów edukacyjnych 
w państwach członkowskich OECD. 
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walność (jest wystandaryzowany, identyczny dla wszystkich uczniów, oceniany 
przez zewnętrznych egzaminatorów). Jego część matematyczno-przyrodniczą 
wybrano ze względu na jej interdyscyplinarność (obejmuje biologię, chemię, 
geografię, fizykę i matematykę) oraz przekrojowość wymagań — weryfikuje 
„umiejętności posługiwania się informacjami, identyfikowania praw, zjawisk, 
procesów i zależności. W jednych przedmiotach mocniej zwrócono uwagę na 
stosowanie wiedzy w praktyce czy rozwiązywanie problemów, w innych — na 
znajomość metodyki badań bądź przeprowadzanie doświadczeń”9. Wystandary-
zowane i porównywalne na wszystkich poziomach regionalnych dane dotyczące 
wyników egzaminów gimnazjalnych dostępne są od roku 2002, w którym egza-
min ten został przeprowadzony po raz pierwszy. Gromadzi je i udostępnia Cen-
tralna Komisja Egzaminacyjna. W momencie przeprowadzania badania dostępne 
były szczegółowe dane do roku 2013. 
 Estymację warunkowej funkcji gęstości przeprowadzono w dwóch warian-
tach. W pierwszym analizowano zmiany warunkowego rozkładu osiągnięć edu-
kacyjnych w kolejnych okresach trzyletnich, odpowiadających edycjom badania 
PISA, w których uczestniczyli już uczniowie gimnazjów (2003, 2006, 2009 
i 2012)10. Jako rozkład początkowy w estymacji potraktowano więc wektor 
obejmujący łącznie wyniki egzaminów w gminach w latach 2003, 2006 i 2009, 
a jako rozkład końcowy wektor zawierający kolejno wyniki egzaminów w gmi-
nach w latach 2006, 2009 i 2012. 
 Wynik estymacji jądrowej dla przejść trzyletnich znajduje się na wykr. 4. Na 
osi poziomej przedstawiono początkowy rozkład osiągnięć edukacyjnych 
(w roku t–3), natomiast na osi pionowej warunkowany nim rozkład końcowy 
(w roku t). Obie osie mają zakres od 60% do 130%. Można zaobserwować, że 
warunkowa funkcja gęstości układa się generalnie równolegle do osi poziomej, 
co wskazuje na występowanie konwergencji osiągnięć edukacyjnych w gminach 
w kolejnych okresach trzyletnich. Rozkład w roku t jest wyraźnie mniej zróżni-
cowany niż w roku t–3. 
 Przykładowo, dla gmin, które w roku t–3 osiągały wyniki egzaminów gimna-
zjalnych między 80% i 120%, w roku t najbardziej prawdopodobny zakres war-
tości wyników mieści się między 90% i 110%. Obraz nie jest jednak w pełni 
optymistyczny, gdyż wyraźnie widoczny jest dodatkowy wierzchołek warunko-
wej funkcji gęstości w lewym dolnym rogu wykresu, dla wyników egzaminów 
między 60% i 70%. On również zdaje się układać równolegle do osi poziomej 
wykresu, co wskazuje na występowanie konwergencji w okresach trzyletnich 
w grupie gmin osiągających najsłabsze, przeciętne wyniki egzaminu gimnazjal-
nego w analizowanym okresie. Przeciętne wyniki egzaminów w tej grupie gmin 
poprawiają się — odpowiadający im wierzchołek wykresu lokuje się powyżej 
przekątnej, co oznacza, że osiągnięcia edukacyjne uczniów tych gmin były wyż-
                      

9 Tyralska-Wojtycza (2011), s. 497. 
10 Pominięto dostępne dane za rok 2013, aby analizować okresy równej długości (trzyletnie) 

i jednocześnie dopasować je do okresów, w których wykonywane są badania PISA. 
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sze w roku t niż t–3. Jednak wyniki egzaminów w tej grupie gmin pozostają 
wyraźnie niższe niż w większości pozostałych jednostek terytorialnych. Obser-
wowanym wzorcem konwergencji dla osiągnięć edukacyjnych w gminach jest 
więc w tym przypadku konwergencja klubów, w której wyróżniona została jako 
odrębny klub grupa gmin notujących najsłabsze wyniki części matematyczno- 
-przyrodniczej egzaminów gimnazjalnych. 
 
 

 
 
 
 W drugim wariancie oszacowano warunkową funkcję gęstości dla przejścia 
bezpośredniego między latami 2003 i 2013, korzystając z dostępności wyników 
egzaminów gimnazjalnych w gminach za rok 2013. Jako rozkład początkowy 
wykorzystano wektor obejmujący wyniki egzaminów w gminach w roku 2003, 
natomiast jako rozkład końcowy — wektor zawierający wyniki egzaminów  
w gminach w 2013 r. Wynik estymacji jądrowej dla przejścia bezpośredniego 
znajduje się na wykr. 5 (wykres konturowy). Na osi poziomej przedstawiono 
początkowy rozkład osiągnięć edukacyjnych (2003 r.), na osi pionowej zaś wa-
runkowany nim rozkład końcowy (w roku 2013). 
 Porównując lata 2003 i 2013 można zaobserwować występowanie konwer-
gencji regionalnej osiągnięć edukacyjnych dla wszystkich gmin, bez wyodręb-
nienia klubów. Warunkowa funkcja gęstości układa się równolegle do osi po-
ziomej. Rozkład w roku końcowym jest wyraźnie mniej zróżnicowany niż 

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 4. WARUNKOWA FUNKCJI GĘSTOŚCI DLA KONWERGENCJI OSIĄGNIĘĆ
EDUKACYJNYCH (przejścia trzyletnie)
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w okresie początkowym. O ile w roku 2003 wszystkie wartości z zakresu mię-
dzy 70% i 130% są wysoce prawdopodobne, o tyle w roku 2013 najbardziej 
prawdopodobny zakres wartości wyników mieści się między 80% a 110%. War-
tości wyników spoza tego przedziału są mniej prawdopodobne. 
 
 

 
 
 
Podsumowanie 
 
 Omówione w artykule zastosowanie nieparametrycznej estymacji jądrowej do 
badania konwergencji regionalnej stanowi ważne uzupełnienie innych metod 
analizy tego zjawiska. W porównaniu z metodami klasycznymi, skupiającymi 
się na analizie jedynie średniego (reprezentatywnego) regionu (konwergencja 
typu beta) czy też jednej miary zmienności rozkładu (konwergencja typu sigma), 
estymacja jądrowa pozwala ocenić dynamikę pełnego rozkładu badanego zjawi-
ska w czasie, a także analizować mobilność regionów wewnątrz rozkładu. Esty-
macja jądrowa jest swego rodzaju uogólnieniem macierzy przejścia. Pozwala 
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Wykr. 5. WARUNKOWA FUNKCJI GĘSTOŚCI DLA KONWERGENCJI OSIĄGNIĘĆ
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jednak uniknąć arbitralnego podziału wartości analizowanej zmiennej na kilka 
przedziałów. Równocześnie macierze przejścia pozwalają także analizować dy-
namikę pełnego rozkładu i mobilność w jego ramach. Co więcej, dają możliwość 
łatwiejszej interpretacji uzyskanych oszacowań w odniesieniu do wartości praw-
dopodobieństwa przejścia między poszczególnymi grupami. Dlatego wydaje się, 
że estymacja jądrowa powinna być stosowana równolegle z innymi metodami 
analizy konwergencji, w tym głównie z macierzami przejścia, służąc jako narzę-
dzie uzupełniające pozwalające potwierdzić lub odrzucić wnioski z innych me-
tod. 
 
dr Piotr Wójcik — Uniwersytet Warszawski 
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 Summary. The aim of the article is to present a non-parametric kernel densi-
ty estimation method as a tool used for empirical verification of the regional 
convergence hypothesis, including convergence of clubs. It is explained how 
kernel density estimation complements other methods applied to verify the phe-
nomenon of convergence. The empirical part shows an application of the non- 
-parametric density estimation to the analysis of regional convergence of educa-
tional achievements of Polish pupils, measured by the average results of the 
mathematical and natural science part of the lower-secondary school leaving 
exams on the level of municipalities in years 2002—2013. The results of the 
analysis indicate the existence of regional convergence of exam results for 
Polish municipalities. In case of the analysis for three-yearly periods conver-
gence of clubs was observed — the municipalities with lowest exam results con-
stitute a separate club of convergence. 
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kernel density estimation, conditional density, adaptive method. 
 

 Резюме. Целью статьи является представление непараметрического 
анализа ядерной оценки в качестве инструмента для эмпирической про-
верки гипотезы о региональной конвергенции, в том числе конвергенции 
групп гмин (клубов). Было обсуждено, каким образом такая оценка 
дополняет другие методы используемые в обследованиях явления конвер-
генции. В обследовании этот метод был использован для анализа 
конвергенции уровня образования учеников в Польше в 2002—2013 гг. 
Уровень образования измерялся на основе результатов гимназиальных 
экзаменов в области математики и естественных наук в отношении 
к гминам. Обследование указывает на существование региональной кон-
вергенции результатов экзаменов, где в случае анализа трехлетних 
периодов было установлено существование конвергенции клубов, в кото-
рой гмины с самыми слабыми результатами экзаменов составляют 
отдельный клуб.  
 Ключевые слова: региональная конвергенция, уровень образования, 
гмины, ядерная оценка, функция условной плотности, адаптивный метод. 




