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0 ISTOCIE WARTOSCI BIEZACEJ

Wprowadzenie

Fundamentalnym zatozeniem arytmetyki finansowej jest pewnik, ze wartos¢
pieniadza ro$nie wraz z uplywem czasu, po jakim bedzie on spozytkowany. Za-
lozenie to jest uzasadniane na og6t poprzez analiz¢ réwnania wymiany pienig-
dza" zaproponowanego przez Irvinga Fishera. W analizie tej korzysta si¢ z dodat-
kowego zatozenia o statej ilosci pienigdza. Jest to typowo normatywne zatozenie
1 z tego wzgledu rozpatrywang w arytmetyce finansowej warto$¢ pienigdza be-
dziemy nazywac¢ warto$cig normatywng pienigdza. Proces przyrostu warto$ci nor-
matywnej nazywamy procesem aprecjacji kapitatu. Wzrost wzglednej aprecjacji
wywolany przez przyrost wartosci nominalnej pienigdza nazywamy efektem sy-
nergii kapitatu. Jesli wzgledna aprecjacja przebiega w sposob niezalezny od war-
tosci nominalnej pienigdza, to stwierdzamy niewystgpowanie efektu synergii.
Z drugiej strony na ogot stosowana praktyka gospodarczo-finansowa powoduje
przyrost ilo$ci pienigdza szybszy od przyrostu wolumenu produkcji. Obserwuje-
my wtedy spadek wartosci realnej pieniadza. Oznacza to, ze warto$ci normatyw-
nej pienigdza nie mozemy identyfikowac z jego wartoscig realna. Rodzi to pytanie
o istote pojecia ,,warto$ci normatywnej”. Konsekwencja tego pytania jest kolejne
pytanie o istot¢ podstawowych funkcji arytmetyki finansowe;j.

W ostatnich latach w arytmetyce finansowej wyodrebnit sie nurt badawczy
eksponujacy role odgrywang przez pojecie ,,uzytecznosci strumienia finansowe-
g0”. Do tego nurtu nalezg m.in. prace [5; 6; 7; 8; 9; 10; 18]. Stosujac to podejscie
mozemy przedstawic pojecie ,,wartosci normatywnej” w kontekscie funkcji uzy-
tecznos$ci. Takie podejscie rzuca nowe §wiatto na podstawowe zmienne arytme-
tyki finansowe;j.

Celem rozwazan prezentowanych w tym opracowaniu jest objasnienie na
gruncie teorii uzytecznosci pojecia ,,wartosci biezacej”. Cel ten zostanie osiggnig-

*

Taka analiza zostata opisana np. w [15].
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ty poprzez budowe modelu formalnego o mozliwie niskim stopniu ztozonosci
logicznej. Dzigki temu begdzie mozna zdefiniowaé warto$¢ biezaca jako funkcje
spelniajaca pewien prosty uktad aksjomatow. Uzyskana ta drogg definicja zosta-
nie poréwnana z aksjomatyczng definicjg wartosci biezacej przedstawiong w [11].
W celu pokazania przydatnos$ci budowanej teorii dyskutowany tutaj tez bedzie
efekt synergii kapitatu.

1. Uporzadkowana przestrzen strumieni finansowych

Niech bedzie dany zbiéor momentéw czasowych ® < [0, + . W szczegol-
nym przypadku moze to by¢ zbiér momentow kapitalizacji lub nieujemna potpro-
sta czasu.

W analizie rynkow finansowych kazda z ptatnos$ci jest reprezentowana przez
instrument finansowy opisany jako strumien finansowy (¢, C), gdzie symbol ¢ € 8
oznacza moment przeptywu strumienia, natomiast symbol C € R opisuje warto$¢
nominalng tego przeptywu. Kazdy z tych strumieni finansowych moze by¢ reali-
zowanag nalezno$cig lub wymaganym zobowigzaniem. Warto§¢ nominalna kazde;
naleznos$ci jest nieujemna. Zobowigzania obcigzajace dtuznika stanowig zawsze
nalezno$¢ wierzyciela. W tej sytuacji warto$¢ zobowigzania jest rowna wzigtej ze
znakiem minus wartos$ci naleznosci odpowiadajacej temu zobowigzaniu.

W pierwszym kroku nasze rozwazania ograniczymy do zbioru ®@*=0 x [0, + o[
wszystkich naleznosci (¢, C). Na zbiorze tych naleznosci kazdy z inwestorow
okresla swoje preferencje. Preferencje te maja pewne wspdlne cechy.

Referujac podstawy teorii kapitatu, de Soto [16] przedstawil regule preferen-
cji czasowej. Reguta ta glosi, ze przy uwzglednieniu zasady ceteris paribus pod-
miot ekonomiczny woli zaspokoi¢ swoje potrzeby badz osiaga¢ postawione cele
mozliwie jak najszybciej. Inaczej mowiac, kiedy podmiot ma przed soba dwa cele
o subiektywnie jednakowej wartosci, to wyzej sobie ceni ten, ktéry moze osiagnaé
w krotszym czasie. W szczegdlnym przypadku oznacza to, ze inwestor poréwnu-
jac dwie wplaty o rownej warto$ci nominalnej zawsze preferuje wptate szybciej
dostepna. Relacje t¢ opisujemy za pomocg preporzadku Z1 zdefiniowanego na-
stepujaco:

V(ty, C1), (£, C) € @2 (4,C) 27 (£5,C) &t <ty (1

Z drugiej strony jest oczywiste, ze kazdy podmiot ekonomiczny w swoim
dziataniu kieruje si¢ regulg preferencji majatkowej. Reguta ta oznacza, ze przy
uwzglednieniu zasady ceteris paribus podmiot ekonomiczny woli wchodzi¢ we
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wladanie mozliwie jak najbardziej warto§ciowych przedmiotow ekonomicznych,
czyli kiedy ma przed sobg dwa przedmioty ekonomiczne rownoczesnie dostepne,
to wybiera ten, ktory charakteryzuje si¢ wigksza subiektywng wartoscig. W szcze-
gblnym przypadku oznacza to, ze inwestor porownujac dwie rownoczesnie do-
stepne wplaty zawsze wybiera wplate o wyzszej wartosci. Relacje te opisujemy
za pomocg preporzadku #¢ zdefiniowanego nastgpujaco:

V(t1,C1), (£, C) € PT:(t,C) »¢ (t,C) & €1 2 G, (2)

Réwnoczesne uwzglednienie obu tych preporzadkéw prowadzi do ostatecz-
nego okreslenia relacji preferencji 7 na zbiorze ®* naleznosci, jako pordwnania
wielokryterialnego:

V(ty, Cp), (t5,C;) € DT (1, Cr) > (8, C) © t S AL 2 G (3)
Istnieje wtedy funkcja uzytecznosci U:®* — [0, + oo spelniajgca warunek:
V(ty, C1), (t,C;) € DF: (1, C) = (5, Cy) = Ulty, C;) 2 U(ty, () 4

W kolejnym kroku nasze rozwazania poswiecimy zbiorowi @ =@ x | —o, 0]
wszystkich zobowiazan (¢, C'). Nalezno$¢ zawsze stanowi kapitat wierzyciela. Zo-
bowigzanie dtuznika powstaje na skutek udostepnienia tego kapitatu dtuzniko-
wi przez wierzyciela. Zaleznos$¢ ta powoduje, ze korzysci osiggane przez wierzy-
ciela stanowig koszt dluznika. Oznacza to m.in., ze relacja preferencji okreslona
na zbiorze zobowigzan jest relacjag odwrotng do relacji preferencji okreslonej na
zbiorze naleznosci. W tej sytuacji relacja relacji preferencji # na zbiorze ®~ zobo-
wigzan jest okreslona za pomocg rownowaznosci:

V(ty, Gy, (62, C2) € D72 (61, Cy) 2 (82, Co) & (8 —C2) > (81, —Cy) (5)
Porownanie zaleznosci (3) i (5) prowadzi do ostatecznego okreslenia relacji
preferencji 7 na zbiorze ® zobowigzan jako poréwnania wielokryterialnego:

V(ty, C), (£, C)) €ED7:(ty,Cy) 2 (85, C) ©t1 26, A0 2 C, (6)

Istnieje wtedy funkcja okreslajaca uzytecznos¢ poszczegdlnych zobowigzan.

Z finansowego punktu widzenia kazda nalezno$¢ jest bardziej uzyteczna niz do-
wolne zobowigzanie, co zapisujemy:

V((ty, C), (£2,C5) ) € DT X @71 U(ty, C;) = U(ty, Cy) (7)

Spetnienie tego warunku mozemy uzyskac poprzez przyjecie zatozenia, ze
uzyteczno$¢ dowolnego zobowigzania jest liczbg nieujemng”. Mozemy zatem
stwierdzi¢, ze istnieje funkcja uzytecznosci U;d~ — |—oo, 0] spelniajaca waru-
nek:

V(t1, Cy), (82, Cp) € D70 (ty,C1) * (85, C0) 2 U(ty, Cp) 2 U(ty,Cr) (8)

" Pojecie ,,ujemnej uzytecznosci” zostato zaproponowane i dyskutowane w pracach [2; 3; 15].
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Podsumowujac dotychczasowe rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze na zbio-
rze ® = O x R wszystkich strumieni finansowych zostata okreslona relacja prefe-
rencji 7. Relacja ta jest okreslona za pomocg alternatywy poréwnan wielokryte-
rialnych w nastepujacy sposob:

V(ty,C1), (5, C3) € @: (81, C1) = (62, C5) ©
St 2t,N0=2C=>2C)V (L <t,;ANC(;=C(C,=0) 9)

Preporzadek ten nie jest liniowy. Istnieje tutaj funkcja uzytecznosci U:® — R
spetniajgca warunek:
V(ty, C1), (E2,G) € @: (81, Cy) 2 (6,G5) = U(ty, €1) 2U(L,, () (10)
Okreslona w ten sposob funkcja uzytecznosci moze mie¢ subiektywny cha-
rakter [4].

2. Uzytecznos$¢ strumienia finansowego

Zbadajmy teraz wtasciwosci wyznaczonej powyzej funkcji uzytecznosci. Po-
rownanie dziedzin funkcji uzytecznosci opisanej w (4) i (7) pozwala zapisac:
vte®: U(t0)=0 (11)
Preporzadek 7 okre$la na zbiorze @ ostry porzadek > zdefiniowany za po-
moca rownowaznosci:
V(ty, Cy), (£, C3) € @: (8, C1) > (8,,C0) ©
S (t1,6) # (82,6) A~ (62, C) = (84,€))) (12)
Ostry porzadek jest okreslony przez alternatywe poroéwnan wielokryterial-
nych:
V(t, 1), (t2, C;) € D: (1, C1) = (8, C) &
St 2t,NA02C,>C)V(t;>t,A0>2C,=C,)V

V(i St,AC;>C,=20) V(L <t,ANC; =C,=0) (13)
Z drugiej strony mamy tutaj:
V(t, Cp), (82, C5) € @ (£1,C1) > (t2,C5) = U(ty, €1) > U(ty, ) (14)
Porownujac (12), (13) i (14) otrzymujemy:
VtEOV(,C,ER: C;>C,>20=U(t,C)>U(t,Cy) >0 (15)
VEEOVC,CLER 0=2C,>C,=>0=>U(t,Cy) > U(t,Cy) (16)

Wszystko to razem oznacza, ze uzytecznos$¢ jest funkcja rosnaca wartosci
nominalnej przeplywu, co zapisujemy:
VvVt € @VCl, CZ € R: C1 > CZ = U(t, Cl) > U(t, Cz) (17)
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Nastepnie porownujac (13) i (14) dostajemy:
VC >0Vt t, €0:t; <t, = U(ty,C) > U(t,, C) (18)

VC <0Vty,t, €0: t; <t, > U(ty,C) <U(ty, C) (19)
Kwestig umowna jest wyskalowanie wartosci funkcji uzytecznosci. Przyj-
mujemy tutaj, ze uzyteczno$¢ natychmiastowego przeplywu finansowego jest
roéwna wartosci nominalnej tego przeptywu. Zatozenie to zapisujemy jako waru-
nek brzegowy:

VCeR: U(0,C)=C (20)
Wszystkie te wlasciwosci funkcji uzytecznosci zostang dalej wykorzystane

do badania wlasciwosci podstawowych modeli arytmetyki finansowe;.

3. Wartos¢ biezaca

Dla preporzadku # okreslonego przez réwnowaznos¢ (9) wyznaczamy jego
liniowe domknigcie =. Preporzadek = jest okreslony nastepujaco:
V(ty, Cy), (62, C) € D: (1, C1) 2 (8, C,) © U(ty, G) 2 UL, () (21)

Powyzszy preporzadek wyznacza nastgpujaca relacje = rownowaznos$ci stru-
mieni finansowych:
V(tl, Cl)' (tz, Cz) € ¢: (tll Cl) = (tz, Cz) (= U(tl, Cl) = U(tz, Cz) (22)

Jesli dwa strumienie finansowe sg jednakowo uzyteczne, to uwazamy je za
rownowazne. O strumieniu finansowym réwnowaznym do danego mowimy, ze
jest ekwiwalentem tego ostatniego. Warto$¢ nominalng dowolnego ekwiwalen-
tu danego strumienia finansowego identyfikujemy jako warto$¢ normatywna tego
strumienia.

Analiza warunkow (17) i (18) prowadzi nas do sformutowania zasady apre-
cjacji. Zasada ta glosi, ze warto$¢ normatywna nalezno$ci ro$nie wraz z czasem,
po jakim nalezno$¢ ta bedzie ptatna. W ten sposob teoria uzytecznosci potwierdza
fundamentalny pewnik arytmetyki finansowej gloszacy, ze warto$¢ pieniadza ro-
$nie wraz z uplywem czasu.

Opisane powyzej pojecie ,,wartosci normatywnej” moze by¢ ujete w kar-
by modelu formalnego. Niech begdzie dany natychmiastowy przeptyw finansowy
o wartosci nominalnej C € R. Przeptyw ten jest jednoznacznie przypisany stru-
mieniowi finansowemu (0, C). W dowolnym momencie V¢ € ® warto$¢ norma-
tywna dyskutowanego przeptywu jest rowna C,. Zgodnie z definicjg (22), relacji
rownowazno$ci strumieni i warunkiem brzegowym (20) mamy tutaj tozsamosc:
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C=U0,0)=UtC) (23)

Zgodnie z warunkiem (17), dla ustalonego momentu V¢ € ® jednoznacznie
wyznaczamy warto$¢ normatywna:

C=FVt C)=U'(t C) (24)

Okres$long w ten sposob funkcje FV: @ — [0,+oo[ w arytmetyce finansowe;j

nazywamy warto$cig przyszta. Funkcje wartosci przysztej mozna przedstawic za

pomoca tozsamosci:
FV(t,C)=C-5(tC) (25)

gdzie funkcja §: @ — [0, +o°[ jest nazywana czynnikiem aprecjacji kapitatu. Czyn-
nik aprecjacji kapitatu jest niemalejaca funkcjg czasu spetniajaca warunek brze-
gowy:

5(0,0) =1 (26)

Czynnik aprecjacji kapitatu opisuje przebieg procesu wzglednej aprecjacji
kapitatu. Jesli ten czynnik jest funkcja rosngcg dodatniej warto$ci kapitatu, to wte-
dy mamy do czynienia z efektem synergii kapitatu.

Gléwnym przedmiotem naszych dociekan bedzie dowolny strumien finanso-
wy (z, C). Dla tego strumienia mozemy okresli¢ jego ekwiwalent. Warto§¢ nomi-
nalng C; tego ekwiwalentu nazywamy warto$cig biezacg i oznaczamy symbolem
PV(t, C). Zgodnie z definicja (22) relacji rownowaznos$ci strumieni i warunkiem
brzegowym (20) mamy tutaj tozsamosc¢:

Co=PV(t,C)=U(0,Cy) =U(t,C) (27)

Warto$¢ biezaca dowolnego strumienia finansowego jest identyczna z jego
uzytecznos$cig. Stwierdzenie to w pelni wyjasnia istot¢ pojecia ,,wartosci bieza-
cej”. Z drugiej strony taka identyfikacja wartosci biezacej rodzi pewne problemy
formalne, o ktorych bedzie mowa w kolejnej czesci. Teraz nasza uwage skupimy
na formalnych wtasnosciach funkcji PV:® — R okres$lonej przez tozsamos¢ (27).
Mamy tutaj:

vCeR: PV(0,C)=C (28)

vt e ®: PV(t,0)=0 (29)

V(ty, C),(t,,C) € DT t; < t, = PV(t;,C) > PV(t,, C) (30)
V(ty,C),(t,,C) €D~ t; <t, = PV(t;,C) < PV(t,, () (31

V(t,Cy),(t,Cy) EP:C; < Cy, = PV(t,C) <PV(tCy) (32)
Funkcj¢ wartosci biezacej mozna przedstawic¢ za pomocg tozsamosci:
Cc
PV(t,C)=C -9t C) = ——— (33)

3(t, FV (¢, C))
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gdzie czynnik dyskontujgcy 7: @ — ]0; 1] jest nierosnacg funkcjg czasu spehia-
jaca warunek brzegowy:

7(0,C) =1 (34)

Zauwazmy, ze w [11] warto$¢ biezaca zostata zdefiniowana jako dowolna

funkcja PV:® — R speltniajgca warunki (28), (30) i dodatkowo warunek addytyw-
nos$ci warto$ci biezacej:

v(t,Cy),(t,C,) € D: PV(t, Cy + Cy) = PV(t,Cy) + PV(t,Cy) (35)

W tej pracy warunek (35) braku efektu synergii zostal zastgpiony przez

znacznie ogolniejsza koniunkcje¢ warunkow (29), (31) i (32). Z drugiej strony

w [11] wykazano, ze warunek (35) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym

na to, aby wartos¢ biezaca PV:® — R spehiajgca warunki (28) i (30) stanowita

funkcje dang zaleznoscia:

PV(t,C) =C - v(t) (36)
gdzie czynnik dyskontujacy v: @ — ]0; 1] jest nierosngca funkcja czasu spetnia-
jaca tozsamosc:

v(t) = 9(t, C) (37)

Oznacza to, ze warunek (35) addytywnos$ci wartosci biezacej jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym do niewystepowania efektu synergii. Dowolna funk-
cja wartosci przysztej okreslona za pomoca tozsamosci (27) moze nie spetniaé
warunku (35). Obserwujemy wtedy zjawisko interakcji pomigdzy warto$cig no-
minalng i terminem przeplywu strumienia finansowego. Stwierdzone do tej pory
wlasciwosci funkcji uzytecznosci U:® — R nie pozwalajg stwierdzié, czy interak-
cja ta ma charakter efektu synergii kapitatu.

4. Efekt synergii kapitatu

Pierwsze prawo Gossena informuje o tym, ze krancowa uzyteczno$¢ bogac-
twa maleje. Zbadajmy teraz konsekwencj¢ przyjecia zatozenia gloszacego, ze
funkcja uzytecznosci U:d" — [0, +oo okreslona przez warunek (4) spetnia waru-
nek malejacej krancowej uzytecznosci bogactwa. Dla dowolnej funkcji warto$ci
biezacej mozemy wtedy zapisac:

V(t,C), (t,Cy) € PTVa e |0;1] :
a-PV(t,C)+(1—a) -PV(tC) <PV(ta-C;+(1—-a) Cy) (38)

W nierownosci (38) podstawiamy C, = 0. Dla dodatniej warto$ci C, < C,

mamy wtedy:
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& PV(tC)+(1 C3) PV (¢t 0)<PV(t ¢ +(1 C3) 0)
Cl y U1 Cl ) !Cl 1 Cl

co razem z (29), po prostych przeksztatceniach prowadzi do:
PV(t,Cy) < PV(t,C5)
C, Cs
Nastepnie, korzystajac z (33) otrzymujemy:
§(t, C3) <5(t,C) (39)
Czynnik aprecjacji kapitatu okazat si¢ funkcjg rosnaca warto$ci nominal-
nej. Oznacza to, ze pierwsze prawo Gossena jest warunkiem dostatecznym dla
ujawnienia si¢ efektu synergii kapitatu. Obiektywnie obserwowanym faktem jest
tez stosowanie w arytmetyce finansowej liniowej funkcji wartosci biezacej danej
w postaci (36). Pozwala to na postawienie hipotezy, ze dowolng funkcje wartosci
biezacej mozemy zapisac:
v(t,Cy), (t,C;) € @T Va € [0;1] :
a-PV(t,C)+(1—a) - PV(t,C) <PV(t,a-Ci+(1—a)-C;)  (40)
Nierownosc¢ (40) opisuje stabg wersje pierwszego prawa Gossena stwierdza-
jaca, ze krancowa uzyteczno$¢ bogactwa nie rosnie. W celu weryfikacji tej hipo-
tezy zbadajmy konsekwencje zaprzeczenia warunku (40). Istnieja wtedy dodat-
nie wartosci C, < C,ia € ]0; 1] takie, ze dla pewnego momentu * € © spetniona
jest nierownos¢:
a-PV(t",C)H)+(A—a) -PV(t"C) >PV(tha-C,+(1—a):C,)
Oznacza to m.in., Ze istniejg wartosci X1, X2 € [Cq, C2] takie, ze spetnione
sg warunki:

n<a-G+-a)-G<x,
RERPLLGT: ELIGL B

Wtedy, korzystajac z (33) otrzymujemy:

co pozostaje w sprzecznosci z efektem synergii kapitatu. Oznacza to, ze
pierwsze prawo Gossena jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla ujaw-
nienia si¢ efektu synergii kapitatu.

Ponadto w praktyce finansoOw nie jest znany incydent zmniejszania si¢
wzglednej predkosci aprecjacji rownoczes$nie ze wzrostem warto$ci nominalne;.
Fakt ten oznacza empiryczne zaprzeczenie nierdéwnosci (41). W ten sposob zosta-
ta pozytywnie zweryfikowana hipoteza stwierdzajgca, ze dowolna funkcja warto-
$ci przysztej PV.® — R spetnia warunek (40).
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Podsumowanie

Przedstawione w pracy rozwazania na temat wzajemnych relacji pomigdzy
uzytecznos$cia bogactwa a wartoscig biezaca wykazuja logiczng spojnos¢ formal-
nych modeli ekonomii i finansow.

Wykazanie, ze warto$¢ biezaca danego strumienia finansowego jest iden-
tyczna z uzytecznoscig tego strumienia wskazuje na subiektywny charakter poje-
cia ,,warto$ci biezacej”. W tej sytuacji otrzymujemy podwaliny teoretyczne pod
budowe modeli finanséw behawioralnych wykorzystujacych subiektywne oceny
warto$ci biezacej. Przyktady takich modeli mozna znalez¢ w pracach [12; 13].

Na marginesie tej pracy warto tez dostrzec, ze dziedzina badan arytmety-
ki finansowej w coraz wigkszym stopniu wykracza poza domeng teorii procentu.
W tej sytuacji arytmetyke finansowg nalezy traktowac jako rozszerzenie opartej
na obiektywnych przestankach teorii procentu. Wobec subiektywnych aspektow
podejmowanej problematyki dynamicznej oceny pienigdza jest to rozszerzenie
1stotne.
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THE ESSENCE OF PRESENT VALUE

Summary

Theoretical basis for discussion is the natural nonlinear preorder defined on the set

of financial flows. Then there exists a utility function consistent with this preorder. Two fi-

nancial flows are equivalent iff their utilities are equal. Then we can show that the present

value of financial flow is equal to its utility. Lack of capital synergy is not a necessary con-

dition for this thesis.





