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O ODPORNOSCI NA OBSERWACJE ODSTAJACE
WYBRANYCH NIEPARAMETRYCZNYCH
MODELI REGRESJI

Streszczenie: Artykul jest poswigcony zagadnieniu odpornosci metod regresji na obser-
wacje odstajace wystepujace w zbiorze danych. W pierwszej czesci przedstawiono wy-
brane metody identyfikacji obserwacji nietypowych. Nastgpnie badano odporno$¢ trzech
nieparametrycznych metod regresji: PPR, POLYMARS i RANDOM FORESTS. Analiz
dokonano za pomocg procedur symulacyjnych na rzeczywistym zbiorze danych Miesz-
kania, w ktorym wykryto obserwacje odstajace. Pomimo dosy¢ powszechnych przeko-
nan o odpornosci regresji nieparametrycznej, okazato si¢, ze modele zbudowane na ca-
tym zbiorze danych maja istotnie mniejsze zdolnosci predykcyjne niz modele uzyskane
na zbiorze, z ktoérego usunigto obserwacje nietypowe.

Stowa kluczowe: obserwacje odstajace, odpornosé, regresja nieparametryczna.

Wprowadzenie

Problem odpornosci jest bardzo waznym zagadnieniem w modelowaniu
zjawisk ekonomicznych. Budowanie modelu statystycznego na zbiorze danych,
w ktoérym wartosci cech sa zaktocone np. btgdami pomiaru, brakiem losowos$ci
proby czy wystepowaniem wartos$ci odstajacych, moze doprowadzi¢ do nieko-
rzystnych konsekwencji. Wykorzystanie metod nieodpornych na zaburzenia da-
nych moze skutkowaé¢ zbudowaniem modelu, ktory nie bgdzie odzwierciedlat
gléwnych mechanizmoéw regulujacych zachowanie badanego zjawiska. Jest wte-
dy wysoce prawdopodobne, ze wnioskowanie, predykcja i podejmowanie decy-
zji na podstawie takiego modelu bgdzie obarczone duzymi btedami.
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Problem odpornosci jest rowniez zlozonym zagadnieniem. W najbardziej
og6lnym rozumieniu, zastosowanie odpornej metody regresji oznacza, ze mamy
do czynienia z modelem, ktéry wskazuje tendencje reprezentowang przez wick-
szo$¢ obserwacji. Odpornos¢ mozna jednak rozpatrywaé w kilku aspektach, jako
np. niewrazliwo$¢ na wystgpowanie w zbiorze uczacym wartosci odstajacych,
zmiennych nieistotnych, brakéw wartosci niektdorych zmiennych czy losowych
zaktocen wartosci cech.

W tym artykule przedmiotem badania jest odpornos¢ wybranych niepara-
metrycznych metod regresji: PPR, POLYMARS i RANDOM FORESTS na wy-
stepowanie w zbiorze danych wartosci odstajacych. Celem za$ pracy — zbadanie
czy metody te prowadza do uzyskania modeli odpornych, czyli takich, dla kto-
rych wartosci miar doktadnosci predykeji nie zmienig si¢ istotnie po usunigciu
obserwacji nietypowych.

1. Odpornos¢ na obserwacje odstajace

Jednym z podstawowych zatozen wystepujacych réwniez w wielowymia-
rowych metodach regresji jest zalozenie o jednorodnos$ci zbioru danych [Jajuga,
1993, s. 78]. Jego przyjecie oznacza, ze dane wykorzystane do analizy sa trak-
towane jako zbior obserwacji pochodzacych z tej samej populacji, pomijajac fakt
wystepowania wartosci oddalonych, nieprzystajacych do reszty. Obserwacje ta-
kie czgsto pojawiaja si¢ w rzeczywistych zbiorach danych i wymagaja szczegol-
nej uwagi, poniewaz mogg mie¢ istotny wplyw na wyniki analizy.

Mowiac o odpornosci regresji, na ogél mamy na mysli niewrazliwos¢ mo-
delu na jako$¢ danych, czyli przede wszystkim na obecno$¢ w zbiorze uczacym
obserwacji odstajacych (nietypowych). W kontekscie zatozenia o jednorodnos$ci
zbioru danych, mozna jednak rozpatrywac ten problem w najbardziej ogdlnym
przypadku, jako odpornos¢ metody regresji na niespelnienie cze¢sci zatozen wy-
maganych dla prawidtowego dziatania danej metody [Jajuga, 1993, s. 81].

1.1. Identyfikacja obserwacji odstajacych

Ze wzgledu na przyczyny powstawania, obserwacje odstajace mozna po-
dzieli¢ na:

— obserwacje nietypowe wynikajace z roznego rodzaju bledow: z blednego
pomiaru, btedow przy gromadzeniu i wprowadzaniu danych, zamierzonej
nieuczciwosci w sprawozdawczosci, jak rowniez zle dobranej metodologii
badan, Zle dobranej proby badawczej czy blednych zatozen;
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— obserwacje nietypowe, pochodzace z tzw. ogona rozktadu;

— obserwacje wplywowe, ktore maja istotny wplyw na posta¢ modelu i moga
prowadzi¢ do uzyskania ciekawych hipotez.

Identyfikacja obserwacji odstajacych oraz sposoby radzenia sobie z nimi sg
waznymi zagadnieniami zwigzanymi z poj¢ciem odpornosci w statystyce [Trzpiot,
red., 2013]. W pracy tej zostang przedstawione, jak rOwniez zastosowane w ba-
daniu, trzy wybrane metody wykrywania obserwacji nietypowych.

e Jednowymiarowe kryterium kwartylowe, ktore jest wykorzystywane m.in.
do budowy wykreséw pudetkowych wprowadzonych przez Tukeya [1977].
Zgodnie z tym kryterium warto$¢ pojedynczej zmiennej zostaje uznana za
odstajaca, jesli znajduje si¢ poza przedziatem:

3 - 3 -
(Q, — (Q32 Q1)’ Qs + (Q32 Q1) ), (1)

gdzie Q4 to pierwszy kwartyl, za$ Q5 — trzeci kwartyl.
Metoda ta jest wykorzystywana do wstgpnej analizy zbioru danych, jednak
w przypadkach danych wielowymiarowych na ogot nie jest skuteczna w wykry-
waniu obserwacji odstajgcych. Przyktad takiej sytuacji przedstawia rys. 1, na
ktorym zaznaczono obserwacje oddalong, ktora ze wzgledu na zmienne X, jak i Y
z osobna, nie odbiega znaczaco od mediany.
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Rys. 1. Przyklad zbioru z obserwacjg oddalona, ktérej nie mozna zidentyfikowaé
za pomocg kryterium kwartylowego

Zrodto: Na podstawie [Jajuga, 1993].

e Kryterium opierajace si¢ na odleglosci Cooka [1977] jest popularng meto-
da stosowana do wykrywania obserwacji odstajacych w analizie regresji wie-
lorakiej. W metodzie tej pordwnuje si¢ stopien dopasowania do danych
dwoch modeli:

— pelego, ktory uwzglednia wszystkie obserwacje ze zbioru uczacego,
— zbudowanego na zbiorze, z ktérego usuni¢to jedng, wybrang obserwacje
0 numerze i.
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Odleglos¢ Cooka mozna zapisa¢ wzorem:

~ ~ 2
ita(Y-Yw)

Di =
m-MSE

: )

gdzie 17] to prognozowana wielko$¢ zmiennej Y dla obserwacji o numerze j w mode-
lu pelnym,
17j(i) — prognozowana warto$¢ zmiennej Y dla obserwacji o numerze j w modelu
zbudowanym na zbiorze, z ktorego usunigto obserwacj¢ o numerze i,
m — liczba parametréw modelu,
za$ MSE — blad sredniokwadratowy modelu.

Obserwacje¢ i uznajemy za odstajaca, zgodnie z powyzszym kryterium, jesli
odpowiadajaca jej odlegtos¢ D; jest wigksza od warto$ci graniczne;j:

— 3)
gdzie n jest liczba obserwacji.
o Kryterium opierajace sie na odleglosci Mahalanobisa [Healy, 1968]:
MD(x) = /(x - ME-L(x - )T, @)
gdzie fi jest wartoécia przecietng, za$ £ — macierza wariancji i kowariancji:
e 1 ~ -~
T=— L x- W - W, (5)

n-1

Na mocy tego kryterium, obserwacje traktujemy jako odstajace, jesli odpo-
wiadajg im duze wartosci MD(x) w poréwnaniu do wartosci krytycznych odczy-
tanych z tablic rozktadu y2.

Podstawowga wada tej metody jest to, Ze opiera si¢ na statystykach klasycznych,
ktore sg bardzo wrazliwe na wystepowanie obserwacji odstajacych i tym samym
wartosci miary M D nie zawsze mozna uwaza¢ za wiarygodne. Z tego tez powodu
w literaturze zaproponowano wiele modyfikacji odleglosci Mahalanobisa. Jedna
z nich jest podejscie zaproponowane w 2008 r. przez Filzmosera, Maronng i Wernera,
wykorzystujace do identyfikacji obserwacji odstajacych analiz¢ gléwnych sktado-
wych. Metoda ta jest szerzej opisana w pracy [Filzmoser, Maronna, Werner, 2008].

2. Metody regresji wykorzystane w badaniu

Problem odpornos$ci nabiera szczegdlnego znaczenia w przypadku niepara-
metrycznych modeli regresji, ktore charakteryzuja si¢ duzg elastycznoscia i zdol-
noscia do adaptacyjnego, doktadnego dopasowania si¢ do danych, uwzgledniajac
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rowniez zmienno$¢ wynikajaca z zaklocen. Pojawia si¢ pytanie, jak zachowuja
si¢ modele nieparametryczne budowane na zbiorach uczacych zaburzonych war-
to$ciami odstajacymi.

W swietle powyzszej uwagi, metody nieparametryczne moga generowac
modele nieodporne na wystgpowanie w zbiorze uczacym wartosci odstajacych,
ktore maja niewielkie zdolnosci predykcyjne i tym samym matg wartos¢ po-
znawczg dla badacza. Z drugiej jednak strony, wiele z tych metod ma wbudowa-
ny mechanizm regularyzacji, ktory pozwala ograniczy¢ problem nadmiernego
dopasowania modelu do danych ze zbioru uczacego. Mechanizm ten polega na
przyjeciu pewnego kompromisu pomiedzy dopasowaniem modelu a jego ztozo-
noscig [Trzesiok, 2011], co prowadzi do zwigkszenia zdolno$ci predykcyjnych
modelu. Zachodzi jednak pytanie, w jakim stopniu mechanizm ten jest skuteczny,
a omawiane metody sg rzeczywiscie odporne na wartosci oddalone?

W badaniu zostaly wykorzystane trzy wybrane metody nieparametryczne,
czgsto wystepujace w badaniach porownawczych i charakteryzujace si¢ dobrymi
wiasnosciami predykcyjnymi [Meyer, Leisch, Hornik, 2003]:

— metoda rzutowania PPR [Friedman, Stuetzle 1981],

— wielowymiarowa metoda krzywych sklejanych POLYMARS [Kooperberg,
Bose, Stone, 1997],

— metoda zagregowanych drzew Breimana — RANDOM FORESTS [Breiman,
2001].

3. Badanie odpornosci

Ze wzgledu na odmienne mechanizmy dzialania nieparametrycznych metod
regresji, niemozliwe jest analityczne pordwnanie generowanych przez nie modeli.
Z tego wzgledu badania poréwnawcze przeprowadzono za pomoca procedur
symulacyjnych, na zbiorze danych rzeczywistych Mieszkania, ktory utworzono
na podstawie informacji o zrealizowanych transakcjach sprzedazy mieszkan,
udostepnianych przez serwis internetowy www.oferty.net.

Dane dotycza transakcji sprzedazy mieszkan zrealizowanych od czerwca 2007 r.
do wrzesnia 2009 r. Zbior Mieszkania zawiera 747 obserwacji opisywanych przez
8 zmiennych objasniajacych (z ktorych jedna jest mierzona na skali porzadkowe;,
dwie to zmienne nominalne, a pozostate s3 mierzone na skalach mocnych):

X, — powierzchnia mieszkania [w m?],
X, — lokalizacja (nazwa dzielnicy),
X5 — odleglo$¢ mieszkania od centrum [w km],
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X, — liczba pokoi,

X5 — pigtro,

X¢ — rok wybudowania (oddania do uzytku) budynku, w ktéorym znajduje si¢
mieszkanie,

X, — typ wlasnosci (mieszkanie: spotdzielcze, wlasnosciowe, hipoteczne, spot-
dzielczo-wlasnosciowe),

Xg — stan mieszkania (5 — bardzo dobry, 4 — dobry, 3 — do wykonczenia, 2 — do
remontu).

Zmienng zalezng jest Y — cena transakcyjna mieszkania [w tys. z1].

W tab. 1 przedstawiono wybrane statystyki opisowe dla zmiennej zaleznej
(cena transakcyjna). Bardzo silne zr6znicowanie cen mieszkan (68%), jak i silna
asymetria prawostronna (zestandaryzowany moment centralny trzeciego rzedu
rowny 3,2) nie stanowig problemu dla nieparametrycznych metod regresji, wy-
korzystanych do modelowania. Metody te nie wymagaja transformacji zmien-
nych poprzez przeksztalcenia monotoniczne, co wystepuje np. w przypadku kla-
sycznej metody liniowe;.

Tab. 1. Charakterystyki opisowe zmiennej zaleznej Y w zbiorze danych Mieszkania

Srednia Wspotezynnik zmienno$ci Wspoétczynnik asymetrii
460 278 zt 68% 3,2
Minimum Mediana Maksimum
160 000 zt 366 000 zt 2770 000 zt

3.1. Obserwacje odstajace w zbiorze Mieszkania

Do identyfikacji obserwacji odstajacych wykorzystano: jednowymiarowa
metode kwartylowsa, kryterium opierajace si¢ na odleglosci Cooka oraz metode
wykorzystujaca odleglto§¢ Mahalanobisa z poprawka zaproponowana przez Fil-
zmosera i in. (ozn. MD™).

Tak jak juz wspomniano, wykresy pudetkowe stanowig jedynie wstepna
analize¢ zbioru danych (zob. rys. 2).

Za pomoca odlegtosci Cooka zidentyfikowano 35 obserwacji odstajgcych,
z ktorych trzy najwicksze zaznaczono na wykresie zaprezentowanym na rys. 3.
W tym przypadku warto$¢ graniczna przedstawiona we wzorze (3) jest rowna
w przyblizeniu 0,0056.
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Rys. 2. Wykresy pudetkowe dla sze§ciu zmiennych z zaznaczonymi obserwacjami
odstajacymi, wyznaczonymi poprzez kryterium kwartylowe
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Rys. 3. Wynik identyfikacji obserwacjami odstajagcymi za pomocg odlegtosci Cooka
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Kryterium oparte na odlegto$ci Mahalanobisa MD* z poprawka Filzmosera
wykrywa natomiast az 68 obserwacji odstajgcych. Kilka wybranych, przyktado-
wych obserwacji nietypowych przedstawiono w tab. 2.

Tab. 2. Wybrane, przyktadowe obserwacje odstajace w zbiorze danych Mieszkania,
otrzymane za pomocg kryterium Mahalanobisa

Nrob- | b e o Odle- | [iba | . Rok Typ Stan
serwacji . Dzielnica glos¢ od . Pigtro . . . Cena
. .| rzchnia pokoi budowy wiasnosci mieszkania
odstajacej centrum
98 122 Ursynow 10,8 5 3 2007 hipoteczne bdb 1100
99 141 Srodmiescie 36 4 8 2007 | hipoteczne | 90 WYKO- | gg
czenia

222 220 Zoliborz 5,1 9 1 1928 hipoteczne bdb 2770
403 193 Srodmiescie 1,3 6 5 1921 hipoteczne bdb 2600
435 107 Mokotéw 6,7 4 3 2002 spotdzielcze bdb 820
583 102 Biatoteka 14,7 4 3 1998 hipoteczne bdb 777,6
708 100 Srodmiescie 1,7 3 4 1999 spotdzielcze bdb 1020

Jak tatwo zauwazy¢, obserwacje odstajace, przedstawione w tab. 2, maja
znacznie wyzszg cen¢ transakcyjnag w porownaniu do $redniej (por. tab. 1); sg to
réwniez mieszkania o duzej powierzchni.

3.2. Analiza poréwnawcza

Identyfikacja obserwacji odstajacych byta tylko pierwszym etapem badania.
Oczywiscie dla rzeczywistego zbioru danych niemozliwe jest jednoznaczne zi-
dentyfikowanie takich obserwacji. Opisane metody nie daja nam zadnej gwaran-
cji na to, ze wyznaczono wszystkie obserwacje nietypowe, moze bowiem zacho-
dzi¢ zjawisko maskowania si¢ wickszej liczby obserwacji odstajacych lezacych
blisko siebie. Mimo to, przyjmujac jako obserwacje odstajace te, ktore zostaty
wyznaczone za pomocg odpornego kryterium Mahalanobisa MD*, w kolejnym
kroku sprawdzano, czy wybrane nieparametryczne modele regresji sa odporne
na wystepowanie tych obserwacji w zbiorze danych.

W tym celu zbudowano, za pomoca kazdej z wymienionych metod, dwa ty-
py modeli:

— na catym oryginalnym zbiorze danych,
— na zbiorze danych, z ktdrego usunigto 68 obserwacji odstajacych.

Dla tak wyznaczonych modeli obliczono metodg sprawdzania krzyzowego
btad sredniokwadratowy MSE., (z podzialem zbioru danych na 10 czgSci).
Otrzymane wyniki przedstawiono w tab. 3.
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Tab. 3. Wartosci bledu sredniokwadratowego MSE obliczone
na catym zbiorze danych Mieszkania oraz na zbiorze Mieszkania,
z ktorego usunigto obserwacje odstajace

Metoda Wartosci MSE,

regresji caly zbior danych zbior bez obserwacji odstajacych
PPR 11320,5 3566,2
POLYMARS 10 348,2 32754
R. FORESTS 8 036,7 1.803,7

Wstepna analiza wynikow przedstawionych w tab. 3 pokazuje, ze modele
zbudowane (dla kazdej z metod) na caltym zbiorze danych majg znacznie mniej-
sze zdolnosci predykcyjne (wyzsze wartosci MSE(y;) niz na zbiorze, z ktdrego
wyeliminowano wartosci odstajace (znacznie nizsze wartosci MSE.y). Wynik
ten potwierdzono badajac istotno$¢ roznic miedzy wspomnianymi warto$ciami
btedu $redniokwadratowego MSE, z wykorzystaniem testu Manna—Whitneya—
—Wilcoxona (szczegotowo procedure te przedstawiono w pracy [Trzesiok, 2013]).

Podsumowanie

W pracy przedstawiono wybrane metody identyfikacji obserwacji odstaja-
cych, ktore pozwalaja na wstgpng analize¢ zbioru danych, a tym samym moga
zwrdci¢ uwage badacza na pewne anomalie wystepujace w tym zbiorze. Nie ma
jednak zadnej gwarancji, ze wsrod rzeczywistych danych metody te wykryja
wszystkie obserwacje odstajace.

Warto rowniez zwrdci¢ uwage na to, ze wystegpowanie obserwacji odstaja-
cych nie oznacza koniecznosci usunigcia ich ze zbioru danych. Moga one bo-
wiem mie¢ istotny, ale pozytywny wptyw na zbudowany model. Dobrym wyj-
Sciem z sytuacji jest zastosowanie do analizy takiego zbioru danych metod
odpornych. W tej pracy sprawdzano, czy trzy nieparametryczne metody regresji:
PPR, POLYMARS i RANDOM FORESTS mozna uzna¢ za odporne.

Wyniki przeprowadzonych badan pokazujg jednak jednoznacznie, ze wy-
brane metody regresji maja znacznie mniejsze wartosci bledow Sredniokwadra-
towych MSE;, po usunigciu ze zbioru danych obserwacji nietypowych. By¢
moze jest to wynikiem specyfiki badanego zbioru Mieszkania, niemniej nie
mozna uzna¢ tych metod za odporne na wystgpowanie w zbiorze uczacym war-
tosci odstajacych.
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ROBUSTNESS FOR OUTLIERS OF SELECTED
NONPARAMETRIC REGRESSION MODELS

Summary: The paper presents an important problem of robustness for outliers in regres-
sion. In the first part selected outliers detection techniques are described. Moreover, we
empirically examine the robustness of the following methods: PPR, POLYMARS and
RANDOM FORESTS on real world dataset. We show, that after removing outliers the
prediction abilities of the models increase.

Keywords: outliers, robust, nonparametric regression.





