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Podstawy matematyczne technik imputacyjnych

Streszczenie. W artykule przedstawiono podstawy metodologii imputacyjnej
(w tym metodologii wielokrotnej imputacji), koncentrujqc si¢ na wyjasnieniu
matematycznej strony zagadnien. Analizowano sytuacje, gdy obserwacje tworzg-
ce pierwotng probke sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie, a braki odpowiedzi pojawiajq si¢ losowo w sposob niezalezny od obser-
wacji. W szczegolnosci wskazano na problemy pojawiajqce sie, gdy w imputacji
wielokrotnej stosowany jest standardowy estymator Rubina wariancji estymato-
ra wielokrotnej imputacji i wskazano na mozliwe ulepszenie tego popularnego
estymatora. Punktem wyjscia analiz jest sytuacja, gdy za pojawianie si¢ brakow
odpowiedzi odpowiada mechanizm deterministyczny.

Stowa kluczowe: imputacja, imputacja wielokrotna, estymator imputacyjny,
estymator Rubina, imputacja $rednig, imputacja typu hot-deck, imputacja regre-
syjna.

Stowem imputacja okresla si¢ zesp6t metod uzupetniania brakéw w prébce
w taki sposob, aby zastosowanie estymatoréw standardowych, tzn. takich, ktore
bytyby uzyte, gdyby w prébce nie byto brakéw obserwacji, prowadzito do efek-
tywnej procedury estymacyjne;j.

Literatura dotyczaca technik imputacyjnych jest bardzo obszerna. Sktadajg si¢
na nig setki specjalistycznych artykutow w czasopismach statystycznych, artyku-
ly przegladowe, np. Andridge i Little (2010), Donders, van der Heijden, Stijnen
i Moons (2006) czy Norazian Ramli, Yahaya, Ramli i Yusof (2013) oraz kilka
wickszych publikacji monograficznych, takich jak: Rubin (1987), Little i Rubin
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(2002), de Waal, Pannekoek i Scholtus (2011) czy Garson (2012) Iub van Buu-
ren (2012). Literatura ta najczesciej dotyczy opisu konkretnych metod, ich za-
stosowan i porownan. Techniki te bywaja dostepne w pakietach statystycznych
(Horton i Lipsitz, 2001; van Buuren i Groothuis-Oudshoorn, 2011; Misztal,
2012). We wszystkich tych publikacjach stosunkowo maty nacisk ktadziony jest
na podstawy teoretyczne.

Okazuje sie, ze w standardowym modelu statystycznym niezaleznych ob-
serwacji o jednakowych rozktadach daje si¢ precyzyjnie opisa¢ (w formie
twierdzenh matematycznych) podstawy teoretyczne technik imputacyjnych.
Przedstawiane opracowanie jest proba takiego wtasnie systematycznego i ma-
tematycznego usci$lenia uniwersalnych paradygmatéow imputacji. W rozdziale
I rozwazana jest uproszczona sytuacja, gdy zbidr brakow obserwacji jest usta-
lony. Przy tym zatozeniu wyprowadzono wzory ogblne na estymator imputa-
cyjny $redniej i jego parametry oraz zastosowano je w czterech podstawowych
schematach imputacyjnych: imputacji $rednia, dwoch procedurach typu hot-
-deck oraz imputacji regresyjnej. W rozdziale Il analizowano imputacje wielo-
krotng w modelu z rozdziatu I, a nastepnie opracowany schemat ogdlny wyko-
rzystano w sytuacji, gdy w kazdym kroku procedury stosowana jest imputacja
typu hot-deck. Uzywany w literaturze termin ,,imputacja hot-deck”, w tym
opracowaniu — nieco rozszerzony — odnosi si¢ do sytuacji, gdy elementy
imputowane sa zgodnie z pewng procedurg losowa, ktora zalezna jest od ob-
serwowanej czesci probki.

W rozdziatach III i IV rozwazany jest bardziej realistyczny losowy model
pojawiania si¢ brakéw odpowiedzi, tzn. taki, w ktorym kazda obserwacja moze
by¢ obecna w probce lub nie, przy czym zdarzenie to ma charakter losowy,
czyli mozna mu przypisa¢ pewne prawdopodobienstwo. Poprzez zastosowanie
techniki warunkowania, rezultaty otrzymane w rozdziatach III i IV mozna
stosunkowo prosto wywies¢ z wynikow przedstawionych w rozdziatach I i II.
W takim podejsciu istotng role odgrywa przyjete w artykule zatozenie o nieza-
lezno$ci statystycznej obserwacji i brakow odpowiedzi. W literaturze mowi sie
w takiej sytuacji o brakach odpowiedzi typu MCAR (missing completely at
random), np. Little i Rubin (2002). To podejscie jest wazne, bo cho¢ czgsto nie
jest wiasciwym modelem dla calej populacji, to okazuje si¢ dobrym przyblize-
niem sytuacji rzeczywistej w odpowiednio wybranych podpopulacjach (chodzi
o klasy elementéw podobnych pod wzgledem sktonnosci do udzielania odpo-
wiedzi).

Nalezy zwroci¢ uwagg na, prezentowane w opracowaniu, ulepszenie klasycz-
nego estymatora Rubina shuzacego do estymacji wariancji estymatora imputa-
cyjnego w przypadku imputacji wielokrotnej. Zasadnicza czg$¢ artykutu ma
matematyczng strukture twierdzen i dowodow. Najciekawsze wyniki matema-
tyczne (w rozdziatach II i IV) zilustrowano eksperymentami numerycznymi.
Konkluzje przedstawiono w rozdziale V.
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I. DETERMINISTYCZNY ZBIOR BRAKOW OBSERWACJI
— IMPUTACJA JEDNOKROTNA

L.0. Ogdlny schemat imputacyjny

Zmienne losowe Xi,..., X, stanowig pierwotng probke, X =(X,..., X,).

Niech 6= g(X) oznacza estymator parametru &, gdzie g jest odpowiednig funkcja
n-argumentowa. Rozwaza¢ bedziemy sytuacje, gdy obserwowane sg tylko zmienne
X;, 1 eRc{l,..,n}, czyli R jest zbiorem indeksow obserwowanych elementow
probki pierwotnej. W konsekwencji pierwotny wektor obserwacji dzieli si¢ natu-
ralnie na dwa wektory: wektor odpowiedzi obserwowanych Xy =(X;, i € R) oraz
wektor odpowiedzi nieobserwowanych X ,. =(X;,ieR°={l,..., n}\R). Taka
niepelng probke X mozna uzupehlié¢ przyjmujac X= ()N( Pseees X n ), gdzie
X ;=X; dla i e R s3a zmiennymi obserwowanymi oraz X ;» 1€ R sgtzw. zmien-
nymi imputowanymi, ktére moga zaleze¢ (i czgsto zaleza) od zmiennych obserwo-
wanych. Czesto zmienne sg imputowane pewnymi funkcjami tych zmiennych,
ale zdarzaja si¢ tez sytuacje, w ktorych nie ma bezposredniej zalezno$ci funk-
cyjnej, a zmienne obserwowane wptywaja jedynie na rozktad prawdopodobien-
stwa zmiennych imputowanych.

Definicja 1.0.1. Imputacyjna wersja estymatora 0= ¢g(X) parametru ¢ na-
zywamy estymator postaci

Oy =9 (X).

W skrécie mowimy, ze 67,,,,,, jest estymatorem imputacyjnym parametru 0.

Zaktadamy, ze zmienne Xi,..., X, sg niezalezne i maja jednakowe rozklady,
takie jak pewna zmienna losowa X o warto$ci oczekiwanej E X = g i wariancji
Var X = o2, ktére s3 nieznane.

Do estymacji §redniej € = 2 standardowo stosowany jest estymator

A

a=g(X)=X=13x,
i=1

Jest to estymator nieobcigzony, czyli E f1=u, a jego wariancja wynosi

. 2
Var=2—.
n
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Do estymacji parametru o * standardowo stosowany jest estymator

§2 = S(X) = nlli(xi —g(X)) nlli(X"‘)?)z'

Jest to estymator nieobcigzony, czyli E §? =o?.

Zatem nieobcigzony estymator d 2(/}) wariancji Var estymatora 4 ma

postaé dz([z):lSz.
n
Z centralnego twierdzenia granicznego (i tzw. twierdzenia Stuckiego) wynika,
A—p

S
wnioskowanie o przyblizonej precyzji estymatorow, rozumianej jako przedziat
ufnos$ci na zadanym poziomie ufnosci.

Zadanie imputacji pojawia si¢, gdy obserwowane sg tylko zmienne losowe
X;,i € Rc {l,.., n}. Polega ono na uzupetnieniu obserwowanej czgsci probki

7e

Jn ma asymptotycznie rozktad standardowy normalny, co pozwala na

0 cze$¢ niecobserwowang X i;» i€ R°. Niech r oznacza liczb¢ obserwowanych
elementow probki, czyli » =#(R). Dla potrzeb rozdziatow 1 i Il zaktadamy, ze
podzbiér R {l,..., n}, a zatem i jego liczebnos¢ r jest ustalona. W kolejnych

rozdziatach odejdziemy od tego zatozenia.
Nowa probka ma posta¢ X =1X,,..., X, ), przy czym zaklada sig, ze

EX,=u =pu oraz VarX, =62 =62, jesli ieR¢
oraz
Corr(X,, X, )=p; =, jesli i,jeRe,i%),
Corr(X,, X, )= p; =p. jesli iR, jeRe.

Zajmiemy si¢ teraz, zgodnie z Definicjg 1.0.1, imputacyjnym estymatorem
Sredniej .

TWIERDZENIE 1.0.1. Imputacyjny estymator Sredniej 1 ma postaé

- _rXet(n-n)X
Limp :%’ (1.0.1)
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Jego wartosé oczekiwana wynosi

E,[l[mp zﬁﬂ‘l‘%ﬁ, (102)

a jego obcigzenie wynosi
B/}[mp = %(ﬁ - ,U),
wigc estymator [11,, jest nieobcigiony tylko gdy i = 1.

Dowdd. Z postaci funkcji g wystepujacej w definicji estymatora £ wynika, ze

ﬁzmp=g(§)=%(ZXi+Z)?i}

ieR ieR®

co jest rownowazne z (1.0.1).
Wzor (1.0.1) implikuje

E £ty =%(FE)_(R +(n —r)E)N().

Wz6r (1.0.2) wynika z tej rownosci, poniewaz EXy = 1, a EX = A
Wzor na obcigzenie jest natychmiastowg konsekwencja definicji obcigzenia
Bty = E tymy — p i wzoru (1.0.2).m

TWIERDZENIE 1.0.2. Wariancja imputacyjnego estymatora Sredniej (i,
ma postaé
_rot+(n-r)oc*+(n-r)y(n—-r-1)pc?+2r(n-r)poc

Var gy, = po (1.0.3)

Dowéd. Z postaci estymatora /i, i podstawowych wlasno$ci wariancji otrzy-

mujemy

2

var i, = HL(rZVar)?R +(n— r)zVar)N( +2r(n— r)Cov()?R, )N(D . (1.04)

Ale Var)?R = 0-—2
r
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Z kolei
Var)N( 5 ZVarX + Z Cov()N( X, )
(n I") ieR¢ i,jERC i#j
zm((l’l I")G +(l’l I")(I’l v — l)p )
A zatem
Varfzwgz. (1.0.5)
n—r
Natomiast

Z ZCOV( ) = poo. (1.0.6)

COV(XR, j_ I"(I’l l’) JjER ieR¢

Wstawiajac te trzy wyrazenia do wzoru (1.0.4) otrzymujemy

Var =nlz(m2 +(n-r)1+(n-r-1p)o? +2r(n-r)pos)

Ten wzor jest rownowazny wzorowi (1.0.3).m

Imputacyjna estymacja wariancji polega na wykorzystaniu standardowe-
go estymatora wariancji do probki imputowanej X, czyli zgodnie z definicja
1.0.1

Sinp = Sz(‘)?):ﬁ(Z(X/ _,[llmp)2 + Z()?l _[llmp)2]' (1.0.7)

JeR ieR¢

TWIERDZENIE 1.0.3. Imputacyjny estymator wariancji S,zmp ma postaé

n—1

Sk, = ((r DS +(n—r—1)82+ @(XR )FJZJ (1.0.8)

— ~ —\2
gdzie S} =ﬁ2(xj Xy orag 52 =—1 Z(X,»—X) ,
JER

n—-r—1:
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Dowéd. Ze wzoru (1.0.7) i definicji z,, mamy

5 =ﬁ(z(x,. A(Feond)] 5[5, _;+§(;_)—(R))2}.

jeR®

Wykonujgc kwadratowanie pod obiema sumami i korzystajac z faktu, ze

Z(Xi—)?k)=0 oraz z(fi—)?):o otrzymujemy

ieR ieRC

sz, :nll[;()( XR) (”ni”)z(XR ,)i(jz +i§()?,- 7;)2 +(nfr):%()?;e )N(jzj:

1_1((}’1)5’1%+(nr1)§2 ( (n=r)” ) Hn-r)ly j(XR)?sz,

co konczy dowdd.m

TWIERDZENIE 1.0.4. Wartos¢ oczekiwana imputacyjnego estymatora wa-
riancji S}, ma postaé

nfrgz_(”—”)(n—’”—l) 562

2 _r 2
ESImp —;O’ +

n n(n—1) 10.9)
r(n-r) ~ r(n-r) ~\2 o
2= P n(nfl)( - Y.

Dowéd. Mamy ES2 = o2 oraz ES? = o2 (1—p). Pierwszy fakt jest powszechnie

znany, a drugi wynika z nastepujacego rachunku

2
S = n—r— 12 (n—r-— 1)(n r)[ZXJ

ieR¢ ieR¢ IERC
1 ) i —7 o~y o~
+— Y EX+ EX. X, |= G2+ %) —
(n—r=D)(n-r) [igl" i,jeRzC,#j j] _1( )
L (n=r)&> + )+ (n—r)(n—r —1)(pG> + %)= &>(1- ).

T —r—hn—r)
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Co wigcej
E()_(R —):(j “EX3+EX?-2E XpX = Var X +(E X, F +
+Var):(+(E )—(R)z -2 COV(XR, _) 2 EXR EX
Wykorzystujac wzory (1.0.5) oraz (1.0.6) otrzymujemy

— =\? 2 ~
_ _o°, 0" n-r-ls=y_ = _ 7P
E(XR Xj p +n—r+ p— PO 2p00+(y ,u).

Ostatecznie ze wzoru (1.0.8) i powyzej uzyskanych tozsamosci wynika, ze

(n-1)ES}, =(r-1)0?+(n-r-1)52(1-p)+

(8 nmrel g o0 (u- )

n r o n—-r n—r
co po uproszczeniu daje wzor (1.0.9).m
L 1. Imputacja srednig

Technika ta polega na przypisaniu kazdemu nieobserwowanemu elementowi
probki sredniej z czesci obserwowanej probki, czyli

12){ =Xz, ieRC. (L1.1)

jeR
TWIERDZENIE 1.1.1. Imputacyjny estymator wartosci oczekiwanej w przy-
padku imputacji sredniq ma postaé

/[l[mp ZXR. (112)

Jego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszg, odpowiednio

. . 2
E ttpy = oraz Varpy,, =07. (I.1.3)

Dowéd. Ze wzoru (I.1.1) wynika, Ze X = Xg. Zatem wzor (1.0.1) prowadzi
natychmiast do (I.1.2). Poniewaz i = EX, =EX; = i, wige (1.0.2) daje pierw-
szy ze wzorow (1.1.3).
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N ~ — 2
Dodatkowo z (I.1.1) wynika, ze 62 = VarX; = VarX =Z— oraz
r

~

,5=COH(X;,)?,)=COH()?R,)?R)=1,

- a’
pZCOIT(X[,)?/')ZCOIT(X[,)?R)Z \FM:&%:L.
' o o \/;
Zatem zgodnie ze wzorem (1.0.3)

ro? +(n—r)%2+(n—r)(n—r—l)%2+2r(n—r)

e
o

Var i, = 3

Po uproszczeniu otrzymujemy drugi ze wzorow (1.1.3).m

Oczywiscie wzory (1.1.3) wynikaja wprost z postaci (I.1.2) estymatora
imputacyjnego. W dowodzie, wyprowadzajac je odpowiednio ze wzordéw
(1.0.2) oraz (1.0.3), chcieliSmy zaznaczy¢ uniwersalno$¢ proponowanego po-
dejscia.

TWIERDZENIE 1.1.2. Imputacyjny estymator wariancji w przypadku impu-
tacji Srednig ma postaé

Sty =121 SR, (L1.4)

a jego wartosé oczekiwana wynosi

Es2 =I=lg2 (L1.5)

Imp — n _1
Nieobcigiony estymator wariancji estymatora [ mp Ma postaé
2( 7 n—1 ¢
= ) I.1.
V2 i )= =5y S (11.6)

Dowéd. Zgodnie ze wzorem (I.1.1) mamy S2=0 oraz X = Xg. Zatem (1.1.4)
wynika bezposrednio ze wzoru (1.0.8).
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Natomiast zgodnie ze wzorem (1.0.9) na warto$¢ oczekiwang imputacyjnego
estymatora wariancji mamy

> _r . 2 n-ro?_(n=rln-r-1) g2 r(n-
ESinp najL nor n(n—1) r 2 n\n—

skad po uproszczeniach otrzymuje si¢ wzor (1.1.5).
Wzor (I.1.6) wynika z poroéwnania wzoru (I.1.5) i drugiego ze wzorow
(1.1.3).m

O'—G ,

7

=

Wzér (1.1.5) wynika rowniez bezposrednio z postaci (1.1.4), poniewaz S3 jest

nieobcigzonym estymatorem wariancji 2. Wyprowadziliémy go jednak ze wzo-
ru (1.0.9), aby, podobnie jak w przypadku wzoréw (1.0.2) i (1.0.3) (uzytych do
wyprowadzenia (I.1.3)), wskaza¢ na jego uniwersalnosc.

Zauwazmy, ze ze wzoru (I.1.5) wynika, iz estymator Slzmp jest obcigzonym

estymatorem wariancji.
1.2. Imputacja typu hot-deck

12.1. Losowanie sposrod respondentow

Technika ta polega na przypisaniu kazdemu nieobserwowanemu elementowi
probki elementu wylosowanego sposrod elementow obserwowanych. W naj-
prostszej sytuacji jest to losowanie proste ze zwracaniem.

Niech K; bedzie numerem elementu wylosowanym dla i-tego nierespondenta,

i € R°. Wtedy zmienne losowe K;, i€ R¢, s niezalezne i majg ten sam rozktad
P(K; —])—— JE€R, i€ R oraz wektory losowe K=(K;, i€ R°) i Xp=(X}, jeR) sa

niezalezne.

W konsekwencji
X, =Xg,, iR 1.2.1)

Uwaga. W przypadku obserwacji dwuwymiarowych ((X ¢ ), JER, Y i€ R”)
stosowana bywa metoda wyboru najblizszego sgsiada. Polega ona na ustaleniu dla
kazdego ie R¢ takiego K, € R, dla ktorego odlegto$¢ |Yx,— Y| jest najmniejsza
=Y, jeR. Przy zalozeniu, Zze wektory losowe w;:= (X i,Y}) ,

sposrod
i=1,...,n, sa niezalezne i maja jednakowe rozklady (takie jak rozklad pary
(X, Y)), zmienne losowe K;, i € R°, maja rozklad jednostajny tak jak w opisanym
wyzej modelu, natomiast wektory losowe K i Xz nie sa niezalezne. Zwracamy
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uwage, ze zalozenie niezaleznos$ci dotyczy par, tzn. wektory losowe w;, i=1,..., n,
sa tacznie niezalezne, natomiast dla kazdego ustalonego i e {1, vy n} zmienne lo-
sowe X; oraz Y, (bedace sktadowymi wektora w;) nie musza by¢ niezalezne;
najlepiej, gdy sa np. dobrze skorelowane. Za takim podej$ciem przemawia nastepu-
jace uzasadnienie: jezeli obserwowane wartosci Y;1Y;, gdzie ie R°, jeR, s3
bliskie, to przy znacznej korelacji zmiennych X i ¥ mozna oczekiwaé, ze nieobser-
wowana warto$¢ X; jest bliska obserwowanej wartosci X ;.

TWIERDZENIE 1.2.1. Imputacyjny estymator wartosci oczekiwanej w przy-
padku imputacji typu hot-deck polegajgcej na losowaniu respondentow ma
postaé

Fiimp =%[ZX,~ + ZXK,.]. 1.2.2)

JER ieR¢

Jego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszg, odpowiednio

E flyy =1 oraz Var i, =072(1+W} (1.2.3)

Dowéd. Zgodnie z (1.2.1) mamy X = nlr D Xk, , a zatem wzor (1.0.1) impli-
ieR®

kuje (1.2.2).
Zauwazmy, ze dla dowolnego i € R¢

E(X|K)=EX=u oraz Var(Xg|K)=Var(X)=o?
i w konsekwencji
f=E X, =E Xy, =EE(X¢|K)= (1.2.4)
oraz
&2 = Var Xy, = Var E (X |K )+ E Var (X, |K)= o2, (1.2.5)
Ze wzoru (1.2.4) wynika, 7¢ E X = 1, zgodnic ze wzorem (1.0.2), mamy wicc

pierwszy ze wzoréw (1.2.3), czyli estymator i, jest nieobcigzonym estymato-

rem Srednie;j.
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Podobnie dla dowolnych i, j € R oraz / € R mamy
Cov(Xy,, Xi,|K)=0?1(K; =K,) oraz Cov(X,, X, |K)=0?1(K,=1).
Stad wynika, ze dla dowolnych i, j € R¢

5=C0H()N(i,)?j):%;’)(@):

_ ECov Xy, X, [K)+ Cov(B(xy |[K) E(X |K)

0_2

Poniewaz Cov (E (X i |K ), E (X K; |K )) =0, z powyzszego wzoru otrzymujemy

p=P(K,=K;)=-. (1.2.6)

N =

Z kolei dla dowolnych j e R oraz i € R¢

p—Core[x,, 1, )= S Xu)
_E Cov(X,. X |K)+ CovE(X K} E(x,|K)

0_2

Poniewaz Cov E (X j|K ), E (X K; |K )= 0, z powyzszego wzoru otrzymujemy

p=P(K, = j):%. (1.2.7)

Wykorzystujgc wzory (1.2.4—1.2.7), zgodnie ze wzorem (1.0.3), mamy

ro? +(n—r)0'2 +(n—r)(n—r—1)o_72+2r(n—r)o_72

Var i, = ~

Po uproszczeniach otrzymujemy drugi ze wzorow (1.2.3).m

TWIERDZENIE 1.2.2. Imputacyjny estymator wariancji w przypadku impu-
tacji typu hot-deck polegajqcej na losowaniu respondentow ma postaé

2 2
S[2mp = nl_l[(r_l)s1%+ Z[XK,» _I’l_ll" ZXKI-J +@[YR_ﬁ ZXKJ‘] J:

ieR¢ jeRr¢ jeRr¢
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a jego wartos¢ oczekiwana wynosi

r—1n(n=-D+r ,

2 _
ES r nn-1)

Imp —

(1.2.8)

Nieobcigiony imputacyjny estymator wariancji estymatora [1;,, ma postaé

n _ n—1 n(m-D+r+r(n-r)
V2 (L) = n?r—l) n(n—T)tr Sip- (1.2.9)

Dowéd. Wzér na S?

imp Jest natychmiastowg konsekwencja wzoru (1.2.1) oraz

og6lnego wzoru na estymator imputacyjny wariancji (1.0.8). Z kolei wstawiajgc
wzory (1.2.4)—(1.2.7) do wzoru (1.0.9) otrzymujemy

ES2 —Ig24 n—ro_z_(”_”)(”—’”—1)0_2_2”(”—’”)0'_2:

Imp = n n(n-1) r n(n=1) r
B _(n—r)(n+r—1)
_(1 n(n-r }0-2'

Ostatnie wyrazenie jest rownowazne ze wzorem (1.2.8).
Wzor (1.2.9) wynika z poréwnania wzoru (1.2.8) oraz drugiego ze wzorow
12.3).m

Zatem dla duzych warto$ci » mamy ES,Z,npz o2, czyli estymator wariancji jest

w przyblizeniu nieobcigzony.
1.2.2. Losowanie z rozktadu normalnego

Zaktadamy, ze probka pochodzi z rozktadu normalnego, czyli X;, i€ R, sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N(u,o?). Zmien-
ne imputowane generowane sg w sposob niezalezny z rozkladu N ()? R,SJ%),
tzn. )N(_,|XR ~N()_(R, S2 ),jeR”, oraz )?j,j € R°, sg warunkowo niezalezne

pod warunkiem X . Zatem
EX,=EE(X,|Xs )= EXy=
oraz

Var)N(j =VarE()?j|XR)+EVar()?j|XR)=Var)?R +ES2 = o2 lir'
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Poniewaz
Cov(Xi,)?‘,-|XR)=O oraz Cov()N([,)N(j|XR)=O.

wigc

Cov(X,, X, )= Cov(E(X,[ X5 L E(¥ | Xz )= Cov(x,. Xz )= 072

oraz
Cov()?,-,)?j|XR)= COV(E()?,-|XR),E()?]|XR ))z Var)?R =O-72.

TWIERDZENIE 1.2.3. Dla imputacyjnego estymatora wartosci oczekiwanej
w przypadku imputacji typu hot-deck polegajgcej na losowaniu z rozkladu
normalnego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszg odpowiednio

- R 2 —
Elulmp =Mu orag Var/ulmp :O-T(l + (n ZF)FJ- (1210)
n
Natomiast
2 _|1__n—-r 2
ESinp —( n(n_l)ja : (12.11)

NieobcigZiony estymator wariancji estymatora (i, ma postac¢

2
Agr A n—1 nH+n-ryr
v (imp) = m n(n—1)—(n-r)" ™"

1.2.12)

Dowaéd. Wzory (1.2.10) sa odpowiednio natychmiastowa konsekwencjg wzoréw
(1.0.2) 1 (1.0.3), natomiast wzor (1.2.11) wynika wprost ze wzoru (1.0.9). Wzor
(1.2.12) jest z kolei konsekwencja wzoru (I.2.11) i drugiego ze wzordéw
(1.2.10).m

L.3. Imputacja regresyjna

Zaktadamy, ze pary (X,, Y;),i=1, 2, ..., n, tworzace probke pierwotng maja
jednakowe rozklady, takie jak para (X,Y) i sg niezalezne. Probka obserwowana

ma postaé (X,-,K),ieR,Yj, j€ RS czyli zmienna Y-owa jest obserwowana
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w calej probce pierwotnej, natomiast zmienna X-owa — jedynie dla responden-
tow. Jesli znany jest rozktad warunkowy X|Y, to mozna warto$¢ zmiennej lo-

SOwej X ; generowac¢ z rozkladu warunkowego X j|Yj, j € R¢. Wtedy wlasnosci

statystyczne probki imputowanej X nie ro6znig si¢ od wlasnosci probki pierwot-
nej X. Jednak najczgsciej rozktad warunkowy moze by¢ jedynie estymowany na
podstawie obserwacji (X is Y,), i € R. W takiej sytuacji precyzyjny opis wlasno-
$ci estymatorow imputacyjnych jest trudny, w szczegélnosci zalezy od metody
estymacji rozktadu warunkowego.

Zamiast estymacji rozkltadu warunkowego mozna wykorzysta¢ model regre-
syjny, ktory jest konstrukcja teoretyczng znajdujaca zastosowanie w takiej sytu-
acji.

Niech EX =u, EY =v, Var(X) =02, Var(Y)=72. Niech y bedzie wspdt-
czynnikiem korelacji zmiennych X1 Y. Niech A bedzie wspotczynnikiem regres;ji
Xwzgledem Y, tzn. A= ;(%.

W najprostszej sytuacji, gdy znane sg $rednia v oraz wspotczynnik regresji A4,
technika imputacji regresyjnej polega na przypisaniu nierespondentom warto$ci
predyktora regresyjnego, tzn.

Xj ZJ(Y/—V)+)_(R,j€RC.

TWIERDZENIE 1.3.1. Imputacyjny estymator wartosci oczekiwanej w przy-
padku imputacji regresyjnej ma postaé

Limp :)?R+”;rﬂ(?m —v), (13.1)

gdZie YRC Zﬁ ZY/

JjeRC

Jego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszq odpowiednio
E figmy =4 oraz  Varpy,, = 02(%+ Ve %) (1.3.2)

Dowéd. Poniewaz

X:

L 3%, =X+ 2t -v) (13.3)

- JeR®

wigc wzor (1.3.1) wynika wprost ze wzoru (1.0.1).
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Z kolei
E(?Rc - v)z 0.

a zatem pierwszy ze wzorow (1.3.2) wynika natychmiast z (1.3.1).
Poniewaz Y; oraz Xy saniezalezne dla j € R¢, to

o =Var)?j =Var(/1(Yj —v))+Var()?R): 0-2[;(2 +Lj_

r
DlaieR,jeR"

Cov(Xi, )N(j)=Cov(Xi,)?R)=o-—2,

’
wigc
o’
r 1
p: = .
0'2\/;(2+l \/r(1+r;(2)
r
Dla i, jeR¢
~ ~ — 2
Cov(Xi,Xj)zVar(XR)zo_T,
wiec
foil
~ r 1
Q: = 2
1+r
2 2, 1 X
o [;{ +rj

. .~ e~ 2 ~ 2 . .. ..
Poniewaz 9 6 = 0'7 oraz pooc = JT’ wigc wstawiajgc otrzymane wyzej wy-

razenia na o2, p oraz ¢ do wzoru (1.0.3) mamy

ro? +(n—r)02(;(2 -k}}}r(n—r)(n—r—l)o;z+2r(n—r)o;2

Varuy,, =

nZ

2 2
:Z—z(”T+(n—r);(2j,

co jest rownowazne z drugim ze wzorow (1.3.2).m
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Uwaga. W odrdéznieniu od wczeéniej rozwazanych przypadkéw w imputacji
regresyjnej wartosci imputowane zalezg od wspolczynnika regresji A oraz
od wartosci oczekiwanej v. NajczeSciej nie sg one znane. Wtedy we wzo-
rach na zmienne imputowane, na estymator imputacyjny $redniej oraz na
estymator imputacyjny wariancji (ponizej) zamiast A oraz v nalezy wstawié¢
ich estymatory otrzymane na podstawie obserwowanej cze$ci probki
(X,,Y),icR, Y, jeRe.

TWIERDZENIE 1.3.2. Imputacyjny estymator wariancji w przypadku impu-
tacji regresyjnej ma postacé

1 (n—r)yr (=
Siup =m((r—l)S,% +/12((n—r—1)S2(,’Y L (YR¢. —v)zn, (1.3.4)
a jego wartosé oczekiwana wynosi

E S}, =0> (;—j+(1—L);52). (L3.5)

Nieobcigiony imputacyjny estymator wariancji estymatora [l;,, ma postaé

o %_I_nn—zrlz
V (/’llmp)zr_l n_r 2

n—1 n

Sip- (1.3.6)

Dowéd. Ze wzoru (1.3.1) i definicji S2 mamy

Sy . B 1 —
S? —12520’}], gd21e S;C,Y —m. (Y/ _YRL')Z'

Ponownie wykorzystujac wzor (1.3.1) otrzymujemy

(% _;?jz _2(7, ),

~

2
Wstawiajgc oba powyzsze wyrazenia na S? oraz na (X r—X j do wzoru

(1.0.8) otrzymujemy (1.3.4).
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Natomiast wstawiajagc wyrazenia

~ i~ 2 ~ 2
c? =02(;(2 +l), 00% =92 oraz poc =2—
r r r
do wzoru (1.0.9) na warto§¢ oczekiwang S,zmp, po latwych uproszczeniach,

otrzymujemy (1.3.5).
Wzér (1.3.6) wynika z poréwnania wzoru (1.3.5) oraz drugiego ze wzoréw
(13.2).m

II. DETERMINISTYCZNY ZBIOR BRAKOW OBSERWACJI
— IMPUTACJA WIELOKROTNA

1L.0. Ogolny schemat imputacji wielokrotnej

Imputacja wielokrotna zostala wprowadzona przez Rubina w monografii
z 1987 r. Ponizej przytaczamy podstawowe zasady tej metody, zwane zasadami
Rubina (Rubin’s rules), przedstawione np. na stronach 39 i 40 monografii Car-

penter i Kenward (2013).
Imputacja wielokrotna polega na generowaniu kilku probek imputacyjnych

X0 =(x,ieR XY, jeR), 1=1,..,m,
na podstawie obserwowanej czg¢sci probki Xy = (X 1€ R).

Definicja 11.0.1. Estymatorem wielokrotnej imputacji Rubina parametru 0
(odpowiadajgcym estymatorowi ézg(X)) nazywamy Sredniq 7 estymatorow
imputacyjnych dla prébek X, [=1,...,m, czyli

“ 1 m )
QMI’”P = E z glmp .
=1

Estymator Rubina wariancji estymatora 0,,,,, ma posta¢

m+le’
m

/\2 _ -
Vitimp =Um +
gdzie

m
| Z ~(1).2
Um o V[mp

mi5
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oznacza Srednig estymatorow wariancji estymatorow imputacyjnych, natomiast
1 m A([) ~ 2
Bm ::mZ(elmp _eMlmp) (IIOl)
=

Jjest wariancjg empiryczng estymatorow imputacyjnych.

Ponizej interesowac si¢ bedziemy estymacja $redniej 4 w modelu opisanym
w poprzednim rozdziale. Zaklada¢ bedziemy, ze X ), [=1,...,m, s warun-
kowo niezalezne pod warunkiem Xj.Oczywiscie jest to rownowazne temu, ze
imputowane czesci probek ()? j(»l), Jje R"), [=1,...,m, sg warunkowo niezalezne
pod warunkiem X . Zaklada si¢ rowniez, ze EX }’ )= Ji,Var X }” = o’ nie zalezg
odjeRoraz od [ =1,...,m, Corr ()?l-”), )N(;-/))z,f) nie zalezy od i, j € R°oraz od

[=1,...,m, aCorr (X,» ,)N(ﬁ”): p niezalezyod i€ R, je R¢ oraz [ =1, ..., m.
Dodatkowo zaktada si¢ warunek liniowo$ci regresji

E(XO| Xz )= Xz +

dla dowolnych jeR¢ oraz [=1,..., m. Wspotczynniki « i f mozna wyliczy¢
korzystajac z zalezno$ci

7i=EB(XV|Xg )= au+ B
oraz
i+ pos =EXOX, = EXE(XV|Xe )= EX, (a Xy + )= a(C’TZ+ ,uz) L Bu
Rozwiazujac powyzszy uklad rownan wzgledem « i f otrzymujemy
E(%0[x, )= rp & (X )+ 7 (I10.2)

dla dowolnych jeR¢ oraz/=1, ..., m.
Na podstawie probek imputacyjnych konstruowane sg estymatory

iy =L rFara-nX | 1=
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a estymator finalny jest ich $rednig

Ay =7 ), = L X + =LY X0, (11.0.3)

TWIERDZENIE 11.0.1. Wartos¢ oczekiwana estymatora wielokrotnej imputa-
¢ji dla sredniej wynosi

Jego wariancja ma postaé
Var(,[lMImp) =
_mro’+(n— r)(l +(n—-r- 1),5)52 +2mr(n-r)poc +(m—-1)(n-r)ro*c? (11.0.5)

mn?

Dowéd. Wzor (11.0.4) wynika wprost z faktu, ze dla kazdego z estymatoréw
fiys 1 =1, ..., m, obowiazuje wzor (1.0.2).

Znajdziemy teraz wariancje estymatora wielokrotnej imputacji sredniej

k#l

Varii, =15 S varit, « o i i)
I=1
Ale zgodnie ze wzorem (1.0.3)
Var /1)), = ’%2(;”0'2 +(n— r)(l +(n—r- 1),5)52 +2r(n-r)0oG)

Z kolei

n

+r(n— r)(Cov()_(R , x® ) + Cov()_(R , x® Dj

Wykorzystujac wzor (1.0.6) otrzymujemy

Cov (/[‘}rlr(l;): > [l},ln; )Z %(erar ()?R )+ (n— r)z Cov()N((k) ’)?u) ) +

-2

Cov (,[1,(’;{1,, [zﬁ,[,;, )— nl [rO'2 +(n— r)ZCov()N(("), )?(’))+ 2r(n—r) QUE).
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Ale
Cov()N((k), )N((’)) = ECOV()N((“, XO|x g ) + COV(E()?(I‘)P(R ) E()?<’>|XR D :

Z warunkowej niezaleznos$ci wynika, ze pierwszy sktadnik po prawej stronie
jest rowny zeru, natomiast

COV(E()?“‘)|XR),E()N((’)|XRD )2 ZCOV( E(%0[x, ), E(}?§”|XR)J.
(n—r -
i, jeRC
Z liniowosci regresji (11.0.2) otrzymujemy dla dowolnych i, j € R¢

COV(E()N(,-U‘)|XR),E()N(j(-”|XR)) rzgzo_—Var(XR) ro* 2.

Zatem
Colithy, ity )= ro? + (=1 102& +2r(n-r)e0&)  (1L0.6)
Ostatecznie
var fg, = 112 (r0'2 +(n- r)(l +(n—r- 1),5)52 +2r(n—r) 0+06)

-1 2 =2 o~
+nn11n2 (r62+(n—r)2 rg*G* +2r(n—r) 0 o6 ),

co po tatwych uproszczeniach pozwala otrzyma¢ wzor (11.0.5).m

Zgodnie z drugg czescig Definicji 11.0.1 estymatorem Rubina wariancji esty-
matora [y, nNazywamy statystyke okreslong wzorem

Vi, =Un + 1B, (11.0.7)
gdzie

7o 1 N0

U,:=-L ;(S,m,,) (I1.0.8)
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przy czym

=

(sip,F =1 (0 a0 V. i=1,...m,

n—143

natomiast

B, = —lf:(y,m,, fsin )’ (I1.0.9)

Estymator (11.0.7), zwany estymatorem Rubina, na ogoét nie jest nieobcigzo-
ny.

TWIERDZENIE 11.0.2. Wartosé oczekiwana estymatora Rubina wynosi

) (n—r)[(n—r—l)ﬁ&2 +2rp0'5—r(u—ﬁ)2]
n—1

ro*+(n-r)o

E vM,mp +

(11.0.10)

n2

L mr1 (=n[i+(=r=Dg=(n=ryre’] -,
m n? '

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze

m

ET, =L E(s!) )= %E(S(l) ).

I
mn <= Imp mp

A zatem zgodnie ze wzorem (1.0.9) otrzymujemy

ET, = n%(ro_z f(n-r)5 - (n —r)[(n —r—1)55;j12r,00'5—r(ﬂ_ﬁ)2 ]], (IL.0.11)

czyli pierwszy sktadnik we wzorze (11.0.10).
Z kolei, jesli EAY) = Efiypmp =v,1=1, ..., m, to

Imp

iE(ﬁgrln)p ~ iy )2 = ZE(,[JSQ,; _V)2 _ZE(,[lMlmp - )'” (ASan)p _V)+

=1 li

=
+ mE(flM]mp - v)2 = m(Var ﬁﬁ})p var Ly )

m

1
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Ale

Var/[lMImp I’I’l (Zvar:u]mp + Zm: COV(;ugm)p ’ ;ul(mzy )J

1, k=1,l#k

_ Varily, +(m-1)Covlil, i)
m

W konsekwencji

iE(/Alg — f p)z {Var/lg ) _ Var’&g”)” il (m _ I)COV(’& 5’1”)1” . A 5’3“)” )J =
m, mp
=1

m
—(m—1)(Varaf), + Cov(@f),, 2} ))
Zatem

:Lllzrf: (lulmp IUMI’”P)Z Var’u g”’) +COV(,U§,,,)I, "ugm; )

Stosujac w powyzszej rownosci wzory (1.0.3) i (I1.0.6) otrzymujemy

) R o e 2

EB, = - (IL.0.12)

n

czyli drugg cze$¢ wzoru (11.0.10), bez mnoznika 7.+2 +1 g

1L 1. Imputacja wielokrotna typu hot-deck

11.1.1. Losowanie sposrod respondentow

Kazda z probek imputacyjnych X0, 1=1,....m, tworzymy stosujac metode
hot-deck opisang w podrozdziale 1.2. Niech K) = (K;l ), JjE Rc) bedzie wekto-
rem numeréw elementéw wylosowanych dla kolejnych nierespondentow przy
tworzeniu probki X0, Zaktadamy, ze wektory losowe K, [=1, ..., m, oraz
X sag niezalezne. Wtedy probki imputacyjne X ), 1=1, ..., m, sa warunkowo
niezalezne pod warunkiem Xy.

Zgodnie z teorig rozwinictg dla jednokrotnej imputacji hot-deck mamy

1

U=y, oc°-=0", ,5=,0=7. (IL.1.1)
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Co wiecej, z niezaleznoéci K) i X wynika, ze dla j € R°
E(}}’vgl)|XR)= E(XK(D |XR) = )_(R,
J

czyli oo =1 oraz f = 0 w ogdlnym wzorze na liniowa regresj¢ z podrozdziatu I1.0.

TWIERDZENIE 11.1.1. Estymator wielokrotnej imputacji ma postaé

; _ry 1N
By = Xt 2 3 X

Jego wartosé oczekiwana wynosi
E/UMImp = /I,

a jego wariancja ma postaé

Var iy = ‘772(1 +%n(:_1)] (IL1.2)

Dowo6d. Wzor na posta¢ estymatora wielokrotnej imputacji wynika wprost
z ogoblnej postaci (11.0.3) oraz wzoru (1.2.2) z twierdzenia [.2.1, natomiast wzor
na jego warto$¢ oczekiwang jest konsekwencja wzoru (I11.0.4) oraz réwnosci
= p

Zgodnie ze wzorem (I11.0.5) mamy

(nr)

mr0'2+(n—r)(1+”_7”_1)0'2+2m(n—r)0'2+(m—1) ) o2

Var/[lMlm = r L =
p ng

n? mn?

N I = e A

co daje wzor (I11.1.2).m
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TWIERDZENIE 11.1.2. Obcigienie estymatora Rubina wariancji vy, wynosi

_(n=n)n(-r+)+2(r - 1)]
n*(n—1r

B‘;/%/Ilmp = E‘/;/%/Hmp _Var/[lMlmp = (H L. 3)

Estymator nieobcigiony wariancji estymatora [JM,mp ma postaé

p2_ng nn+r-1)
= Un (m+(n Dr(r— 1)}3

Dowéd. Wstawiajac do (I11.0.11) wartosci podane w (II.1.1) otrzymujemy

= _ogf (n=r)(n+r-1)
EU,, = 2_2 (n =) J

Z kolei wstawiajac do (11.0.12) te same wartosci z (II.1.1) otrzymujemy

BB, = o2 D=l (IL1.4)

rn’?

Zatem

o (r —1)(2n(n - +2r- nr) .

E?2,  =EU, +EB, +lEBm -
Y Mimp rn?(n—1)

ol(r= 1)(n r).

mn?r
Obcigzenie wynosi wigc

o (r—=1)(2n(n-1)+2r- nr) o2

52
EvMImp — Var luMlmp

m?(n-1) r’
co daje po uproszczeniach wzor (11.1.3).
Zauwazmy, ze
_ -1
nE ”(”LEB =
U Do B

Nieobcigzono$¢é estymatora vi wynika z powyzszego wzoru oraz (I11.1.4)

i wzoru (I.1.2) na wariancj¢ estymatora . m



32 Wiadomosci Statystyczne nr 9 (664), 2016

Symulacyjna ilustracja wynikow zawartych w twierdzeniach II.1.1 1 I1.1.2
przedstawiona jest na wykr. 1. Szczegdlowy opis procedury symulacyjnej znaj-
duje si¢ w aneksie.

Wykr. 1. WYNIKI ESTYMACJI WARIANCJI ESTYMATORA SREDNIEJ
DLA WIELOKROTNEJ IMPUTACJI (HOT-DECK)

wariancja empiryczna
estymatora wielokrotne;j
imputacji

0,10}

-+ wariancja estymatora
wielokrotnej imputacji

wariancja

— - — - -uéredniony nieobciazony
] estymator wariancji
0,05 DAL '\_ estymatora wielokrotne;j

"‘""-\.\A imputacji
N
~ T N > — — usredniony estymator

~ —~ S.&/\ A\ Rubina wariancji
= ; \N\ estymatora wielokrotnej

imputacji

0,2 0,4 0,6 0,8
procent odpowiedzi

Z 16 d1o: obliczenia wlasne (zobacz aneks).

Whiosek I1.1.3. Asymptotycznie wzgledne obcigienie estymatora Rubina ‘;I%llmp
Wynosi
E{;I%ﬂmp - VarI&MImp

lim . =—1. (IL1.5)
e Var;uMImp

Dowéd. Ze wzoru (II.1.2) mamy

. . o2
lim Var 1, ==~

n—0

Z kolei wzor (11.1.3) implikuje

2

lim(Eﬁ2 — Var /1 )=—U—.l
e MImp /UMImp r
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Uwaga. OczywiScie istniejg tez inne niz v? nieobcigzone estymatory warian-
cji estymatora wielokrotnej imputacji /}Mlmp. W szczegolnosei estymatory maja-

ce posta¢ kombinacji liniowej statystyk U, i B,. Analiza tej klasy estymatorow

jest rownowazna rozwazaniu estymatorow wariancji ,[JM,mp postaci

fy o TT 1
V(mﬁ) —OLUm +ﬁBm +EBW,,

przy warunku

p=—1 (”2 _nn=D+r J (IL1.6)

Cn-rir-1 (n—r)(n—l)a

zapewniajagcym nieobcigzono$¢. Istotnym zagadnieniem jest znalezienie opty-
malnych warto$ci a, f, tzn. takich, przy ktérych wariancja estymatora \3(2 5)

a,
osigga minimum. Rozwigzanie analityczne jest trudne, wymaga znajomosci
trzecich i czwartych momentow. Mozliwe jest natomiast numeryczne badanie

wariancji estymatora \3(2 ») jako funkcji zmiennej o, przy ograniczeniu (IL.1.6).

11.1.2. Losowanie z rozktadu normalnego
Korzystamy ze wzorow ogolnych, przy czym

1
r+l1°

~ ) 2147 o= 1
r \/r(r+1)’

o=

TWIERDZENIE I1.1.4. Wartos¢ oczekiwana estymatora imputacji wielokrot-
nej przy losowaniu z rozkladu normalnego wynosi

E,[lMlmp = /u9

a jego wariancja ma postaé

~ 2 n—r)r
var tig, = O-T(l + %) (IL.1.7)

Dowéd. Powyzsze wzory wynikaja wprost ze wzorow (11.0.4) 1 (11.0.5) z twier-
dzenia II.1.1. m
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TWIERDZENIE I1.1.5. ObcigZenie estymatora Rubina wariancji Qﬁ,mp Wynosi

_(=n[n-D-r)-1] _,

n*(n-r

B‘;/%/l[mp = E‘;/%/Hmp _Var/&Mlmp = (11.1.8)

Estymator nieobcigiony wariancji estymatora /}M,mp ma postaé

D _NTT 1 n
F="U, +| —+——— |B,.
v rU +(m+(n—l)rj

Dowéd. Ze wzorow (11.0.11) oraz (I1.0.12) wynika, ze

_ 2 20y _
EU,, :O'—(n—”_’") oraz EB, =M.
n2 n-—1 n2
Zatem
2 van G, A=DE=D) w10 (=r) g (| (n=r)r
EVisimp Var,uM]mp—n2 [n+ r(n=1) + p” 2 p 1+ -

skad po prostych przeksztatceniach otrzymujemy wzor (11.1.8).

Poniewaz

Var,[lMlmp - E%Bm = O-T,

wiec wystarczy znalezé a i f takie, ze aEU, + SEB, =U—2. Przyjmujemy
r

a="1.
r
Wtedy nietrudno wyliczy¢, ze S = _n(r——Z)z'
(n-Dr

Podobnie jak we wniosku I1.1.3 i w tym przypadku asymptotyczne obcigzenie
Wynosi

EvZ, —Varu
. M Hu
lim op P~ 1.

e Var /}Mlmp
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Symulacyjna ilustracja wynikow zawartych w twierdzeniach I1.1.4 i II.1.5
przedstawiona jest na wykr. 2. Szczegdlowy opis procedury symulacyjnej znaj-
duje si¢ w aneksie.

Wykr. 2. WYNIKI ESTYMACJI WARIANCJI ESTYMATORA SREDNIEJ
DLA WIELOKROTNEJ IMPUTACJI (HOT-DECK) Z ROZKE.ADU NORMALNEGO

0,10 \

&
\ wariancja empiryczna
0,08 A estymatora wielokrotnej

Y A imputacji

. e WAriancja estymatora
] wielokrotnej imputacji

wariancja

5
N\
0,06 NP
™, . . . .
3 A — - —- -usredniony nieobcigzony
<. estymator wariancji
> \

estymatora wielokrotnej
imputacji

— —usredniony estymator
Rubina wariancji
estymatora wielokrotnej
imputacji

0,04 )
™~ N/ e — V\

CAN.

0,02

0,2 0,4 0,6 0,8
procent odpowiedzi

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.

III. LOSOWY ZBIOR BRAKOW OBSERWACJI
— IMPUTACJA JEDNOKROTNA

1I1.0. Ogolny schemat imputacyjny

Niech wektor losowy X = (Xi, ..., X,) oznacza pierwotng probke, natomiast
J= (), ..., J») niech oznacza wektor losowy, w ktorym sktadowa J;=1, jesli
zmienna X; jest obserwowana oraz J;= 0, jesli zmienna X; nie jest obserwowana.
W konsekwencji zbiér R = {i € {1, ...,n}: J; = 1} jednostek, dla ktorych obserwa-
cja jest dostgpna jest losowy.

Przy zatozeniu, Ze mechanizm pojawiania si¢ brakow odpowiedzi nie jest
zalezny od warto$ci badanych zmiennych (MCAR, missing completely at ran-
dom), czyli ze wektory losowe X i J sa (statystycznie) niezalezne, do analizy
wlasnosci rozktadu warunkowego X pod warunkiem J mozna wygodnie stoso-
wac¢ metodologi¢ rozwinigta w rozdziatach 11 II, czyli w sytuacji, gdy zbior R
jest deterministyczny. Ostateczne wyniki otrzymuje si¢ poprzez usrednianie
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rezultatow dla rozktadu warunkowego wzgledem rozktadu wektora J. Szczego-
towo jest to opisane dla imputacji jednokrotnej w biezacym rozdziale i dla impu-
tacji wielokrotnej w rozdziale kolejnym.

Konstrukcja wektora J wymaga przeanalizowania pewnej subtelnosci tech-
nicznej. Losowo$¢ brakow obserwacji modelowana jest pierwotnie przez zmien-
ne losowe (indykatory odpowiedzi) &, ..., 5,, przy czym 6J; =1, jesli obserwa-
cja X; jest dostepna, a &; =0, jesli obserwacja X; nie jest dostgpna (brak odpo-
wiedzi). Zakladamy, ze zmienne 6,..., 5, sa niezalezne oraz ze wektory X
i 0=(d,..,0,) sa rowniez niezalezne. Wprowadzamy oznaczenie p; na praw-
dopodobienstwo i-tej odpowiedzi, P(5,- = 1)= p:, dlakazdegoi=1, ..., n. Niech

|§| = Z&,- oznacza liczbe elementow obserwowanych w probee. Jesli w danej
i=l1

prébee nie ma zadnej dostgpnej obserwacji, tzn. |5| =0, to badamy kolejng prob-
ke i1 postgpujemy tak do momentu, gdy znajdziemy probke, dla ktorej ‘6| > 0.

Dopiero na zakonczenie takiej procedury wprowadzamy wektor ostatecznych
brakow odpowiedzi J — jesli obserwacja X; jest dostepna, przyjmujemy J; =1,
a jesli obserwacja X; nie jest dostepna, przyjmujemy J;=0, i=1, ..., n. Czyli
zamiast oryginalnego wektora d o sktadowych niezaleznych, braki odpowiedzi
opisane sg za pomocg wektora J = (J1, ..., J,), ktorego sktadowe nie sg niezalez-
ne. Tym niemniej wektory losowe X i J sg niezalezne. Zauwazmy, Ze

1 pa(1—p )
P(Jl =&, Jn =8n)=P(51 =&y, Op =& 5|>0)= =1 ? 5 P ) ,
1-11(1- p:)

i=1
dla ¢; {0,1}, i=1, ..., n,takich, ze Zn:g,« > 0. Wtedy |J| =|5| >0 oraz
i=1
k
Y e I1 (-p))

PQJ| — k)z 1<i1,y ooy ik<n =1 . je{il,“.,ik} , k _ 1’ T
1—gﬁ—m)

W szczegolnym przypadku, gdy prawdopodobienstwo odpowiedzi jest stale,
tzn.pi=p,i=1,...,n,
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Wtedy zmienna losowa |5| ma rozktad dwumianowy, b(n, p), tzn.

Plo-0)=[} -, k=01,

a zmienna losowa |J | ma rozktad dwumianowy ucigty w zerze, b, (n, p) , tzn.

-

P(|J] =k)=(an k=1,...n,

k qn
gdzie
qn =l—(1—p)".

Gdy prawdopodobienstwo brakéw odpowiedzi jest jednakowe i wynosi p,
wtedy

o)=L 3001 |- o),
w szczegolnosci

ElJ|="P gl-1 ()p o
|| .. oraz || ‘121: ( )

Uwaga. W pracy Szablowski, Wesotowski i Wieczorkowski (1996) pokazano,

ze E— 1 Dokladnle]sze przyblizenie mozna znalez¢ np. w pracach Marci-

niak i Wesotowski (1999) albo Rempata (2004).
Zmienne imputacyjne oznaczamy symbolem X;, i=1, ..., n. Estymator im-
putacyjny $redniej ma postac

Himp :%i(Xﬁ]z‘ +)?i(1_-]i)) {ZX + ZX J (I11.0.1)

i=1 JER JjeRC

Natomiast imputacyjny estymator wariancji ma postaé

Slzmp _%12()(1‘]1 +jzvi(l_']i)_,[l1mp)2- (IIIOZ)
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II1.1. Imputacja Srednig

Technika ta polega na przypisaniu kazdemu nieobserwowanemu elementowi
probki sredniej z obserwowanej czeSci probki, czyli

|ZXJ =: X,. (IIL.1.1)

TWIERDZENIE I11.1.1. Imputacyjny estymator wartosci oczekiwanej w przy-
padku imputacji sredniq ma postaé

Himp =X . (1IL.1.2)

Jego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszq odpowiednio

— Lo sp L
Efpy =p oraz Variy,, =c E|J| (111.1.3)

Dowéd. Ze wzorow (111.0.1) i (I11.0.2) wynika, ze

3 I»—
>~
>

|

N
<
M=
~

[IIMPZ%ZI(J[X,"F(l—J[))_(J) X_]

co prowadzi bezposrednio do wzoru (I111.1.2).
Z pierwszego ze wzorow (1.1.3) mamy

Bl [7)=
a zatem
Bty = BE ity | )=
Z kolei

Var i, = VarE(f, |7 )+ EVar (g, |7 )= EVar (g, [ 1)

poniewaz E([tmp|J ) nie jest losowa. Z drugiego ze wzorow (I.1.3) mamy

J)=2o2
=4

Var (;[llmp

Czyli zachodzi drugi ze wzoréw (111.1.3).m
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TWIERDZENIE I11.1.2. Imputacyjny estymator wariancji w przypadku impu-
tacji Srednig ma postaé

S%ﬁﬁih(xi—fﬁz, (I1L.1.4)
i=l1

a jego wartosé oczekiwana wynosi

Ep]-1
n-1

ES2p = o2 (IIL.1.5)

Nieobcigzony imputacyjny estymator wariancji estymatora [i,, ma postaé

(n— l)E| |
V2 (i ) = T SZ,. (I1L.1.6)
Wprzypadku pi=p,i=1,...,n
np—q wln-1E |1|
ES2, 4 52 oraz vz(ﬁ.mp)=Ws,mp (I1L.1.7)

Dowéd. Zgodnie ze wzorami (I11.0.2) 1 (II1.1.2) mamy

n _ N n .
Sitnp _%Z(Xi‘]i + XJ(l—Ji)—XJ)ZZﬁZ;Ji(Xi _XJ)Z-
i=

n-li

Zgodnie ze wzorem (1.1.5)

Zatem rowno$¢ ES{ = EE(S - |J ) pociaga wzér (II1.1.5).m

Zauwazmy, ze ze wzoru (II1.1.5) wynika, iz estymator S,2mp jest obcigzonym

estymatorem wariancji.
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111.2. Imputacja typu hot-deck
111.2.1. Losowanie sposrod respondentow

Niech K; bedzie numerem elementu wylosowanym dla i-tej jednostki, gdy
i ¢ R. Wtedy zmienne losowe K; 1 ¢ R, sa warunkowo niezalezne pod warunkiem

J oraz P( ]|J) , j€R. Co wiecej, wektory losowe K ,.=(K;,ie R)

i Xz =(X;,/ € R)sa warunkowo niezalezne pod warunkiem J.
W konsekwencji

X=Xy, iefl, .., n} I11.2.1)

TWIERDZENIE I11.2.1. Imputacyjny estymator wartosci oczekiwanej w przy-
padku imputacji typu hot-deck polegajgcej na losowaniu respondentow ma
postaé

imp = [ZX +ZXKLJ (I1.2.2)

JER ieR¢

Jego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszq odpowiednio

) ) ElJ
E flny = 1t oraz Varil, =672(1+%+(n—1)Eﬁ—%} (I11.2.3)
W prgypadkup:=p,i=1,...,n
. 2
Var =%(1+%+(n—l)Eﬁ—qﬁn} (I11.2.4)

Dowéd. Z twierdzenia 1.2.1 wynika, ze E(/ljmp|J )= 4. W konsekwencji, wa-

runkujac wzgledem J otrzymujemy pierwszy ze wzorow (I11.2.3).

Ze wzoru (1.2.3) otrzymujemy

J
Var(,u,mp|J) 0_7(1+ ’11 + |J|1 _|n_|J
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Poniewaz warunkowa wartos¢ oczekiwana E ([tlmp |J ) = u jest nielosowa, wigc

J)

skad wynika drugi ze wzorow (I11.2.3). Wzor (I111.2.4) jest natychmiastowg kon-
sekwencja (I11.2.3) oraz wzoru na warto$¢ oczekiwang w rozktadzie b+ (n, p).m

Var i, = EVar([zlmp

TWIERDZENIE I11.2.2. Imputacyjny estymator wariancji w przypadku impu-
tacji typu hot-deck polegajqcej na losowaniu respondentow ma postaé

-tz o5z e,y

Simp = n—1 ’
. 1 — ¥y _
gdZIe Séczmig()(m _XR") orazg XRc:ﬁjchKj.
Jego wartos¢ oczekiwana wynosi
ES2 = |J| -g-L (I11.2.5)
Imp (n 1) | J| e

Nieobcigzony imputacyjny estymator wariancji estymatora [1,,, ma postac

“DE-L -
n+l+n(n=DEr E|J|

V2 (fipp )= ] 1 n-lga . (I11.2.6)
n(n—=1)—~1+E|J|-n(n-DE "

1

W przypadku gdypi=p,i=1,....n

E 2 _ 1— 1 p _EL 2
Siny [ w0 g [

n+l+n(n-1)E-L "2
|J| 4n n— 152

n Imp *

oraz (i )= n
n(n—l)—1+—p—n(n —l)E

Gn ]
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2

Dowdd. Posta¢ estymatora S,

wynika wprost z postaci podanej w twierdzeniu
1.2.2, natomiast ze wzoru (1.2.8) mamy

(o Vo
E(Slzmp|J)_(1 n(n—1)+n(n_1) |J|j62‘

Wigc (II1.2.5) wynika z rownosci ES7,, = EE(S | ) Laczac wzory (111.2.4)

i (II.2.5) otrzymujemy posta¢ (II1.2.6) nieobcigzonego estymatora wariancji
estymatora fi,,. m

111.2.2. Losowanie z rozktadu normalnego

Stosujac wykorzystywana juz wczesniej technike warunkowania przez obser-
wowang czg$¢ probki Xz bezposrednio z twierdzenia 1.2.3 otrzymujemy pelny
opis standardowych wlasnosci imputacyjnego estymatora w tym przypadku.

TWIERDZENIE 111.2.3. Dla imputacyjnego estymatora wartosci oczekiwanej
w przypadku imputacji hot-deck polegajgcej na losowaniu 7 rozktadu normal-
nego wartos¢ oczekiwana oraz wariancja wynoszq odpowiednio

E fipmp = Varjy = o?| L+ E
Himp = K orag Var iy, =o |J|+ 3 . (11.2.7)
Natomiast
ES2 - B (I11.2.8)
" n(n-1)

Nieobcigzony estymator wariancji estymatora fi;,, ma postaé

n’E L +n—E|J|
J

2 A _n—1 | | 2
V2 (i )= n(n_l)_n+E|J|S,mp. (I11.2.9)

W przypadku gdypi=p,i=1,...,n

Varfy, =o?| B+ 2 _P ES, =|1--1_L |52,
i =0 2552 ) v 552, =(1-715E )
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Ponadto nieobcigzony estymator wariancji estymatora [i;,, ma postac

nEi+l g, —Pp
_n—l[ |J| J 2

Vi )= gy S

Dowaéd. Wzor (111.2.7) jest bezposrednia konsekwencjg wzoru (1.2.10) oraz tego,
ze E(,&,mp|J )=, natomiast wzor (I11.2.8) wynika wprost ze wzoru (I.2.11)

przez warunkowanie wzglgdem J. Wzor (II1.2.9) na nieobcigzony estymator
wariancji powstaje z kombinacji wzorow (I111.2.7) 1 (I11.2.8).m

1I1.3. Imputacja regresyjna

W modelu z podrozdziatu 1.3 zaktadamy, ze odpowiedzi i braki odpowiedzi
opisane sg wektorem J.

TWIERDZENIE I11.3.1. Imputacyjny estymator wartosci oczekiwanej w przy-
padku imputacji regresyjnej ma postaé

fimp = X+ md MY, —v) (ITL.3.1)
n

ieY.=—1_ Yy
gdzie Y, n_|Ji§Y,.

Jego wartosé oczekiwana oraz wariancja wynoszq odpowiednio

—ElJ
Eflym, = pt oraz Varfi,, =[Eﬁ+zz . n2| qoz. (111.3.2)

W przypadkup; =p,i=1,...,n

~ 1 29n — P 2
\Y% mp =| BT+ y°——— .
ar Ly, { v Y JG

Dowod. Wzor (111.3.1) wynika wprost ze wzoru (1.3.1).
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Z pierwszego ze wzoréw (1.3.2) mamy E(,[z,mp|J ): M, WIEC pierwszy ze wzo-
row (I11.3.2) jest konsekwencja identycznosei E iy, = EE([J,mp|J ) Poniewaz
VarE(,&,mp|J ): 0, wiec

Var/[llmp = Evar(/&lmp|'])a

a z drugiego ze wzoréw (1.3.2) mamy

_ofa, an
J)—02[|J|+;(2 pe J

Var (,Zzlmp

Stad wynika drugi ze wzorow (I11.3.2).m

TWIERDZENIE I11.3.2. Imputacyjny estymator wariancji w przypadku impu-
tacji regresyjnej ma postac¢

(4]-1)s3 +/12[(n—|J|—l)S1226’Y +("_|n‘l|)|J|(ch —v)zj

Sty = n-1 ’
=y
O —— o S
§ R n—|J|—1l.;RC( )
Jego wartos¢ oczekiwana wynosi
_| 52 1 1 x’ 2
ES?,, _( S +E|J|(n_ : —7Da : (111.3.3)

Nieobcigzony imputacyjny estymator wariancji estymatora /i, ma postaé

| —S7,,- (I11.3.4)
RSy s
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Wprzypadkup, =p,i=1,...,n

2
ES2 =| 42 _ 1 mpl 1 X 2
Sinp [Z n—1+qn n-1_n )

orag
E|!1]|+q”_p;(2
A ng,
Vz(/ulmp)z > Slzmp
JUER L1 (S
n-1 gqg,\n-1 n

Dowéd. Zgodnie ze wzorem (1.3.4) mamy

(4]-1)s3 +/12[(n—|J|—1)S1§C’Y +(”_|n']|)|J|(17Rc —v)zj

2 _
S n—1

Imp —

Wzér (1.3.5) implikuje
J|-1 J
E(s2,17)= 02[%{1 —g}cz}

co prowadzi natychmiast do (II1.3.3). Wzor (I11.3.4) jest natychmiastowa konse-
kwencjg wzorow (I111.3.2) i (I11.3.3).m

1V. LOSOWY ZBIOR BRAKOW OBSERWACJI
— IMPUTACJA WIELOKROTNA

1V.1. Losowanie sposrod respondentow

Zgodnie ze wzorem (I1.0.3) estymator imputacji wielokrotnej jest $rednig
z estymatorow imputacyjnych

~ _1xXh a0
/uMIWIp __ZIuImp’
mi4

czyli zgodnie z twierdzeniem I1.1.1

= :
,uMImp ZgXR +$Z Z XKA(/I).

=1 jeRrR®
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TWIERDZENIE 1V.1.1. Wartosé oczekiwana estymatora wielokrotnej impu-
tacji wynosi

E,&Mlmp:ﬂa
a wariancja ma postaé
2
Varfiyg,y =-2—| n+1-EJ|-nB-L |+ o2E L. V.11
Himp mnz( | | |J|J |J| ( )
W przypadkup, =p,i=1,...,n
2
Var gy =-2—| n+1-"2 _yg-L |1 2B L
Hatinp mn? ( qn |JJ |J|

Dowdéd. Ze wzoru na warto$§¢ oczekiwang estymatora imputacyjnego hot-deck
wynika, ze

E(/}Mlmp|‘]) =M.

Wiec wzor na warto$¢ oczekiwang estymatora z,,, jest konsekwencja iden-

tycznosci
E/&Mlmp = EE(,[IMImp|J)

Zgodnie ze wzorem (I1.1.2) mamy

J)_ o? {mn 1, n+l _MJ

d "

Var (/&Mlmp

Poniewaz
Varfiump = EVar (2 |[J )+ VarE (dum,|7)
i drugi sktadnik po prawej stronie jest rOwny zero otrzymujemy wzor (IV.1.1).m

TWIERDZENIE 1V.1.2. Obcigienie estymatora Rubina wariancji ﬁjzwmp wy-

nosi

B2 0= EVip —Var ., = — o 1)[E|J|+n(n+1)E|1|—2n+1j (IV.1.2)
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Estymator nieobcigzony wariancji estymatora [1;,, ma postac¢

gL

] = 1
—r ((n—l)Um—Bm)+ZBm.
]

vi=

Dowod. Dla estymatora Rubina wariancji %ﬂmp , okreslonego wzorami (11.0.7)—

—(11.0.9), w przypadku wielokrotnej imputacji hot-deck zgodnie ze wzorem
z dowodu twierdzenia II.1.2 mamy

U, W1 D J|=1)n-|J
E(Um|J):0q ||J|n)gféin_+l)) | |) oraz E(Bm|J) q ||J|n)(n | |)
Zatem
o*W-1)en—Y|) o> -1)n-J)
)=y |J|mn
W konsekwencji
EVJ%/fln’p n(n _1)[214 1- E|J| 2nE| |] [7’14'1 E|J| nE| J

Ostatecznie, zgodnie ze wzorem (II1.2.6) obcigzenie estymatora Vi, Wynosi

EV2 i, — Varfiy,, = s _I)(Zn 1-E|J|- 2nE| J |1|

co po uproszczeniach daje wzor (IV.1.2).

2
Poniewaz EB,, = G—Z(n +1- E|J| - nEL
n

7

} wigc ze wzoru (IV.1.1) wynika,

ze wystarczy pokaza¢ rownos¢

0 I
E((n-1U, - B, )=0 (1 E|J|J

a to wynika wprost ze wzorowna U,, i B,,.®
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Whiosek IV.1.3. Asymptotycznie wzgledne obcigienie estymatora Rubina
Viimp WYROSI

Ev2, —Var/ 2
i " Mimp Hytimp —_ (1-p) Iv.1.3)

n—y0 var i, P(l 128
m

Dowéd. Ze wzoroéw (IV.1.1) 1 (IV.1.2) wynika, ze wzor na wzgledne obcigzenie
mozna napisa¢ w postaci

E|J|+n(n+1)E%—2n+1
. q

=D n-1 n+1-EJ|-nE L
| mn Y

Poniewaz (Marciniak, Wesotowski, 1999)

limnE — 1

lim |J| %, czyli hmE =0,

IJ N
wiec dzielac licznik i mianownik przez n i wykorzystujac fakt, ze

lim = E|J|

n—w N

otrzymujemy
lim 1 E|J|+11m(n+1)E——2+11m—
. n—o N | | n—o 1
IimK, =— =
lglolo(n 1)E|J| m(il—rg n (14_1%1—13;14 ll—r}o}:nEVl rlll—rgE|J|)
1
+==2
— P p
1. 1q_,
p+m(1 p)

co po uproszczeniach daje wzor (IV.1.3).m
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Symulacyjna ilustracja wynikow zawartych w twierdzeniach 1V.1.1 1 IV.1.2
przedstawiona jest na wykr. 3. Szczegdlowy opis procedury symulacyjnej znaj-
duje si¢ w aneksie.

Wykr. 3. WYNIKI ESTYMACJI WARIANCJI ESTYMATORA SREDNIEJ
DLA WIELOKROTNEJ IMPUTACJI (HOT-DECK) PRZY LOSOWYM
BRAKU OBSERWACJI

wariancja empiryczna
estymatora wielokrotnej
imputacji

wariancja estymatora
wielokrotnej imputacji

wariancja

—-—+- usredniony nieobciazony
estymator wariancji
estymatora wielokrotnej
imputacji

0,5

— — usredniony estymator
Rubina wariancji

\\(\ estymatora wielokrotnej
AN imputacji
0.0 — e _M

0,00 0,25 0,5 0,75 1,00
prawdopodobienstwo odpowiedzi

716 dto: jak przy wykr. 1.

1V.2. Losowanie 7 rozkladu normalnego

TWIERDZENIE 1V.2.1. Wartos¢ oczekiwana estymatora imputacji wielo-
krotnej przy losowaniu 7 rozktadu normalnego wynosi

E[‘M[mp = MU,

a jego wariancja ma postaé

Var,,, =o0* Ei+n_—E|J|

v (IV.2.1)

Dowéd. Powyzsze wzory wynikajg wprost ze wzorow z twierdzenia I11.1.4.m
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TWIERDZENIE 1V.2.2. Obcigienie estymatora Rubina wariancji vy, wy-

nosi

n—EJJ]|
n-1

52 N2 oy 02
BvMImp = EvMImp - Var/uMImp == 2

° —anﬁ—E|J|+2nJ. (IV.2.2)

Estymator nieobcigiony wariancji estymatora [1 Mimp M@ postaé

S A e

Dowdd. Zgodnie ze wzorami (II.1.1) i (I[.1.2) mamy

ET, =5—2(n —n_—E|1J|j oraz EB, = (n—ElJ|)

n— n?

W konsekwencji

BV = Var iy, = 0-_2[” - E|J| +n— E|J|] - O-ZEﬁ’

n? n—1

co prowadzi do wzoru (IV.2.2).
Ze wzoru (IV.2.1) wynika, ze wystarczy znalez¢ liczby o i f takie, ze

aEU,, + BEB,, =cE-L

m.

Wtedy al,, +( p +i)Bm jest poszukiwanym estymatorem nieobcigzonym.

Przyjmujac a=nE |}| Z powyzszej rownosci otrzymujemy f=—— ﬁ [

Symulacyjna ilustracja wynikow zawartych w twierdzeniach 1V.2.1 i IV.2.2
przedstawiona jest na wykr. 4. Szczegotowy opis procedury symulacyjnej znaj-
duje si¢ w aneksie.
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Wykr. 4. WYNIKI ESTYMACJI WARIANCJI ESTYMATORA SREDNIEJ
DLA WIELOKROTNEJ IMPUTACJI (HOT-DECK)
Z ROZKEADU NORMALNEGO I LOSOWYM BRAKU OBSERWACJI

0,10 wariancja empiryczna
' estymatora wielokrotnej
imputacji
Y -
0,08 5 ~ wariancja estymatora
\],g wielokrotnej imputacji
& %, — = - usredniony nieobciazony
k| 0,06 k’g estymator wariancji
s V\‘ estymatora wielokrotnej
s /\ N \ imputacji
’J\(\ A l — — usredniony estymator
0,04 < c Rubina wariancji
~ N~ v v\~ estymatora wielokrotnej
y . /\x imputacji
0,02 '\A"Z\
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

prawdopodobienstwo odpowiedzi

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.

V. KONKLUZJE

W powyzszym opracowaniu przedstawiono podstawowe idee i modele impu-
tacji, w tym imputacji wielokrotnej na podstawie probki niezaleznych obserwa-
cji o jednakowym rozktadzie, w ktorej wystepuja braki. W szczegolnosci rozwa-
zono imputacje¢ $rednig, imputacje typu hot-deck polegajace na losowaniu re-
spondentéw oraz losowaniu z rozktadu normalnego z parametrami estymowa-
nymi na podstawie obserwowanej czgsci probki oraz imputacje regresyjng. Kaz-
da z tych metod jest szczegdlnym przypadkiem podejsScia ogolnego analizowa-
nego w rozdziatach I i III. W przypadku imputacji wielokrotnej wskazano, ze
popularny estymator wariancji, zwany estymatorem Rubina, nie ma dobrych
wlasnos$ci, w szczegodlnosci jest obcigzony. Zaproponowano wersje nieobcigzone
estymatorow typu Rubina w przypadku imputacji typu hot-deck metoda losowa-
nia respondentéw i losowania z rozktadu normalnego. W artykule nie analizo-
wano bayesowskiego modelu obserwacji, ktory jest waznym elementem, zapro-
ponowanego przez Rubina, podejscia wykorzystujacego imputacj¢ wielokrotng.
Planujemy przedstawi¢ matematyczne podstawy imputacji w modelu bayesow-
skim w kolejnym opracowaniu.

prof. dr hab. Jacek Wesolowski — GUS, Politechnika Warszawska
mgr Jakub Tarczynski — GUS
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ANEKS
Badania symulacyjne
Ponizej przedstawiony zostat opis badan symulacyjnych przeprowadzonych
nad rozwazanymi w pracy estymatorami wariancji wykorzystujacymi imputacje
wielokrotng metoda typu hot-deck.
Symulacje polegaty na L = 100-krotnym powtdrzeniu nast¢pujacego algorytmu:
1) ggnerowano dane pochodzace z centralnego rozktadu normalnego z wariancja
¢ =4
2) usuwano (losowo badz nie, w zaleznosci od rozwazanego modelu) obserwacje
z wygenerowanych danych;
3) generowano m = 5 probek imputacyjnych w sposob okreslony przez rozwaza-
ny model imputacyjny;
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4) wyliczano estymator fiyy,, oraz jego estymatory wariancji (Rubina — vy,

i nieobcigzony — V7 ) na podstawie wygenerowanych probek imputacyjnych.
Na wszystkich rysunkach przedstawiono wykresy nast¢pujacych wielkosci:
— Var(,[tMlmp) — wariancji empirycznej estymatora wielokrotnej imputacji

Ly, Obliczanej na podstawie L powtdrzen eksperymentu

=1

— 1 & o | <& - 2
Var (,uMlmp)_ L_Z Hrtimp _ZZ :uM[ mp |
7 (D) Iy . .. SN ;
gdzie 1y, 0znacza warto$¢ estymatora wielokrotnej imputacji 4,,,, w I-tym
powtdrzeniu eksperymentu, /=1, ..., L;
—Var,[zM[mp — wariancji estymatora wielokrotnej estymacji, obliczanej na pod-

stawie wzorow: I1.1.2 (wykr. 1), I1.1.7 (wykr. 2), IV.1.1 w wersji p; = p (wykr. 3)
oraz IV.2.1 (wykr. 4);

—v? — usrednionej, na podstawie L powtorzen eksperymentu, warto$ci v?
nieobcigzonego estymatora wariancji estymatora wielokrotnej estymacji:

L
2.V

=

o2
*

|

gdzie v, oznacza warto$¢ estymatora Vi w /-tym powtorzeniu eksperymen-
tu,/=1,...,L;
— Vimmpy — usrednionej, na podstawie L powtorzen eksperymentu, wartosci

Vi, €Stymatora Rubina wariancji estymatora wielokrotnej imputacji:

VM[mp Z VMImp 1>

. Ay . .y , .
gdzie Vivimp,1 0ZNacza wartos¢ estymatora Rubina vy, w I-tym powtorzeniu

eksperymentu, /=1, ..., L.

Summary. The article presents the basics of imputation methodology (includ-
ing the methodology of multiple imputation), focusing on understanding its
mathematical background. We analyze the situation when observations in the
original sample are independent random variables with identical distributions,
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and response or its lack is modeled by a random mechanism which is inde-
pendent of observations. In particular, we point out to problems that arise when
the standard Rubin estimate of the multiple imputation variance estimator is
used. A possible improvement of this popular estimator is indicated. The starting
point of the analysis is when the appearance of response deficiencies is caused
by a deterministic mechanism.

Keywords: imputation, multiple imputation, imputation estimator, Rubin
estimator, mean imputation, hot-deck imputation, regression imputation.

Pestome. B cmamve npedcmasiienvbl 0CHO8bI UMIYMAYUOHHOU MemOoO0L02UU
(6 mom uucie MemooorocUY MHO2OKPAMHOU umnymayuu). Buumanue ¢ cmamoe
COCPe0OmoYeno Ha NPOSCHEHUU MAMEMaAmu4eckolt cmoponsl onpocos. Ilpo-
AHATU3UPOBAHA Ccumyayus, Ko20a HaOI0eHUs Gopmupyowue OpuUeUHalb-
HYIO GbLOOPKY SGIAIOMCS HE3AGUCUMBIMU CTIVHAUHLIMU GETUNUHAMU C OOUHA-
KOGbLMU pAChpedeneHUsiMU, a OMCYMCmeue Omeemos NOSGSNemcss CAYYAlHO
He3asucuMo om Haba0eHus. B uacmuocmu cmamovs yKazvlgaem Ha npooaemul,
KOmMOopble GOZHUKAIOM Ko20a UCHONb3Yemcs cmanoapmuas oyenka Pyouna
Oucnepcuu OYeHKU MHO2OKpamuol umnymayuu. B cmamve ykazano makoice Ha
603MOJICHOE VIYHUleHUe MOl NOnYIsApHou oyenku. OmnpagHou mouxou aua-
JU3A ABNIAEMCA CUMYayus, Ko20a OmCymcmeue omeemos 00scHsem O0emepmu-
HUYeCKULl MEXAHUIM.

KiroueBnble ¢cJioBa: UMITyTallMsl, MHOTOKpATHAsT UMITYTallUs, UMITYy TAllAOHHAS
OIleHKa, oleHka PyOwHa, mMryTamms cpemHeMm, uMmmyTtanus Tuma hot-deck,
perpeccHOHHAasT UMITY TAITHSL.





