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CZY MOZNA WYCENIC OPCJE
EUROPEJSKIE LEPIEJ NIZ W MODELU

P. CARRA | D. MADANA? PRZEGLAD MODELI
OPARTYCH NA TRANSFORMACIE FOURIERA

Wprowadzenie

Opcje s3 instrumentami finansowymi, ktoérych warto$¢ teoretyczna ksztat-
towana jest przez wielko$ci rynkowe, do ktorych najczgséciej zalicza si¢ ceng wa-
loru, na ktory opiewa opcja, zmienno$¢ stop zwrotu z aktywoéw bazowych, okres
pozostajacy do wykupu oraz stope zwrotu wolng od ryzyka. Warto zwrdcic
uwage na to, ze zestaw determinant wartosci modelowych rozpatrywanego ro-
dzaju instrumentow moze by¢ rozszerzony o dodatkowe zmienne w zaleznosci
od przyjetych uproszczen. Bez wzgledu jednak na sformutowane zatozenia jed-
nym z najwazniejszych narzedzi matematycznych powszechnie obecnie wyko-
rzystywanych w procesie wyceny jest transformata Fouriera.

Celem niniejszego artykutu jest przeglad alternatywnych w stosunku do P. Carra
i D. Madana koncepcji wyceny opcji bazujacych na transformacie Fouriera.

1. Wstepne badania nad wycena opcji
przy wykorzystaniu transformaty Fouriera

Prekursorami badan nad wycena opcji za pomoca transformaty Fouriera sa
G. Bakshi i D. Madan'. Zaproponowane przez nich podejécie (okreslane dalej jako
BS-FTBM) ma charakter wieloetapowy. Na poczatku, dokonywana jest nastgpuja-

' G. Bakshi, D. Madan: Spanning and Derivative — Security Valuation. ,Journal of Financial
Economics” 2000, Vol. 55.
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ca zamiana zmiennych: sy = InSy oraz k = InK we wzorze na cen¢ teoretyczna
opcji kupna® w modelu F. Blacka i M. Scholesa (okre$lanego dalej jako BS), tj.

C(Set) = e7T0 [5(Sy — K)G(Sp)dSy (1

gdzie:

C(S;, t) — cena teoretyczna opcji kupna w okresie t przy zatozeniu, ze warto$¢
rynkowa instrumentu bazowego wynosi S;,

G (S7) — funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej S,

St — biezaca cena instrumentu bazowego w okresie 7,

K — cena rozliczeniowa kontraktu opcyjnego,

r — stopa zwrotu wolna od ryzyka.

Nastepnie, wzor (1), ktory dla t = 0 przyjmuje ponizszg postaé

C(S0,0) = e~ f(e" — e¥)q(sr)dsr 2
rozbijany jest na dwie catki, tj.
C(Sp,0) =e™" f:equ(sT)dsT —eT ,:OekQ(ST)dST =L-L ()

W ramach zaproponowanego podejscia zarowno dla odjemnej (1), jak i od-
jemnika (I,) wyznaczane sg transformaty Fouriera, z ktorych pierwsza przebiera
nastgpujacg forme

1 — [® Liék|,-rT fI:oeSTq(ST)dST ®© st ]
Y1) = e [e Temaonas ¢ a(r)dsr | dk e
Warto zauwazy¢, ze f;o eSTG(sy)dsy moze by¢ traktowana zarowno jako
funkcja charakterystyczna G(st) przy &€ = —i, tj. ¢(—1i), jak i warto$¢ oczekiwana

zmiennej Sy, ktora wynosi Spe™” . Pozwala to przeksztatci¢ wzor (4) do postaci

Sop(§-1)
i) 32 g

2 Analogiczne dziatania mozna podja¢ w celu okreslenia wartosci modelowej opcji sprzedazy.
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Dowod

W) = [ eték [e—rT Jy e abrdor e SOeTT] dk =
© k[ eSTq(ST)dST] _

So [, etk [ AR g
0 . S i

o gl [ e erdkldsy -

So

l€k+s ST
5D L6 T)[ T] dst =
es (1+l€)
¢( i) f—oo ~(ST)[ d ]

_ So9(€-D)

T iEp(-i) ©)
Analogiczne dzialania podejmowane w odniesieniu do odjemnika pozwalaja

wyznaczyé Wz (é), tj.

St

W2(8) = Ke™'T %f) (7)
Dowdd

ll’%(f) =K [* elk[e~T f,:o G(sp)dsy|dk =
T2 Al [[2] ek dk]dsy =

—rT@
i€
e 1T -rT eST _
faen S| ds = ke 7, qon S dsr =
Ke‘rT@
i€

®)
Ostatecznie, przeprowadzana jest procedura obliczania odwrotnych trans-
format Fouriera w celu wyznaczenia wartosci teoretycznej bedacych przedmio-
tem zainteresowania kontraktow, tj
=15, —Ke-T) +1 (" e ¥rpE-i)
C(S0,0) = 2(Sy— ke T) + 1 [ SORe[ e ]df
7l p [e7%50©
Ke nfo Re[ : ]df 9)
Dowod
_i © p—ifk [SobC—D) —rT¢(5)
e ke (g l)] ]_ T [1 1 [ ”‘¢(<,‘)] ]_
[+fR[€¢(l) dé| —Ke +fR—l dé| =
L A e ¥kp(g-1)
3 (S0 = Ke ™) + 2 [ soRe [ 860 g
1 1, [e7%ke©)
Ke nfo Re [—if ]df (10)
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Jak zauwazajg m.in. D. Duffie, J. Pan, K. Singleton, wzor (9) mozna zmo-
dyfikowaé w taki sposdb, aby przy obliczaniu wartosci teoretycznej opcji wyko-
rzysta¢ cze$é urojona liczby zespolone;j®.

Stosunkowo tatwo zauwazy¢, iz formuty (1) i (10) generuja niemal identyczne
wyniki przy jednakowych danych wejsciowych. Potwierdza to rys. 1 pokazujacy zbli-
zony przebieg funkcji wyplat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTBM.
Warto zauwazyc¢, iz ceny opcji w obu przypadkach obliczane sg przy zatozeniu, ze
cena rozliczenia wynosi 60, zmienno$¢ kursow aktywow bazowych réwna si¢ 0,29
za$ stopa zwrotu wolna od ryzyka ksztaltuje si¢ na poziomie 4%.

Payoff functions of Curopean call
50,

Option price €

Price of underlying assct S_

Rys. 1. Funkcje wyptat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTBM

Niewielkie rozbiezno$ci pojawiajace si¢ na skutek wykorzystania odmien-
nych metod wyceny sg rezultatem numerycznego calkowania w modelu G. Bak-
shi’ego i D. Madana.

Odmienny sposoéb wyznaczania wartosci teoretycznej kontraktéw bazuja-
cych na prawach pochodnych proponuja m.in. P. Carr i D. Madan® (model okre-
slany dalej jako BS-FTCM). Pomimo Ze opracowana przez nich metodologia
zbiezna jest czgsciowo z podejsciem G. Bakshi’ego i D. Madana, to obu koncep-
cji nie mozna uzna¢ za identyczne. Poglad taki znajduje potwierdzenie m.in.
w zaproponowanej przez P. Carra i D. Madana modyfikacji ceny opcji kupna do
nastgpujacej postaci

CP°4(T) = e Cy (T) (11)

> D. Duffie, J. Pan, K. Singleton: Transform Analysis and Asset Pricing for Jump-Diffusions.
,,Econometrica” 2000, Vol. 68, No. 6.

4 P. Carr, D. Madan: Option Valuation Using the Fast Fourier Transform. ,,Journal of Computa-
tional Finance” 1999, Vol. 2, No. 4.
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gdzie:

C°%(T) — zmodyfikowana cena opcji kupna w okresie T,
Ci (T) — cena opcji kupna w okresie T,

k — logarytm naturalny ceny rozliczeniowej opcji,

a — stata wigksza niz lub réwna 0,05.

W dalszych etapach podejmowanych dziatan CJ"°%(T) przeksztalcana jest
zgodnie ze wzorami (12)-(15)°

W () = [7 ek cpred(Tdk (12)
Cred(r) = - [ e W ()d § (13)
= e (T) = [7 e kW, (6)d ¢ (14)

—ak _;
= G (T) =5~ [ e ¥ pr(§)d ¢ =
e o g e Thpr§-(a+Di) 6
—J e (15)

2 a?+a—&2+i(2a+1)¢&

Zgodno$¢ formut wynikajacych z zastosowania transformacji Fouriera
(BS-FTCM) z podejsciem BS potwierdza rys. 2. Warto zauwazy¢, iz w rozpatry-
wanym przypadku analizowana jest opcja kupna typu europejskiego dla danych
wejsciowych identycznych jak w przypadku poréwnania podejs¢ BS z BS-FTBM.

Na podstawie wygenerowanych funkcji wyptat mozna stwierdzi¢, ze wyce-
na opcji w modelach BS i BS-FTCM jest do siebie zblizona. Podobnie jak po-
przednio ewentualne rozbieznosci sg rezultatem procedury numerycznego cai-
kowania wykorzystywanej do obliczenia wartosci teoretycznej analizowanych
kontraktéw zgodnie ze wzorem (15).

> U. Cherubini, G.D. Lunga, S. Mulinacci, P. Rossi: Fourier Transform Methods in Finance.
John Wiley & Sons, Chichester 2010, s. 120-122.

6 Ze wzgledu na to, ze dowod potwierdzajacy stusznoéé otrzymanego wyniku zostat przedsta-
wiony m.in. w artykule majacym si¢ ukaza¢ w grudniowym wydaniu ,,Journal of Management
and Financial Sciences”, w niniejszym opracowaniu jest on pomijany.
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Payoff functions of European call

= vo1BS
4 10,1

9 | BS “TTCM
‘é 1|— tosBs
= ) 0.5

g BS | FTCM
© t00,9 BS
t70,9

" BSFICM

Price of underlying asset S_

Rys. 2. Funkcje wyptat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTCM

2. Model M. Attari’ego

Metodologie wyceny opcji opracowang przez G. Bakshi’ego i D. Madana
modyfikuje m.in. M. Attari’ (metoda okre$lana dalej jako BS-FTAttari). Punk-
tem wyjscia zaproponowanego podejscia jest uogolnienie procesu generujacego
ceny instrumentu podstawowego, tj.

Sy = Ster(T—t)+x(t,T) (16)

gdzie:
x(t, T) — losowy ,,szok cenowy” aktywow bazowych.
St, S¢ — ceny instrumentu podstawowego w okresach odpowiednio T i t.

Nie sposob pominaé faktu, iz wzér (16) opisuje zardbwno geometryczny
ruch Browna zgodny z formuta (17)

Sp = Soe(r—%az)TﬂrWT (17)

gdzie:

So — cena instrumentu udziatowego w okresie t = 0,

r — stopa zwrotu wolna od ryzyka,

o — odchylenie standardowe ceny instrumentu bazowego,

W, — proces Wienera,

jak roéwniez procesy o zmiennosci stochastycznej oraz uwzgledniajace skoki no-
towan instrumentéw podstawowych.

7 M. Attari: Option Pricing Using Fourier Transform: A Numerically Efficient Simplification.
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=520042 (20.09.2013).
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Wiedzac, ze: InSy~N (lnSt + (r - %02) (T —=1t),0y(T— t)) dokonujac
prostych przeksztatcen, stosunkowo tatwo jest wyznaczy¢ rozktad zmiennej
x(t, T), tj.

x(t,T) = InSp = InS, = (T = O)~N (—=26>T = 0),0/T - 1)  (18)

Dostrzezenie tej prawidlowo$ci ma istotne znaczenie dla wyznaczenia war-
tosci teoretycznej kontraktow opartych na prawach pochodnych.

Wykorzystanie formuty (16) do wyceny opcji poprzez obliczenie wartosci
oczekiwanej przyszlych wyplat zdyskontowanych wedhug stopy zwrotu wolnej od
ryzyka wzglgdem miary § narzuca koniecznos$¢ uznania stusznosci wzoru (19)

C(S,t) = Sy —e T OK, (19)
gdzie:
T = fooe"(t'T)q(x(t, T))dx(t, T)
T, = }l“’ G(x(t, T))dx(t, T)
Dowdd

C(Sp,t) = e TTORI((Sy — K)F) =
e TTOFA(S;|Sy = K) — e "T-OEA(K|Sy = K)
= e TI-OE(S,erT-O+x(ET) | g, erT-Dx(T) > k)

_ e—T(T—t)Eq(KlsteT(T—t)+x(t,T) > K)
= ST (XD |x(6,T) = In (5mp) ) — e T OB (K [e(e,T) =
nkSter7’—¢

=5tfl°°( X >ex(t'T)(7(x(t,T))dx(t,T)—

M sper @D

e‘T(T‘t)Kfl:( X )q(x(t,T))dx(t,T)

SteT(T_t)
=S, [ e*Dg(x(t,T))dx(¢t, T) — e " TOK [* G(x(t,T))dx(t,T)
=Sy —e "TT-OK, (20)

Ze wzgledu na to, ze: 0 < floo e*®Ng(x(t,T))dx(t,T) < 1, 1, podobnie
jak m,, moze by¢ traktowana jak funkcja gestosci prawdopodobienstwa. Powo-
duje to, ze dziatania majace na celu wycene opcji mozna ograniczy¢ do wyzna-
czenia funkcji charakterystycznych e* (t'T)q(x (t,T)) oraz G(x(t, T)), 4.
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$1(5) = F (XEDg(x(t, 1)) (§) =
2 ¥ DX NG (x(t,T))dx(t, T) (21)

$2(6) = F (4(x (£ 1)) () = [, ¥ EDG(x (e, ))dx(£T)  (22)

oraz wykorzystania wzoréw (21) i (22) do obliczenia e*®Mg(x(t,T))
i e*EDg(x(t, 7)), 4.

e tDg(x(6,1)) = 5 7, e D g (D) (23)

G(x (6, 1) = 5 [7, e EN G, (§)ds (24)

Postgpowanie zgodnie z tak okreslong procedura pozwala wyznaczy¢ w4, tj.

m =1+ 2 [ 0,06 () 25)
Dowod

f X&) (an o iEx(t, T)¢2(§)d§) dx(t,T) =
" 5 02O ([ €7D ax(e, T)) dE =

2

[ (O[T e EHOXED (£, T)) dE +
= [ $2(©O)(J7 e EHIED dx(£,T)) df =
St I $2(O([,” eI EHOXED dx (£, T)) d —
=I5, 02©) ([, e XN dx(e, ) ) df =

1. o o—i(E+DR_ g—i(E+D)L
- EhmR—wo f_oo ¢2(€) )
e—iE+DI_gi(E+DR

1 .. e
- limg_o S 208 i($—+i) 4 =
—i(§+DR oL

2 Llimgoe [, d)z(f)ei(&i) — [ () o L+
_f $,(8) l(::il)) dé — llmR—mof $2(§) ll((;l: dé =
—iE+i 1(§+L)R

‘+ f_ P, () G0 f hmR—mof b2 (6) —— G d¢

1(5 DR
— e limge [, 62(§) S dE =3+ h— b — I (26)

Warto zauwazy¢, ze punkt osobliwy funkcji podcatkowej I, znajduje si¢
poza obszarem catkowania (catkowanie po pétokregu). W konsekwencji
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o—i(E+DR
i(&+0)
- o el(u—DR
-limg e S P20 —i(u—0) du =
ei(u—i)R

1. oo

Wiedzac, ze punkt osobliwy funkcji podcatkowej I3 znajduje sie w u =i,
za$ ¢,(—i) =1 mozna obliczy¢ catkg (27) przy wykorzystaniu twierdzenia
Cauchy’ego, tj.

i(i—-DR .
Iy = 2mi¢,(—i) ("’ ) =200 _1 (28)

i 2 2
W rezultacie

e—i(E+D)L ol

R S MO ( i@+ )df tz=1+ %ffw $28) (i(€+i)> 4 29

Jednoczesne dostrzezenie, ze

My =5+ $2(8) (;l) d§ (30)

pozwala ostatecznie wyznaczy¢ warto$¢ teoretyczng opcji kupna zgodnie z for-
mutg (31)

€0 6) =5 (1+5 17 Redo(®) (55) %)

i(&+i)
(Tt (1, 1 (o e il
—e T TOK (34277 Rego ) () ) &
gdzie:
[ = K
- SteT(T—t') *

Payoff functions of European call

= vo1BS
/ £L0,1 BS L
1 FTAttari
= trosBs
£L0,5 BS Ll
FIlAttari
10,9 BS
10,9 BS
FTAttari

Option price lcl

Price of underlying asset S

Rys. 3. Funkcje wyptat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTAttari
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3. Model D.S. Batesa

Inny sposob wyceny opcji europejskich proponuje m.in. D.S. Bates®. Wyko-
rzystane przez niego podejscie (metoda okreslana dalej jako BS-FTBates) zaktada,
iz warto$¢ teoretyczna kontraktow opartych na prawach pochodnych okreslana jest
przy pomocy zaleznosci D. Breedena i R. Litzenbergera’. Doktadnie taki sam wy-
nik mozliwy jest jednak do uzyskania w alternatywny sposob. W tym celu wystar-
czy jedynie w niewielkim stopniu zmodyfikowaé koncepcje M. Attari’ego'.

Podobnie jak poprzednio dziatania zmierzajagce do wyceny kontraktow
opcyjnych skladaja si¢ z kilku etapéw. Na poczatku, wzor (1) przeksztalcany jest
do nastepujacej postaci

C(S0,0) =Sy — e ™K [*_TG(Sp)dSy — e7'T [ KG(Sp)dSy  (32)
Dowdd
C(Sp,0) = e7'T [7(Sp — K)g(Sp)dSy =
e [ Srq(Sp)dSy — e [, KG(Sp)dSy =
e (1%, Sra(Sr)dSy — [, $ra(Sp)dSy| - €T [ KG(Sp)dSy =

So—e™" f_Koo Srq(Sp)dSy —e™" f,;o K§(Sr)dSy =
So— e TK [* ZLG(Sp)dSy — e’ [ KG(Sp)dSy (33)

—o K

Nastepnie, po dokonaniu zamiany zmiennych zgodnie ze schematem:
st = InSt 1 k = InK obliczana jest transformata Fouriera funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa G(sr), tj. (&)

P (&) = F(G(sp)(©) = [ e¥5T G(sp)dsy (34)

Ostatecznie, wyznaczana jest odwrotna transformaty Fouriera w celu wyge-
nerowania ceny teoretycznej opcji europejskie;j, tj.

C(Sy, 0) =S, — e TK E + %f“ Re——"_ p(&)de (35)

0 i£(1-i§)

8 D.S. Bates: Maximum Likelihood Estimation of Latent Affine Processes. ,,Review of Financial
Studies” 2006, Vol. 19.

? R. Breeden, R. Litzenberger: Prices of State — Contingent Claims Implicit In Option Prices.
,,Journal of Business” 1978, Vol. 51.

10 M. Attari: Op. cit.
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Dowod

C(Sp,0) =Sy —e 'K fk sT_kifoo e~ 8T (&) dédsy —
e K [ o= %, eTE5Tp(§) dédsy =
So—e K[ e~k [5, esT (&) dspdg -

— [ [ e () dspdé =
esT(1-i5)1K
So—e TR [, [ ] $(E)de —

1-ié
TR L[ [ ”] $()ds =
So—e K fmooel_;¢(f)df—€_ﬂ1( [ L p@©de =

1 [}

SO - e—TTK_f o lf(l Lf)(p(f)df =
So = e K |1+ 2 [ Re oS 0 (36)

15(1 i£)

Warto zauwazy¢, iz formuty (1) i (36) pozwalaja uzyska¢ zblizong wyceng

analizowanych instrumentéw finansowych. Wydaje sie, ze potwierdza to rys. 4.
Podobnie jak w przypadku modeli BS-FTBM, BS-FTCM i BS-FTAttari mate
roéznice w przebiegu funkcji wyptat w poréwnaniu do modelu BS wynikaja z za-
stosowania procedury numerycznego catkowania w podej$ciu opartym na trans-
formacie Fouriera.

Payoff functions of Europcan call

50

1|— to1BS
. } t10,1 BS
S| "= FIBates
8 1= to05BS
;, _ tTOSRST
% FTBates

t[0,9 BS
t0,9BS O
FTBates

Price of underlying asset S_

Rys. 4. Funkcje wyptat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTBates
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4. Model A. Lewisa

Kolejnym autorem poruszajacym kwestie wyceny opcji przy wykorzystaniu
transformaty Fouriera jest A. Lewis'' (metoda okreslana dalej jako BS-
-FTLewis). Zaproponowane przez niego podejscie w poczatkowej fazie zgodne
jest czgsciowo ze sposobem postgpowania zaproponowanym przez dwéch po-
przednich autorow. Potwierdza to dokonane podstawienie: s; = InSy oraz wy-
znaczona transformata Fouriera zmodyfikowanej funkcji wyptaty analizowanych
instrumentow finansowych, tj.

W(sr) = F(wsp)) (@) = [, e¥s (e5T — K)dsy =
f e®sT (e5T — K)dsy =
k

oo

co (1+§) _ 5 _ eST(l‘H:E) _ eifsT
fk (es-r i Ket ST) dsp = ( TS K T

(37
K
gdy & € R to gérna granica catki znajdujacej si¢ we wzorze (37) nie moze by¢
wyznaczona. Inaczej jest jednak, gdy & € C, Im(&) > 1. Przy tak okre$lonych
warunkach formule (37) mozna przetransformowac do nastgpujacej postaci

w(sr) =~ g5z (38)
Dowaod
N _ eST(1+i8) el&sT\ | _ ek(1+i&) itk _
W(ST)_( e K )k _0_( 148 _KF)_
ek(+E)  ok(1+IO\
_( 14 i )_
iEek(1+i8) _(14i8)ek(1+i5) _ g1+i€
_< REI: ) T (39)

Tym samym mozna stwierdzi¢, ze istnieje mozliwos¢ okreslenia funkcji
wyplaty opcjidla ¢ € S, = {Im(&) > 1}.

Odwotanie si¢ do podejscia martyngalowego oraz wykorzystanie definicji
uogolnionej transformaty Fouriera pozwala obliczy¢ warto$¢ europejskiej opcji
kupna w modelu F. Blacka i M. Scholesa w nast¢pujacy sposéb

" A. Lewis: 4 Simple Option Formula for General Jump-Diffusion and other Exponential Levy
Processes. http://optioncity.net/pubs/ExpLevy.pdf (15.09.2013).
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C(S0,0) = 7T o [0t e T (sr)(sr)d¢ =
—rT 1 [oo+i ~
e [ e, P(=OW(sr)dE (40)

Jezeli uznaé, ze ¢(&) jest dobrze zdefiniowana dla § €S, ={é =u+
wviveah, gdzie a<—1, £6>0, to @H—¢ jest dobrze zdefiniowana dla
(eSS, ={=u+ivive (a,p)}, gdzie a<0,8>1. Wynika stad, ze
C(Sy,0) mozna otrzymac dla & € S,,, gdzie: S, =S, NS,

K1+

Podstawienie W(sy) = =

do wzoru (40) pozwala okresli¢ warto$¢ teo-

retyczng opcji, tj.

_rr 1 poo+i&
C(S0,0) = e = [ (- L T df =
o 1 pootif ek(1+i&)
—e T i 9O el (41)

Warto zauwazy¢, ze funkcja podcalkowa w rownaniu (41) ma dwa punkty
osobliwe: £ = 0 i1 & = i. Wyznaczajac jej residuum w punkcie nalezacym do S,
oraz dokonujac podstawienia: k = In S;O + rT mozna stwierdzi¢, ze

lns—+rT

Res(i) = —qb( e e (42)

Przesuniecie obszaru calkowania o é, € (0,1) oraz skorzystanie z twier-
dzenia o residuach pozwala przeksztatci¢ wzor (41) do ponizszej postaci

w0+i&,

C(50,0) =S — 2 [T g0 ds (@)

zaktadajac, ze w rownaniu (41) &, = - mozna ostatecznie wyznaczy¢ ceng teore-

tyczng europejskiej opcji kupna, tj.

; iuk
C(Sp,0) = So — ﬁﬁiifR% @—Qizk” (44)
4
Dowdd
. E=u+ %i
_ ke~ T o+ié, _ e~k _ 1] _

dé = du
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. 1
1 —Luk+7k

Ke—rT fw+%i

2T
u+21

Ke—rT —k oo+L e—iuk _
e Lot ) i
1
\/So_Ke_frT oo+ i e—iuk
ST (a2,

. . . 1, ..
Wyznaczenie residuum w punkcie u = SL 4.

1.\ _  Ke'T ——rT 92 _ So
Res (1) = =% \f PN =0

pozwala obliczy¢ cene opcji

du

SoK 2 iuk
C(Sp,0) = Sp —=—— 2 f ‘l’( )Zz+l du =
4
-z i iuk
So — Soke 2f Re[cp u—— e+_ du
4

- e

(45)

(46)

(47)

Poprawnos¢ formuty (44) znajduje potwierdzenie w prawie identycznym
przebiegu funkcji wyptat opcji wyznaczanych metodami BS oraz BS-FTLewis
(rys. 5). Podobnie jak w poprzednich podejsciach niewielkie rozbieznosci sg re-

zultatem przyjetego sposobu dochodzenia do wyniku koncowego.

Payoff functions of European call

50,

= voams
t0,1 BSO
FTLewis
l— t05BS
0,5 BS O
FTLewis
t0,9BS
t 0,9BS! |
FTLewis

Option price C.

20 40 60 80 100

Price of underlying asset S_

Rys. 5. Funkcje wyptat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTLewis
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5. Model A. Liptona

Zblizony sposob wyceny opcji do wykorzystanego przez A. Lewisa'? pro-
ponuje A. Lipton" (metoda okre$lana dalej jako BS-FTLipton). Punktem wyj-
Scia przeprowadzonej przez niego analizy jest wzor (44). Majac dodatkowo
$wiadomos$¢ poprawnosci formutly (18) oraz sposobu wyznaczania funkcji cha-

rakterystycznej przy zatozeniu, ze § = u — %, tj.

o (- L) = e 5T07) (48)

ot g [ (b (e d) S
C(S0,0) = S — [ Re ["’ Zuz_l . (49)
4
Dowod
_rT . iuk+sk
Ke 2 oo 2
C(S5,0) = S = o= [ ¢ (u—3) —du =
4
Ko~ o eiuk+%k—(u2+%)a72T
SO - _ T du =
2 0 uz_Z
T iuk+lk—(u2+l)”—2T
Ke 2 (o e 2 4)2
So———[, Re [T du (50)

Warto zauwazy¢, ze wzor (49) pozwala okresli¢ cene opcji zgodna z podej-
sciem F. Blacka i M. Scholesa bez wykorzystania odwrotnej transformaty Fo-
uriera. W konsekwencji wyniki generowane przez modele BS i BS-FTLipton sa
identyczne. Potwierdza to rys. 6.

Payoff functions of Europcan call

50
— (0,1 BS
t,1 BS O
FTLipton
11—  t0,5BS
tl 0,5 BS
ITLipton
t70,9 BS
t,9BS O
FTLipton

(%) N
IS >
———r

Option price d 1
. g v

10+

20 40 60 80 100

Price of underlying asset S -

Rys. 6. Funkcje wyptat europejskich opcji kupna w modelach BS i BS-FTLipton

12 .
Ibid.
3 A. Lipton: The Vol Smile Problem. ,Risk” 2002, February.
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6. Poréwnanie metod wyceny opcji bazujacych
na transformacie Fouriera

Poréwnanie modeli wyceny opcji opierajacych si¢ na transformacie Fouriera
moze by¢ przeprowadzone ze wzgledu na dwa podstawowe kryteria, ktérymi sa
doktadnos$¢ oraz szybko$¢ obliczeniowa. Analizujac konstrukcje kazdego z podejs¢
fatwo jest jednak dojs¢ do wniosku, iz koncepcje BS-FTBM i BS-FTCM sa jedno-
znacznie gorsze od metodologii opracowanych przez pozostatych autorow. Poglad
taki, w przypadku modelu BS-FTBM, znajduje uzasadnienie w konieczno$ci wy-
znaczania dwoch funkcji charakterystycznych, co, przy numerycznym obliczaniu
odwrotnych transformat Fouriera niezbgdnych do uzyskania wyniku koncowego,
powoduje wydtuzenie czasu oczekiwania na wynik koncowy'*.

Nieco inaczej sytuacja przedstawia si¢ natomiast w przypadku modelu BS-
-FTCM, w ktorym, pomimo ze wykorzystywana jest tylko jedna funkcja charak-
terystyczna, pojawia si¢ problem oscylacji funkcji podcatkowej zmniejszajacy
precyzje dokonywanych obliczen, w szczegdlnosci w przypadku opcji bliskich
momentowi wykupienia, ktore znajduja si¢ gleboko out-of-the-money lub in-the-
money. Dostrzezenie tak okre§lonej prawidlowosci jest przyczyna modyfikacji
podejscia BS-FTCM przez P. Carra i D. Madana tak, aby dostosowac¢ je do krot-
kich okresow pozostajacych do konca obowigzywania kontraktow. Pomijajac
kwesti¢ popetnionego btedu matematycznego przez autoré6w modelu (sic!) nale-
zy zauwazyc¢, iz wyznaczony cel nie zostat w pelni osiagnigty.

Kwestia do rozstrzygnigcia pozostaje zatem wybor najlepszego podejscia
sposrod koncepcji BS-FTAttari, BS-FTBates, BS-FTLewis i BS-FTLipton. Po-
mimo opinii A. Lewisa dotyczacej przewagi opracowanego przez niego modelu
nad innymi metodami wyceny'’, wykonane obliczenia'® nie potwierdzaja stusz-
nosci tak sformutowanego pogladu. W konsekwencji, alternatywne do G. Baks-
hi’ego i D. Madana oraz P. Carra i D. Madana sposoby okreslania wartosci teo-
retycznych kontraktow opartych na prawach pochodnych przy wykorzystaniu
transformacji Fouriera nalezy uzna¢ za zblizone do siebie zar6wno pod wzgle-
dem szybkosci obliczeniowej, jaki precyzji generowanych wynikow.

4" A. Orzechowski: Wycena opcji za pomocq transformaty Fouriera — podejscie analityczne i nu-
meryczne. Badania dla mtodych naukowcow. KZiF Szkota Gtéwna Handlowa, Warszawa 2012.

15°A. Lewis: Op. cit., s. 15.

16" A. Orzechowski: Op. cit., I1 etap.
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Podsumowanie

Niniejszy artykul prezentuje najwazniejsze sposoby wyceny opcji przy wyko-
rzystaniu transformaty Fouriera. Przedstawiane koncepcje mozna podzieli¢ na dwie
czesci: pierwsza dotyczaca modeli tradycyjnych, tj. BS-FTBM i BS-FTCM, oraz
drugg obejmujaca podejscia alternatywne, tj. BS-FTAttari, BS-FTBates, BS-
-FTLewis i BS-FTLipton. Pomimo ze do najczesciej stosowanych sposobow okre-
slania warto$ci teoretycznych instrumentow finansowych zalicza si¢ metodologie
opracowane przez G. Bakshi’ego i D. Madana oraz P. Carra i D. Madana, to o wiele
korzystniejsze, zarowno ze wzgledu na szybkos¢, jak i precyzje generowanych wy-
nikow, wydaja si¢ podejscia M. Attari’ego, D.S. Batesa, A. Lewisa czy A. Liptona.
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CAN EUROPEAN-STYLE OPTIONS BE PRICED BETTER
THAN IN CARR-MADAN MODEL. REVIEW OF MODELS BASED
ON FOURIER TRANS FORM

Summary

This document relates to the valuation of options using the Fourier transform. Top-
ics covered in the document include both analysis of the traditional approaches and al-
ternative concepts. The subject matter of particular interest is the speed and computa-
tional precision of the European-style option valuation methods.



