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ALTERNATYWNE WZGLEDEM UJECIA
MARKOWITZA PODEJSCIE DO SZACOWANIA
STOPY ZWROTU Z PORTFELA

Wprowadzenie

W analizach portfelowych jednym z najwazniejszych rozwazanych para-
metrow jest oczekiwana stopa zwrotu. Szacowaé ja mozna — w sensie uzytego
wzoru — przy uzyciu wielu réznych metod. Warto zwrdci¢ uwage, ze po przyje-
ciu okreslonej metody mozliwe do zastosowania sa dwa zgota odmienne ujecia.
Pierwsze (ujecie niejednolite — UN) polega na osobnym szacowaniu oczekiwa-
nych stdp zwrotu z pojedynczych walorow (zgodnie z przyjeta metoda), a nastep-
nie na swego rodzaju interpolacji — wymagajacej uzycia kolejnej metody — uzyska-
nych oszacowan na portfele o dowolnych udziatach procentowych walorow (tak
jest np. w klasycznym modelu Markowitza). Drugie (ujecie jednolite — UJ) — kto-
rego prezentacja oraz pokazanie pewnych jego przewag jest zasadniczym celem
opracowania — polega na jednolitym traktowaniu wszystkich bez wyjatku portfeli
(o réznych udziatach procentowych waloréw, w tym takze pojedynczych). Skut-
kiem tego uzyskuje si¢ spojnos¢ merytoryczng metodologii szacowania oczeki-
wanych stop zwrotu.

Wsérod metod szacowania oczekiwanej stopy zwrotu, ktore sa powszechnie
akceptowane i stosowane w praktyce nalezy wymieni¢ tzw. metody historyczne,
bazujace na zalozeniu niezmiennosci stop zwrotu w czasie i odwotujace si¢ do ich
przesztych realizacji.

Niech zatem rozwazony bedzie pewien indeks Y (np. warto$¢ pojedyncze-
go waloru lub warto$¢ portfela), ktory w chwili 7 (¢ € {1, ..., T}) przyjat wartos¢
Y, za$ jego stopa zwrotu byta rowna R. Wowczas jako oszacowanie oczekiwane;j
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stopy zwrotu r, na chwile 7+ 1 mozna przyja¢: a) Srednig arytmetyczng realiza-
cji stopy zwrotu, b) sSrednig wazona realizacji stopy zwrotu, ¢) zrealizowanag stope
zwrotu za caty okres inwestycji w przeliczeniu na okres jednostkowy, ktore dane
sg odpowiednio wzorami:
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Aby uszczegbdtowi¢ rozumienie obu uje¢ (UN, UJ) szacowania stopy zwro-
tu w przypadku portfela, przyjmijmy kolejne oznaczenia. Niech X , ... ,X ozna-
czajg n walorow sktadajacych si¢ na portfel Z(w), gdzie w = (w,, ..., w ) okresla
udziaty (pod wzgledem warto$ci) poszczegdlnych walorow.

Wowczas w sensie UJ, po uprzednim wyborze metody (wzoru) szacowania
oczekiwanej stopy zwrotu, stosuje si¢ t¢ metode dla kazdego wyboru w udziatow
walorow w portfelu. W szczegdlnosci wiec rowniez w odniesieniu do kazdej ze
sktadowych portfela uzyta jest dokfadnie ta sama metoda — dla X, mamy bowiem
w=(0,...,0,1,0,...,0).

W sensie UN, po uprzednim wyborze metody (wzoru) szacowania oczekiwa-
nej stopy zwrotu, stosuje si¢ t¢ metode tylko wzglgdem walorow X, a nastgpnie
z wykorzystaniem jakiej$ metodologii szacuje si¢ (interpoluje) oczekiwang sto-
pe zwrotu z portfela w oparciu o oszacowania wyznaczone dla waloréw. W tym
kontekscie, w praktyce powszechnie stosowane jest podejscie zaczerpnigte z kla-
sycznej markowitzowskiej teorii optymalizacji portfela, tzn. za oczekiwanag stope
zwrotu z portfela przyjmuje si¢ srednig wazona stop zwrotu ze wszystkich walo-
row (wagami sg udziaty w). Wiasnie ze wzgledu na t¢ powszechno$¢ poroéwnanie
istoty UJ 1 UN zostanie poczynione w dalszym ciggu opracowania przez state od-
niesienie si¢ w przypadku UN do liniowej, markowitzowskiej interpolacji oszaco-
wan oczekiwanej stopy zwrotu z portfela.

Abstrahujac od faktu, czy model Markowitza jest wtasciwym narzedziem
do optymalizacji portfela” nalezy podkresli¢, ze bezrefleksyjne przeniesie jedy-

*

Wsrod wielu prac krytykujacych metod¢ Markowitza mozna wymieni¢ opracowanie [1], w kto-
rym pada nawet stwierdzenie, ze ,,jest ona w praktyce nieuzyteczna”.
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nie jednego elementu tego modelu — czyli metody szacowania oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela — w inne realia moze prowadzi¢ do pewnych przektaman.

1. Rozbieznos$¢ miedzy ujeciami szacowania oczekiwanej stopy zwrotu’

Aby uzmystowi¢ sobie wage nakre$lonego problemu dokonamy analizy pro-
stego przyktadu. Niech dane bedg dwa walory X 1 X, ktore rozwazamy w dwoch
nastepujacych po sobie momentach 1 =01 ¢ = 1. Przyjmujemy, ze warto$ci walo-
row ksztattujg si¢ nastgpujaco: X =80, X, =90 oraz X, = 60 , X, =55. Stad
zrealizowane stopy zwrotu tych waloréw vx’fynoszq odpov’viednio é,’ ﬁ 1 s3 one
przyjete za oczekiwane stopy zwrotu z walorow. Nastepnie budujemy portfel zto-
zony z n, =4 jednostek waloru X i 7, = 6 jednostek waloru X, (tym samym udzia-
ty pod wzgledem ilosci wynoszg odpowiednio v, = 0,4, a v, = 0,6). Wartos¢ port-
fela w momentach =017 =1 jest wigc odpowiednio rowna Z = 680 i Z = 690.
Oznacza to, ze zrealizowana (i przyjeta w sensie UJ za oczekiwang) stopa zwro-
tu z tego portfela wynosi é. Z drugiej strony stopa zwrotu w sensie UN z portfe-
la wynosi 2—;6 (= % : é - % : é) i jest okoto 1,725 razy wieksza od poprzed-
niego oszacowania. Widoczne staje si¢ zatem, ze uj¢cia prowadzg do rozbieznych
oszacowan.

Zastawienie omowionych warto$ci znajduje si¢ w tab. 1, w ktorej warto
zwrdci¢ uwage na udziaty walorow w portfelu pod wzgledem wartosci (2 ostatnie
kolumny), poniewaz udziaty te sg r6zne w momentach t=01¢= 1 (w przeciwien-
stwie do statych udziatow ilosciowych v).

Tabela 1
Zestawienie parametrow portfela
t=0 t=1 Ty n, v, w (t=0) w (t=1)
X, 80 90 1/8 4 0,4 8/17 12/23
X, 60 55 —-1/12 6 0,6 9/17 11/23
Z 680 690 1/68

Analogiczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla dowolnych udziatow (za-
rowno wzgledem warto$ci w = (w, 1 —w) namoment =1, jak i ilosciv = (v, 1 —v)
walorow w portfelu. W efekcie uzyskuje si¢ funkcyjng zaleznos¢ wartosci oczeki-
wanej stopy zwrotu z portfela od udzialu w — lub odpowiednio udziatu v — waloru
X,. Zaleznosci te prezentuje rys. 1, a jak tatwo policzy¢ s one dane wzorami:

*

Wszystkie obliczenia i wykresy prezentowane w opracowaniu zostaty wykonane w srodowisku
obliczeniowym R.
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Rys. 1. Oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu w zaleznos$ci od udziatu waloru pierwszego w port-
felu (wykres (a) prezentuje udziat w sensie warto$ci, wykres (b) — udziat w sensie ilosci;
linie ciggle odpowiadaja UJ, a przerywane — UN)

Wida¢ wiec, ze oba ujecia sg zgodne jedynie dla portfeli ztozonych z po-
jedynczych walorow, a poza tym UN daje zawsze wigksze oszacowania niz UJ.
Warto wigc odnotowac, ze moze byc¢ tez i tak, ze oszacowania oczekiwanych stop
zwrotu — w sensie obu uje¢ — sg roznych znakow.

Wykresy (a) i (b) na rys. 1 nie przedstawiaja roznych jakosciowo przypad-
kéw, lecz stanowig spojrzenia z dwoch réznych perspektyw na to samo zagadnie-
nie. Wynika to z faktu, ze przy znanych wartosciach waloréw w portfelu mamy
wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy udzialami pod wzgledem war-
tosci 1 udziatami pod wzgledem ilosci tych waloréw w portfelu. Wobec tego wy-
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bor typu udziatéw jest zalezny od potrzeb konkretnych analiz lub przyzwyczajen
badacza’.

W przypadku prezentowanego przyktadu zaleznosci migdzy udziatami pre-
zentujg funkcje:
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2. llustracja empiryczna

Nakreslone na podstawie danych umownych problematyczne kwestie war-
to zobrazowaé rowniez na podstawie przyktadowych danych empirycznych.
W tym celu analizom poddano portfele tworzone z akcji KGHM i PKN Orlen na
30.09.2011 r. z horyzontem czasowym wynoszacym 1 dzien roboczy. Za metode
szacowania oczekiwanej stopy zwrotu przyjeto Srednig arytmetyczna z 500 ostat-
nich realizacji stopy zwrotu zgodnie ze wzorem (1)™. Tak rozumiane oszacowa-
nia oczekiwanych stop zwrotu z waloréw sa w dalszym ciggu oznaczone jako ",
2. Z kolei niech n, i n, oznaczaja odpowiednio liczbg akcji KGHM i PKN Orlen
w portfelu. Wowczas:

n n,
y = —— y, = ——— (V1+V2:1) (10)

1 + > 2
n,+n, n, + n,

sg udziatami akcji w portfelu pod wzgledem ilosci, natomiast:

n X n, X
wo=——2L w=2"2 (wotw,=1) (11)
Z; Z;
udziatami pod wzgledem wartosci, gdzie X, ., X, . sa notowaniami akcji, a Z, =
=n, - X ,+n, X, —wartoScig portfela na dzien T = 500.

Z praktycznego punktu widzenia bardziej uzyteczne zdaja si¢ by¢ udziaty w sensie ilosci, ponie-
waz czgsciej zdarzajg si¢ sytuacje, ze inwestor w pewnym horyzoncie czasowym utrzymuje state
udziaty w portfelu w sensie ilo$ci niz w sensie wartosci. Wowczas, jesli w pewnym horyzoncie
czasowym udziaty w sensie ilo$ci sg state, to udzialy w sensie warto$ci zmieniaja si¢ przy kazdo-
razowej zmianie warto$ci walorow.

Wobec tego podstawa wszelkich obliczen sa dzienne notowania na zamknigcie kursow akcji obu
spotek z okresu 8.10.2010-30.09.2011 (po 500 obserwacji) z GPW w Warszawie.

*

*
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Przy przyjetych oznaczeniach i zatozeniach mozna wyprowadzi¢ nastepuja-
ce wzory na oczekiwang stope zwrotu z portfela w rozumieniu UN 1 UJ w zalez-
nosci od udziatéw walorow:

riw)=w-rg) + (1-w)-r (12)
1 & WXZ,T(Xl,t _Xl,t—l) + (I_W)XI,T(XZ,t _XZ,t—l)
rin =7 2 (13)
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gdzie:
w=w,v=v —stosownego typu udziaty KGHM w portfelu,
X, ,» X, ,—notowania akcji w dniu nr 7.

" Przedstawione wzory dobitnie pokazuja, ze oszacowania oczekiwanej stopy
zwrotu z portfela sg ewidentnie zalezne od przyjetego ujecia, co dobrze uwidacz-
nia rys. 2. Tym razem takze okazuje si¢, ze oba ujecia sg zgodne jedynie dla poje-
dynczych walorow i ze poza tym UN daje zawsze wigksze oszacowania niz UJ.
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Rys. 2. Oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu w zaleznosci od udziatu akcji KGHM w portfelu
(wykres (a) prezentuje udzial w sensie wartosci, wykres (b) — udzial w sensie ilosci; linie
ciggte odpowiadajg UJ, a przerywane — UN)
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Stwierdzone rozbieznosci w oszacowaniach oczekiwanej stopy zwro-
tu mogg mie¢ dalsze konsekwencje. Wyobrazmy sobie, ze inwestor dysponu-
jac takimi oszacowaniami dokonuje optymalizacji portfela postugujac sie jedna
z trzech miar ryzyka: warto$cig zagrozong (VaR), warunkowa wartoscia zagro-
zong (CVaR) i odchyleniem standardowym (OS)*. Zat6zmy ponadto, ze wymie-
nione miary dla ustalonego sktadu portfela szacowane sa na podstawie zrealizo-
wanych stop zwrotu tego portfela, ktore z kolei odtwarzane sg za pomocag takich
samych metod i ujecia, jak szacowana byta odpowiadajgca im oczekiwana sto-
pa zwrotu.

Wyznaczone w ten sposob empiryczne wartosci miar ryzyka, w zaleznos$ci
od udzialu pierwszego waloru, zilustrowane sg na rys. 3.
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Miary te dla prostoty rozwazane sa jako stosowne parametry rozktadu stop zwrotu z portfela,
w szczegolnosei VaR jest wiee rozumiane jako kwantyl tego rozktadu, a nie odpowiadajaca temu
kwantylowi strata na warto$ci portfela. Ponadto VaR i CVaR sa wyznaczane z perspektywy krot-
kiej pozycji — odnoszg si¢ zatem do prawych ogonéw rozktadu stop zwrotu.
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Rys. 3. Wartosci empirycznych miar ryzyka portfela w z zaleznosci od udziatu akcji KGHM (wy-
kresy w kolumnie (a) prezentuja udziat w sensie wartosci, wykresy w kolumnie (b) — udziat
w sensie ilo$ci; linie ciggte odpowiadajg UJ, a przerywane — UN)

Wzrokowa analiza wykresoéw z rys. 3 wskazuje na ewidentng zalezno$¢ osza-
cowan miar ryzyka od przyjetej metody szacowania oczekiwanej stopy zwrotu.
Mimo Ze z pozoru warto$ci oszacowan miar ryzyka roznig si¢ (w sensie konfron-
tacji UN z UJ) migdzy soba w nieznacznym stopniu, to jednak po przetozeniu tych
rozbieznosci na straty na wartosci portfela mozna uzyskaé rozbieznosci, ktorych
nie da si¢ bagatelizowac.

Podsumowanie

Nakreslone w opracowaniu problemy, dobitnie widoczne w $wietle zapre-
zentowanych prostych przyktadéw, pozwalaja na wyszczegolnienie kilku ogol-
niejszych kwestii:

— Wartos$¢ oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu z portfela jest istotnie zalez-
na nie tylko od przyjetej metody szacowania (fakt ten jest powszechnie znany),
ale (co wazne, a niestety nie zawsze uswiadomione przez praktykow) takze od
rodzaju przyjmowanego uje¢cia (UN, UJ).

— Zaniedbywanie istnienia zaleznosci oszacowania oczekiwanej stopy zwrotu od
rodzaju stosowanego ujecia, przejawiajace si¢ w bezrefleksyjnym ,,przeszcze-
pianiu” ujecia Markowitza bez sprawdzenia zatozen czy model Markowitza
mozna stosowaé, moze prowadzi¢ do przektaman.

— Stosowanie ujecia jednolitego (UJ) wydaje si¢ o wiele zasadniejsze, ponie-
waz wérdd zalet tego ujecia nalezy wymieni¢ przynajmniej dwie: UJ cechu-
je spojnos¢ merytoryczna, gdyz zawsze stosuje si¢ te¢ samg metod¢ szacowania
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oczekiwanej stopy zwrotu — tak dla pojedynczych waloréw jak i dla portfela
o dowolnych proporcjach udzialéw tych waloréw; UJ odwotuje si¢ tylko do
jednego — notabene niebudzacego zadnych kontrowersji — zatozenia, ktére do-
tyczy wyboru metody (w sensie wzoru) szacowania oczekiwanej stopy zwrotu.
Nie ma wigc potrzeby czyni¢ kolejnego, dyskusyjnego zatozenia zwigzanego
z interpolacjg oczekiwanych stop zwrotu z waloréw na portfel.

— Pewng niedogodnoscia UJ jest zdecydowanie wigksza ztozono$¢ obliczenio-
wa. Szczgsliwie jednak w dobie komputeréw niedogodnos¢ ta jest wrecz zanie-
dbywana i z pewnos$cia nie moze by¢ uwazana za wad¢ ujgcia.

Wobec nakre§lonych powyzszej kwestii zasadne jest postawienie postulatu,
aby w praktyce szacowa¢ oczekiwang stope zwrotu z portfela w sensie ujecia jed-
nolitego, za$ ujecie niejednolite — w szczegolnos$ci zaczerpnigte z modelu Marko-
witza — ograniczy¢ tylko przypadkow, w ktorych istniejg zasadne przestanki, ze
spetnione sa zalozenia co do stosowalnos$ci catego modelu.

Literatura

1. Galus S., Sokotowska K., Optymalizacja portfela na polskim rynku papieréw
warto$ciowych, Prace Naukowe WSB w Gdansku, t. 1, Gdansk 2008.

2. Jajuga K., Jajuga T., Inwestycje. Instrumenty finansowe, aktywa finansowe,
ryzyko finansowe, inzynieria finansowa, Wydawnictwo Naukowe PWN, War-
szawa 2006.

3. Markowitz H., Portfolio selection, ,,The Journal of Finance” 1952, Vol. 7, No. 1.

4. Markowitz H., Portfolio selection. Efficient diversification of investments,
John Wiley & Sons, New York 1959.

5. Tarczynski W., Rynki kapitalowe. Metody ilosciowe, t. 2, Placet, Warszawa
1997.

6. R Development Core Team (2011). R: A language and environment for sta-
tistical computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria.
ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/



Alternatywne wzgledem ujecia Markowitza podejscie do szacowania... 101

ALTERNATIVE FORMULATION OF RATE-OF-RETURN ESTIMATION
IN COMPARISON WITH MARKOWITZ APPROACH

Summary

In the study, two approaches of rate-of-return estimation are compared. One of them,
that predominates in practice and that is called by the authors heterogeneous, refers to
a separate rate-of-return estimation for every individual asset, and then to an interpolation
of obtained values in order to asses rate of return for any portfolio with priorly given pro-
portions of assets. The heterogeneous approach is based on premises concerning a proper
method of rate-of-return estimation for individual assets, and a specific method of inter-
polating estimates for any portfolio as well. In contrast, the other approach, called homo-
geneous, refers to uniform treatment of all portfolios without exceptions, which leads to
a direct rate-of-return estimation for any portfolio with priorly given proportions of assets.
The essence of both approaches and discrepancies between them are illustrated with use
of properly chosen examples (arbitrary and empirical). Examples’ analysis indicates some
advantage of the homogeneous approach over the heterogeneous one.





