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ZBIEZNOSC STRATEGII OPTYMALNYCH
NA RYNKACH FINANSOWYCH
Z OGRANICZENIAMI PLYNNOSCI

Streszczenie: W pracy rozwazamy model rynku finansowego opisanego przez Cetina
i Rogersa [2007], w ktorym S$cisle wypukte koszty transakcyjne stuza do modelowania
efektow zwiazanych z ograniczeniami ptynnosci. Udaje si¢ wzmocni¢ rezultaty tej pra-
cy, dowodzac jedynosci strategii optymalnych, oraz wykazaé ich ciaglos¢ wzgledem
preferencji inwestorow.

Stowa kluczowe: koszty transakcyjne, strategie optymalne, ryzyko plynnosci, wycena
instrumentow.

Wprowadzenie

Ryzyko ptynnosci jest jednym z najwazniejszych typow ryzyka, z jakim
mamy do czynienia na rynkach finansowych. Dotychczasowe badania zwiazane
z modelowaniem ryzyka plynnosci i jego wptywu na zachowanie si¢ inwestorow
i rynkéw finansowych nie sa jednak zbyt zaawansowane, by¢ moze z powodu
braku zgody w sprawie definicji ptynno$ci, nawet w kategoriach jakosciowych.
Efekty zwiazane z ptynno$cia mozna najprosciej opisa¢ jako trudnosci lub ko-
nieczno$¢ poniesienia dodatkowych kosztoéw w sytuacji, gdy chcemy w kréotkim
czasie sprzeda¢ lub kupi¢ wigksza ilos¢ pewnych aktywow.

Wystepuja dwa podejscia do modelowania efektow zwiazanych z ptynno-
Scig. Wedlug pierwszego z nich transakcje duzego inwestora maja wplyw na
cen¢ rynkowa. Znane sa udokumentowane przypadki, gdy duzy inwestor (lub
grupa inwestoréw) wpltywat na rynek, co zwykle objawialo si¢ znacznym wzro-
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stem cen, po ktorym nastgpowat krach. Przyktadem jest dziatalno$¢ braci Hunt
na rynku srebra w latach 1979-1980, ktora spowodowata wzrost ceny z 9 do
48,70 dolara za uncj¢ [Rogers i Singh, 2004]. Schemat postgpowania jest wow-
czas nastepujacy: nalezy zaja¢ dluga pozycje w kontraktach terminowych na
dany walor, a nastgpnie dokona¢ duzych zakupoéw na rynku pierwotnym. Inwe-
storzy, ktorzy zajeli krotkie pozycje, wraz z wygasaniem kontraktow zmuszeni
sa do zakupow, co na rynku z obnizong podaza skutkuje wzrostem cen. Podobne
dziatania z uzyciem opcji mozna podjac na rynku akcji.

Istnieja wady tego podejscia. Po pierwsze, jesli pojedynczy inwestor wpty-
wa na ceng, to cena powinna uwzglednia¢ dziatania wszystkich inwestorow, co
czyni model niemal bezuzytecznym. Drugi argument to tzw. fiee round trip:
inwestor moze wystawic¢ opcje typu down-and-out, a nastgpnie sprzeda¢ aktywa,
na jakie zostaly wystawione opcje, co spowoduje spadek ich kursu, czyniac wy-
stawione opcje bezwartosciowymi. Po odkupieniu aktywow inwestor jest bogat-
szy o premig, za jaka sprzedat opcje, wigc osiaga zysk bez ryzyka.

Cetin 1 Rogers [2007] stosuja inne podejscie: opisuja model rynku, na kto-
rym efekt dziatalnosci duzego inwestora w obliczu ograniczonej ptynnosci owe-
go rynku ma jedynie krotkookresowy, ,lokalny” wpltyw na ceng: w tym ujeciu
cena ptacona przez tego inwestora rozni si¢ od rynkowej o koszt transakcyjny
opisany funkcja wypukla. Autorom udaje si¢ dowie$¢ m.in. istnienia strategii
optymalnych dla problemu maksymalizacji uzyteczno$ci na takim rynku. W tej
pracy prowadzimy rozwazania w tym samym modelu rynku finansowego. Udaje
si¢ nam wzmocni¢ zawarte w cytowanej pracy rezultaty, dowodzac jedynosci
strategii optymalnych oraz wykaza¢ ich zbiezno$¢.

Opis strategii inwestycyjnych, ktore powinny by¢ wybierane przez inwesto-
réw obecnych na niepewnych rynkach finansowych, a pragnacych pomnazac¢ swo-
je bogactwo w sposob optymalny, jest typowym problemem rozwazanym w ma-
tematyce finansowej. Optymalnos¢ ta moze dotyczy¢ zard6wno najkorzystniejszej
wyceny instrumentow finansowych, jak i maksymalizacji pewnego funkcjonatu
okreslajacego preferencje inwestora. Naturalne jest rowniez pytanie, jak zacho-
wanie inwestora i1 jego optymalnos$¢ zaleza od tych preferencji oraz innych pa-
rametréw rynku finansowego. Pytanie to ma szczegdlne znaczenie przy probie
praktycznej implementacji modelu, gdyz stabilno$¢ rozwiazan odgrywa funda-
mentalna rol¢ przy obliczeniach numerycznych.

Problem stabilno$ci strategii optymalnych i cen wzgledem zmian preferen-
cji badali jako pierwsi Jouini i Napp [2004], ktorzy rozwazali model rynku zu-
petnego z czasem ciaglym, na ktorym ceny akcji opisane sa przez geometryczny
ruch Browna. Dowiedli oni zbiezno$¢ prawie na pewno oraz w LP, p > 1, pro-
cesOW optymalnego bogactwa i konsumpcji oraz zbiezno$¢ optymalnych strate-
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gii w L' w ogélnym przypadku i ich prawie pewna zbieznoéé przy pewnych
dodatkowych zatozeniach na proces cen i funkcje uzytecznosci. Larsen [2009]
rozszerzyt te rozwazania na klas¢ modeli, w ktorych ceny sa ciaglymi semimar-
tyngatami, obejmujac w ten sposob réwniez rynki niezupelne. Problemem sta-
bilnosci dla modeli finansowych z czasem ciaglym zajmuja si¢ réwniez prace
[Kardaras i Zitkovi¢, 2011] i [Larsen i Zitkovié, 2007].

W czasie dyskretnym problemem ciaglej zaleznosci strategii od preferencji
inwestoréw zajmowali si¢ Carassus 1 Rasonyi [2007], ktorzy pod pewnymi zato-
zeniami dotyczacymi regularnosci dowiedli zbieznosci prawie na pewno strate-
gii optymalnych na rynku, na ktérym inwestorzy postuguja si¢ funkcjami uzy-
tecznos$ci okreslonymi na calej prostej. Dla problemu z funkcjami uzyteczno$ci
ograniczonymi do poétosi podobne rozwazania dla rynkow bez kosztow transak-
cyjnych i z kosztami zawieraja odpowiednio prace [Kucharski, 2006, 2008].

1. Model rynku

Rozpoczniemy od omoéwienia najbardziej istotnych elementéw modelu
Cetina i Rogersa [2007], ktéry bedzie podstawa naszych dalszych rozwazan. Mo-
delem rynku finansowego jest tu przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) z dys-
kretna filtracja (.7-})?:’61 Inwestorzy obecni na rynku maja mozliwos$¢ inwestowa-
nia w obarczona ryzykiem akcj¢ oraz lokowania gotowki na pozbawionym ryzyka
koncie bankowym, ktérego stopa procentowa jest, dla uproszczenia, réwna 0.
Ceny akcji opisuje $cisle dodatni, adaptowany proces ( St)fzo o wlasnosci
S, € LY, t=0,...,T. Pomigdzy momentami ¢ i ¢+ 1 zmiana liczby akcji w port-
feluz X, do X;;1 powoduje zmiang ilosci gotowki z Y; do

Y1 =Y — o(AXy41) S,

gdzie AX, 1 = X1 — X,. Zakladamy, ze wielko$¢ A X, jest wyznaczana
przez inwestora w chwili ¢, wigc proces (AXt):gF:l jest prognozowalny, nato-

miast procesy X i Y sa adaptowane. O funkcji opisujacej koszty ptynnosci
¢: R — (—00, 00| zaktadamy, Ze jest $cisle rosnaca i $cisle wypukta na zbio-
rze, na ktérym jest skonczona, oraz spetnia warunki:

inf¢'(z) =0, supy/(z) =00, ¢(0)=0.

Potrzebny nam bedzie rowniez techniczny warunek:

Stcﬁ(—x/St)ELl, tZO,...;T, CB>O,
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gdzie funkcja @(w) = inf{p(z) + wx} okreslona dla w < 0 (dla w >0
mamy tu $(w) = —oc) jest wypuklym sprzgzeniem funkcji .

Celem inwestora jest maksymalizacja uzytecznosci koncowego zasobu go-
towki BU (Y7.1), przy czym w chwili 7" inwestor likwiduje pozycje w akcjach,
tak aby w chwili 7" + 1 posiada¢ jedynie gotowke. Zaktadamy, ze funkcja uzy-
tecznosci U: R — (—o0, 0] opisujaca preferencje inwestora jest niedodatnia,
Scisle rosnaca, $cisle wklgsta oraz spetnia warunki Inady:

sup U'(z) = 400, infU'(z) = 0.

Ponadto zaktadamy, ze U(a + bSt) € L', dla dowolnych a,b € R, oraz
dla pewnego ~ > () funkcja = +— €7*|U(z)|jest rosnaca.

2. Istnienie i jedynos$¢ strategii optymalnych

Inwestor, ktory w chwili ¢ posiada kwote 4 gotowki i x sztuk akcji oraz
bedzie odtad stosowat strategie (AX j)T zakonczy inwestycje w chwili

J=t41
T + 1z gotowka
N T
Yrs=y— ) @(AX)Sji—¢|—z— Y AX;| S
j=t+1 j=t+1
Definiujemy funkcje wartosci

vi(2,y) = ess.supe, E[U (Yr41)|F), (1)

gdzie C, oznacza rodzing tych procesow, dla ktorych X; = z, Y; = y oraz pro-
ces (AX j);__r:t .1 jest prognozowalny, dla t = 0, ..., T Funkcje te sa niedodat-

nie i catkowalne dla wszystkich (z,y) € R% Zauwazmy, ze

vr(z,y) = Uy — ¢(—x)St).

Za praca [Cetin i Rogers, 2007] przytaczamy nast¢pujace wyniki.
Lemat 2.1. Funkcje v, sq wkleste i rosnqce ze wzgledu na x i y prawie na pewno.
Lemat 2.2. Dia t = 0, ..., T funkcje wartosci spetniajq réwnanie Bellmana

vi(z,y) = ess. supaElver (x + Az, y — o(Az)Sy) | F. )
Lemat2.3.Dlat =0,...,T orazn = (n,m2) n1 > 0, gy > 0, mamy

0(n) < —m2Se@(—n1/1m2St) + Elve1 ()| F),

gdzie Uy sq wypuktymi sprzezeniami v, zdefiniowanymi jako



32 Rafat Kucharski

ty(n) = sup{w(x,y) — mz — ny}.
E’y

W szczegdlnosci, ijt(Ti) € Ll.
Lemat 2.4. Dla dowolnych (x,y) € R? istniejq prognozowalne strategie opty-
malne dla problemu (1).

Musimy wzmocni¢ nieco powyzsze wyniki, poniewaz dowodzac zbieznosci
strategii optymalnych, potrzebujemy ich jedynosci. Najpierw pokazemy, ze
funkcje wartosci sa $cisle rosnace i $cisle wklgste, co nastgpnie pomoze nam
w dowodzie jedynosci strategii optymalnych.

Lemat 2.5. Dia t =0, ...,T, funkcje wartosci v, sq prawie na pewno scisle
wkleste i Scisle rosnqce ze wzgledu na obie wspotrzedne.
Dowod. Scista monotonicznosé jest oczywista. W dowodzie s'cisiej wklegstosci
skorzystamy z indukcji wstecznej. Funkcja vr(x,y) = U(y — ¢o(—2)St) jest
Scisle wklesta dzieki $cistej wklestosci i monotoniczno$ci U oraz $cistej wypu-
klosci g dla p € (0,1), (x1, 1), (72, y2) € R (21,y1) # (22, y2), mamy:
pur(z1, 1) + (1 — plor(xa, yo) =

= pUy = ¢(=21)57) + (1 = p)U(y2 — p(=2)S7)

< U(p(yr — p(=21)Sr) + (1 = p)(y2 — o(—22)57))

= Ul(pyr + (1 = p)ya) — (po(=21) + (1 = p)ip(—22))57)

< U((pyr + (1 = p)y2) = (p(—(p1 + (1 = p)z2))Sr))

= vr(pz1 + (1 = p)z2, pyr + (1 — p)ye).

Ustalmy teraz t=0,...,7—1 pe(0,1), (z1,11) (z2,72) € R?
(21,11) # (o, y2) oraz zalozmy, ze zdotaliSmy juz wykaza¢ Scista wklgstose
Vi1 Oznaczajac przez @ = pry + (1 —p)wg, y = pyr + (1 — p)y, oraz
Ax = pAzt + (1 — p)Az?, gdzie Az’ sa prognozowalnymi zmiennymi lo-
sowymi, dla ktorych osiagnigte jest supremum w (2) dla (z;,v;), ¢ = 1,2, ma-
my:
pre(z1,y1) + (1= plu(2, y2) =

= pEfv. 1 (zy + Azt yy — o(Azh)S)|F+

+ (1= p)E[vy (22 + Az? o — p(Az2) )| Fi] <
< Elvea(z + Az, y — (po(Ax’) + (1 = p)p(Ac2) S| F] <
< Elvggr(z 4+ Az, y — o(Az)Sy)|F] <

< ess. supeB[ve (z + &y — 0(§)Se)|F] = vz, y) p-n.
co oznacza $cista wklestos¢ v, 1 na mocy indukcji konczy dowod.
Lemat 2.6. Dia kazdego (z,vy) € R? optymalna strategia dla problemu (1) jest
wyznaczona jednoznacznie.
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Dowod. Wystarczy pokaza¢ jedyno$¢ optymalnej strategii Az w rownaniu (2).
Przypu$émy wiec, iz dla pewnego ¢t = 0,...,7T oraz (x,y) € R? mamy takie
dwie strategie optymalne (Ax?), i = 1,2, z¢ P(Axz' # Ax?) > (. Poniewaz
¢ jest $cile wklesta, dla kazdego p € (0, 1) mamy:
P (p(Az) < po(Az') + (1 = p)p(Az?)) > 0,
gdzie Az = pAz' + (1 — p)Az? Stad, oraz korzystajac z faktu, ze ;41 jest
Scisle rosnaca ze wzgledu na y, otrzymujemy:
Ct(‘r: y) = pﬂt(l', y) + (1 - p)”t(‘xa y) -
=K [PUt+1(1' + Azl y — @(Ax1>5t)+
+(1 = p)vna(z + Az’ y — p(Az?)S,)|F) <
<E [UtH(z + Az, y — (pp(Azt) + (1 — p)go(AxQ))St)U-}] <

<E vz + Az, y — o(Az)S,)|F] < vz, y),
na zbiorze o dodatnim prawdopodobienstwie. Ta sprzeczno$¢ dowodzi jedynosci
strategii optymalnych.

3. Zbieznos¢ strategii optymalnych

Chcac rozwazaé zbiezno$¢ strategii optymalnych, zamiast jednego inwesto-
ra bedziemy rozwaza¢ ciag inwestorow, ktorych preferencje beda opisane funk-
cjami uzytecznosci U*, k € N, spehiajacymi te same zalozenia, ktére weze-
$niej natozyliSmy na U. Uzywamy tu jako indeksow elementéw zbioru
N := NU{oc} liczb naturalnych z dodana nieskoficzonoscia. Stad, dla kazdego
k € N, poprawnie zdefiniowane sa funkcje wartosci Uf, t=0,...,T, o opisa-
nych w poprzedniej czesci wlasno$ciach, jak réwniez istnieja wyznaczone jedno-
znacznie strategie optymalne maksymalizujace wyrazenie E(U* (Y7, 1)). Pytamy,
jak strategie optymalne zachowuja si¢ przy zbieznych preferencjach, a zatem zakta-
damy warunek:

Jim U () =U>(z), zeR 3)

Rozpoczniemy od nastgpujacego technicznego lematu.

Lemat 3.1. Niech f,: R — R, n € N, beda takimi funkcjami $cisle wklesty-
mi, ze lim, .o fu(7) = foo(z), TER oraz lim, ., o fo(z) =
= lim oo fu(Z) = —00dla n € N. Niech ponadto Tn, n € N, beda takimi
punktami, ze

fn(in) = I?ga]}é( fn(l'), n € N.
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Wéwczas istnieje taki przedzial zwarty K, ze Tn € K dla dostatecznie duzych n.
Dowod. Ustalmy € > Oiniech K = {z € R: fo(2) > fo(oo) — 22} Zbior
K jest przedziatem zwartym. Niech [ bedzie przedzialem zwartym zawieraja-
cym K. Poniewaz ciag [,, jako ciag ciaglych funkcji wklestych, zbiega do f
niemal jednostajnie [Rockafellar i Wets, 1998; Corollary 7.18, s. 254], wigc dla
dostatecznie duzych 7 warunek |f,(x) — foo(z)| < & spelniony jest dla
wszystkich x € I'. Stad, dla takich n oraz € F'\ K mamy

fa(7) < foo(®) + £ < fooloe) — € < frlo),

wiec Tn & (F\K), Biorac pod uwage wklestos¢, mamy takze T, gR\F ,
zatem Tn € K

W dowodzie glownego twierdzenia wykorzystamy takze stynny rezultat z
pracy Kabanova i Strickera [2001], méwiacy o mozliwos$ci mierzalnego wyboru
zbieznego podciagu zmiennych losowych, ktory cytujemy ponizej. Przez
L0 (Rd) rozumiemy zbidr wszystkich zmiennych losowych o warto$ciach w R,
Lemat 3.2. [Kabanov i Stricker, 2001]. Niech 1, € LY (]Rd) bedzie takim cig-
giem zmiennych losowych, ze 1 := liminf,, |n,| < oco. Wéwczas istnieje taki
ciag i € L°(R?), ze dla wszystkich w ciqg T (w) jest zbieznym podciagiem
ciqgu My, (w).

Oto glowny wynik pracy.

Lemat 3.3. Niech (z,y) € R? oraz (A¥)I_, oznaczajq strategie optymalne dla
problemu (1) z funkcjami uzytecznosci U, k € N. Wowczas

klim vi(z,y) = vX(z,y) pn., dlat=0,...,T,
—00
lim A¥ = A® pn., dlat=1,...,7.

k—oo
Dowod. Zaczniemy od wykazania zbieznosci funkcji wartosci. Postuzymy si¢
indukcja wsteczng ze wzgleduna ¢t =T, ...,0. Dla t = T jest oczywiste, Ze:
klim vh(z,y) = lim Ur(y — o(—2)St) =
— 00

k—oo
= U>(y — p(—2)57) = v7' (2, y).
Dla uproszczenia zapisu definiujemy losowe, F;-mierzalne funkcje:

FE L (2)=E[vf (z+z,y—0(2)S)|F), 2€R, keN, t=0,...,T.

Zauwazmy, ze funkcje te posiadaja Scisle wkleste wersje. Dla ¢ < T' z jednej
strony mamy:
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lim vf(z,y) = lim ess. supa Iy (Az) >
k—oo

hm Ft+1(A§i1) t+1(A§i1) = @tx(fﬁ y) p.n

Przeciwna nier6wno$¢ bedzie wymagalta wigcej pracy. Przypu$émy nie
wprost, ze limy_, vF(z,y) > v¥(z,y) na zbiorze A € F, o dodatnim praw-
dopodobienstwie. Okres$lmy nieujemna zmienna losowa
g 1= (limy_o0 vF(z,y) — v5°(z,y))/2, ktéra jest dodatnia na A. Dla kazdego
k € N definiujemy zdarzenia:

A = {vf(2,y) > o(,y) e, FE(AY) > F (A%) —¢/2}.

Z naszego przypuszczenia oraz zalozenia indukcyjnego mamy A C |2, Ay,
natomiast na zbiorach A;, dla & € N mamy:

v (e, y) > PP (AT) > FEL(AY) —e/2 = v (2, y) — /2 > v (,y) +¢/2.

Ta sprzeczno$é pokazuje, ze limy, o, vF (2, y) < v5°(z,y) p.n., wigc wraz z po—
przednio wykazana nieréwnoscia mamy limy .o vF(z,y) = v°(z,y) p
Indukcja dowodzi zbieznosci funkcji wartoscidla ¢t = 0,..., 7"

Przejdziemy teraz do dowodu zbieznosci strategii optymalnych. Ustalmy

t=0,...,T oraz zauwazmy, ze skoro zmienne AF ', maksymalizuja $cisle
wkleste funkcje Ft’fH, zatem na mocy lematu 3.1. dla prawie wszystkich w € {2

prawdziwy jest warunek

V V A AL )] <

r>0 NeN k>N

Zdefiniujmy F;-mierzalne zdarzenia B, = [J3_, NpZy{|AF, | < r} dla
r € N. Zauwazmy, ze P(UJ2, B,) = loraz B, C B4y, 7 € N.

Pokazemy, ze z dowolnego podciagu ciagu Af ', mozna wybra¢ podciag
zbiezny do AYC 1 Niech ¥ bedzie dowolnym podciagiem At 1+ Na zbiorze B,
mamy |£ k| < 1 dla dostatecznie duzych k, wigc z lematu 3.2. mozemy wybraé
taki losowy podciag (k; : [ € N), Ze ciag gi = ¢Fjest zbiezny na B, do pewnej
zmienne] losowe;j .z pierwszej czgsci twierdzenia, tego, ze strategia fll jest
optymalna dla inwestora k; oraz z niemal jednostajnej zbiezno$ci otrzymujemy:

o (@,y) 15, = lim oft(z.3)1p, = lim F(E)1s, = 2 E) 1,

Poniewaz strategia optymalna jest wyznaczona jednoznacznie, oznacza to,
ze £lp, = A} 1p, Powtarzajac powyzsze rozumowanie, mozemy kolejno
Z ciagu (fll wybra¢ podciag fé zbiezny do APy, na Bs, z niego podciag §é
zbiezny do Afjl na Bjitd. Jako rezultat otrzymamy pewien podciag Séo zbiez-
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ny prawie na pewno do Afjl na zbiorze |J72; B, petnej miary. Skoro z dowol-
nego podciagu ciagu Af ', mozemy wybra¢ podciag zbiezny prawie na pewno

do A%

+11» 0znacza to, ze:

lim A* . = A® p.n.
L By t+1 P

1 konczy dowdd twierdzenia.

4. Wyniki numeryczne

W tej czgsci zilustrujemy powyzZsze rozwazania rezultatami obliczen nume-
rycznych. W dalszym ciagu, wzorujac si¢ na pracy [Cetin i Rogers, 2007], roz-
wazamy trzyokresowy (7' = 2) model dwumianowy. Zaktadamy, ze S, = 1
oraz cena akcji S,, w chwilach n = 1,2, 3 moze w wzrosna¢ do «,S,,_; z praw-
dopodobienstwem (statystycznym) p lub spas¢ do d.S,,_; z prawdopodobienstwem
1 — p. Zaktadamy, ze rachunek pieni¢zny rosnie w kazdym okresie o czynnik 7.
Przyjmujemy parametry p = 0.3, u=exp(0.1), d=1/u, v = 1.05. Za-
uwazmy, ze d < r < u, a wiec model nie dopuszcza arbitrazu nawet przy braku
kosztow transakcyjnych. Przyjmujemy funkcje kosztow transakcyjnych postaci:

e —1

@(x) = a

gdzie o > () jest parametrem, a im wigksza jego warto$¢, tym wyzsze sa kKoszty.
Przypadek graniczny o = () odpowiada rynkowi bez kosztéw transakcyjnych
(¢(z) = x). Rozpoczynamy nasze rozwazania od jednoparametrowej rodziny
funkcji uzytecznosci typu CARA (constant absolute risk aversion — stala bez-
wzgledna awersja do ryzyka) [Follmer i1 Schied, 2004], gdzie v > () wyznacza
warto$¢ bezwzglednej awersji do ryzyka:

U(z) = —exp(—yz).

W tabelach 1 i1 2 przedstawiono wartosci optymalnej ilosci akcji w portfelu
inwestora chcacego zabezpieczy¢ w sposdb optymalny krotka pozycje w euro-
pejskiej opcji sprzedazy (put) z cena wykonania K = 1 i terminem wykonania
T = 3. Zwracamy uwage, iz warto$ci te roznig si¢ od tych podanych w pracy
[Cetin i Rogers, 2007]. Zawarte tam wartosci sa niepoprawne, o czym $wiadcza
choéby rozne wartosci w kolumnach du oraz ud dla o = 0, podczas gdy na
rynku bez kosztow transakcyjnych zabezpieczenie opcji nie powinno zaleze¢ od
trajektorii cen.
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Tabela 1. Optymalne zabezpieczenie dla 7 =

o t=0 u d uu ud du dd
0,05 -0,200 -0,186 -0,415 -0,095 -0,239 -0,319 -0,450
5-10° -0,337 -0,216 -0,725 -0,098 -0,594 -0,594 -1,144

0 -0,337 -0,216 -0,726 -0,098 -0,595 -0,595 -1,146

Tabela 2. Optymalne zabezpieczenie dla 7 = 1

o t=0 u d uu ud du dd
0,05 -0,160 -0,190 -0,258 -0,129 -0,167 -0,198 -0,228
5-107 -0,768 -0,630 -1,228 -0,489 -1,065 -1,069 -1,715

0 -0,772 -0,629 -1,231 -0,491 -1,075 -1,075 -1,732

Uzyteczno$¢ typu CARA zastapimy teraz nieco bardziej skomplikowana
funkcjq uzytecznosci postaci:

Ula) = B+ (=e) + (1= B) - (2 = /a2 + p?)

dla v, p > 0, 8 € (0, 1]. Jest to kombinacja wypukta funkcji typu CARA z inna,
niedodatnia funkcja uzytecznosci. Majac do dyspozycji trzy parametry, mozemy
modelowa¢ duzo szerszy wachlarz zachowan inwestora, przy czym dla 5 = 1
otrzymujemy model ze stala awersja do ryzyka. Tabele 3 i 4 przedstawiaja liczbe
akcji w optymalnym portfelu zabezpieczajacym krotka pozycje w europejskiej
opcji sprzedazy z cena wykonania K = 1 i terminem wykonania 7" = 3 dla
nowej funkcji uzytecznosci, na rynku z kosztami transakcyjnymi okreslonymi
przez a = 0.05.

Tabela 3. Optymalne zabezpieczenie dla 7 = 5, p = 0.005

p t=0 u d uu ud du dd
0,1 -0,165 -0,163 -0,295 -0,111 -0,174 -0,224 -0,280
0,5 -0,194 -0,184 -0,386 -0,102 -0,222 -0,297 -0,410
0,9 -0,200 -0,186 -0,411 -0,096 -0,237 -0,316 -0,445
0,99 -0,200 -0,186 -0,414 -0,095 -0,239 -0,318 -0,450

1 -0,200 -0,186 -0,415 -0,095 -0,239 -0,319 -0,450

Tabela 4. Optymalne zabezpieczenie dla v = 1, =95

B t=0 u d uu ud du dd
0,1 -0,147 -0,189 -0,210 -0,138 -0,149 -0,159 -0,168
0,5 -0,153 -0,190 -0,233 -0,134 -0,158 -0,178 -0,197
0,9 -0,158 -0,190 -0,253 -0,130 -0,165 -0,195 -0,222
0,99 -0,159 -0,190 -0,258 -0,130 -0,167 -0,198 -0,228

1 -0,160 -0,190 -0,258 -0,129 -0,167 -0,199 -0,228

Niech C oznacza wyplate losowa zwiazana z wycenianym instrumentem fi-
nansowym. Definiujac:

v€(z,y) = ess. sup E[(U (Y41 — O)]
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za ceng instrumentu finansowego C' (utility indifference price) przyjmiemy licz-
bg rzeczywista p(x, y), ktora spetnia warunek:

vz, y+p) = v(z,y).

Rys. 1 i 2 przedstawiaja wykresy cen p(0,0) europejskiej opcji sprzedazy
w funkcji parametru 3, przy K = 1, a = 0.05 oraz odpowiednio v = 5i v = 1.
Kolejne krzywe odpowiadaja p = 0.005,0.05, 0.5, 5, przy czym wyzsza war-
tos¢ p, odpowiadajaca mniejszej awersji do ryzyka, odpowiada nizszej cenie
opcji. Zauwazmy, ze w przypadku granicznym [ = () otrzymana funkcja nie
spelnia wymaganych przez nas warunkow Inady, jednakze przy przyjetych pa-
rametrach rynku nawet wowczas zachowanie cen opcji pozostaje regularne.
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Rys. 1. Cena opcji put jako funkcja parametru £y =5
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Rys. 2. Cena opcji put jako funkcja parametru £ y =1

Podsumowanie

Wykorzystanie wypuktej funkcji kosztow transakcyjnych, zaproponowane
przez Cetina i Rogersa [2007], jest interesujacym i efektywnym sposobem mo-
delowania efektow zwiazanych z ograniczeniami ptynnosci. Glownym wyni-
kiem niniejszej pracy jest twierdzenie 3.3 pokazujace, ze w modelu tym strategie
optymalne zmieniaja si¢ w sposob ciagly wraz z preferencjami inwestorow. Wynik
ten uzasadnia mozliwo$¢ stosowania technik aproksymacji numerycznej w wyzna-
czaniu strategii optymalnych oraz wycenie instrumentéw finansowych opartej na
funkcji uzytecznosci.
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CONVERGENCE OF OPTIMAL STRATEGIES ON FINANCIAL
MARKETS WITH LIQUIDITY CONSTRAINTS

Summary: In this paper we consider the model of financial market described by Cetin
and Rogers [2007], where strictly convex transaction costs are used to model the effects
of liquidity constraints. We were able to improve results of that paper, proving uniqu-
eness of optimal strategies and their continuity with respect to investors’ preferences.

Keywords: transaction costs, optimal strategies, liquidity, pricing.



