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1.WSTEP

Mimo uptywu ponad p6t wieku od czasu powstania zreboéw teorii magistral (por.
bibliografi¢ zamieszczong w pracy Panek, 2011), jej zasadnicze wyniki w postaci
tzw. twierdzen o magistrali uzyskano dotad gtownie w klasie modeli stacjonarnych
gospodarek typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa. Do nielicznych naleza twierdzenia
o magistrali w modelach gospodarek niestacjonarnych (ze zmienng technologia; por.
np. Gantz, 1980; Keeler, 1972). W nurt ten wpisujg si¢ m. in. artykuly Panek (2013a,
2013b), w ktorych przesledzono tzw. ,,staby” oraz ,bardzo silny” efekt magistrali
w niestacjonarnych gospodarkach von Neumanna oraz Gale’a ze zmienng technologia
zbiezna do pewnej technologii granicznej, determinujacej ksztatt magistrali produk-
cyjnejl.

Wprawdzie w obu wspomnianych pracach gospodarka na magistrali osigga mak-
symalne tempo wzrostu, pozostaje ono jednak stale (niezmienne w czasie) w calym
okresie jej funkcjonowania. Ponizej prezentujemy dowod ,,stabego” twierdzenia
0 magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z tempem produkcji rosnagcym na
magistrali z uptywem czasu.

2. POSTAC OGOLNA NIESTACJONARNEGO MODELU GALE’A

Standardowo przez t oznaczamy zmienng czasu przebiegajaca pewien skon-
czony zbior okreséw T = {0,1, ..., ¢}, ktéry nazywamy horyzontem gospodarki.
W gospodarce mamy skonczong liczbe n zuzywanych lub wytwarzanych towarow.
Symbolem x(¢) = (x(?),...,x,(f)) oznaczamy wektor towarow zuzywanych w okresie
t (wektor naktadéw), a przez y(t) = (y1(%),...,y,(t)) wektor towaré6w wytwarzanych
w okresie ¢ (wektor produkcji). Gdy w pewnym okresie ¢ € T z naktadow x(¢) mozna
w gospodarce wytworzy¢ produkcje y(7), to o parze x(¢), y(f) méwimy, ze tworzy
dopuszczalny proces produkcji (w okresie f). Przez Z(f) ¢ R3" oznaczamy zbidr

1 Pewng specyficzng klasg ,,macierzowych” niestacjonarnych modeli von Neumanna z graniczna

technologia zajmuje si¢ J. N. Czeremnych (1982, rozdz. 4).
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wszystkich proceséw produkcji dopuszczalnych w $wietle technologii, jaka gospo-
darka dysponuje w okresie ¢. Zapis (x, y) € Z (¢) (rtbwnowaznie x(¢), y(f) € Z (1))
oznacza, ze w okresie ¢ z naktadow x gospodarka jest w stanie wytworzy¢ produk-

cjg »-
Przestrzenie produkcyjne ze zmienna technologia Z(f) spelniaja nastepujace
warunki:

G V(x!,y") e Z() Y(x?,y?) € Z(H) Yo, B = 0 ((ax™ + fx?, ay' + fy?) € Z(D)).
G2 vV(x,y)eZ(t) (x=0=y =0).

(G)HV(x,y) e Z(O VX' ZxV 0=y =y ((x,y) e Z(t)).

(G4) Przestrzenie produkcyjne Z(¢) sa zbiorami domknigtymi w R?".

(GS) Z(H)cZ(t++1), t =0, 1,..., t;-1.

Z interpretacja ekonomiczng tych warunkéw mozna zapoznac¢ si¢ np. w pracy Panek
(2013b).

Latwo zauwazy¢, ze przestrzenie produkcyjne speiniajace warunki (G1)-(G5)
sa stozkami domknietymi zawartymi w R3™, z wierzchotkami w 0. Z warunku
(x, ) € Z (¢) oraz (x, y) # 0 wynika, ze x # 0. Dalej interesujg nas tylko takie
nietrywialne (niezerowe) procesy (x, y).

3. CHWILOWA ROWNOWAGA VON NEUMANNA

Wezmy proces produkeji (x, y) € Z (¢), (x, y) # 0. Liczbg
a(x,y) = max {a| ax = y}

nazywamy tradycyjnie wskaznikiem technologicznej efektywno$ci procesu
(x, ). Mozna udowodni¢, ze funkcja a jest ciagta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na
Z(H)\{0}, zob. np. Panek (2003, rozdz.5, tw. 5.2). Liczbe

(x,y) (1

a = max a
ME™ (xy)ez(b\io}

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnos$ci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G5),
to zadanie (1) ma rozwigzanie, tj.

3(x(®), 7)) € 2O (a(X(), 7(®)) = am,) )

oraz

aM,t+1 = aM,t’ 1= Oala""tl - 1a (3)
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zob. Panek (2013b, tw.2). O parze (X(t),y(t)) € Z(t) méwimy, ze tworzy optymalny
proces produkcji w okresie ¢. Z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji o wynika, iz

v A >0 (a(x_(t)! }_/(t)) = a(lf(t)r A}_](t)) = aM,t)a

co prowadzi do wniosku, Ze optymalne procesy produkcji sg V ¢ € T okres$lone
z doktadno$ciag do mnozenia przez stata dodatnig.

Dalej zajmujemy si¢ taka niestacjonarng gospodarka Gale’a, spetniajaca warunki
(G1)-(GS), w ktore;j:

(G6) VteT3 ((f(t), (1) € Z(B)] (), 5(6)) = ay, A F(t) > 0).

Warunek ten glosi, ze w kazdym okresie horyzontu 7" mozna wskaza¢ optymalny
proces produkcji, w ktorym wytwarzane sg wszystkie towary. Gospodarke spetniajaca
ten warunek przyjeto nazywac regularng (Gale, 1956, Makarow, Rubinow, 1973).
Z (G6) oraz (G3) wynika, ze

vteT3(x(t),y1t) € Z(t)(anx(t) = ¥(t) > 0). 4)

Mowigc o optymalnym procesie produkcji w okresie ¢ mamy dalej na mysli proces

(J?(t), }7(t)) spetniajacy warunek (4).
Niech p(¢) = (pi(9),..., p,(t)) = 0 bedzie wektorem cen towarow w gospodarce
w okresie ¢ oraz (%(t), 7(t)) € Z(¢). Liczbe

(p(),y)
Blry.p(®) =50

(tam gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x, y) € Z (t) przy cenach p(¢) (tutaj i dalej (a,b)=D>;a;b;). W regularnej
gospodarce Gale’a V ¢ € T istnieje taki wektor cen p(t), przy ktorych:

v(x,9) € 2O (B, ) — au p©), x) < 0) )

oraz

:B(-f(t)' }_’(t): ﬁ(t)) = MaX(y,y)ez(t)\{0} ,B(x, Y ﬁ(t)) =AMt (6)
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zob. Panek (2003, rozdz. 5, tw. 5.3)%. Nazywamy go wektorem cen von Neumanna
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢. O trojce {ame (@), 7®),5(0)}
moéwimy, ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarke Gale’a w chwilowej rownowa-
dze von Neumanna (opisuje stan rownowagi chwilowej von Neumanna w niestacjo-
narnej gospodarce Gale’a).

Zgodnie z (5), (6) rownowaga chwilowa oznacza taki stan gospodarki w okresie
t, mierzony wielko$cig produkcji i cenami, w ktorym dochodzi do zréwnania ekono-
micznej efektywnos$ci produkcji z jej efektywnoscig technologiczna na najwyzszym,
mozliwym do osiggni¢cia poziomie. Ceny von Neumanna oraz optymalne procesy
produkcji w takiej rownowadze sg okreslone z dokladnoscia do struktury (mnoze-
nia przez stala dodatnig). W szczegolnosci zaktadamy, ze mozliwe jest ustalenie
takich cen von Neumanna p(t) w poszczegodlnych okresach 7 € T, aby (niezaleznie
od dtugosci horyzontu 7) byly one nierosnace i jednostajnie ograniczone (z dolu

1z gory):
(G7) ﬁ (t + 1) é ﬁ(t) &30< Tlmin < Tmax <+ (”min < ”ﬁ(t)” < T[max)

(tutaj oraz wszedzie dalej ||all = Y;la;| ).

4. DYNAMIKA. MAGISTRALA PRODUKCYJINA

Wezmy proces (x(¢), y(f) € Z (t)). Zakladamy, ze gospodarka jest zamknigta
w tym sensie, ze naktady w okresie nastgpnym pochodza w niej z produkcji wytwo-
rzonej w okresie poprzednim: x(t + 1) = y(t). W $wietle warunku (G3) prowadzi
to do inkluzji:

(O, yt+1D)ez(t+1), t=01,..,t — 1. (7
Ustalmy poczatkowy wektor produkc;ji:

y(0) = y°>0. ®)

O ciggu wektorow {y (t)}?:() spetniajacym warunki (7)-(8) mowimy, ze tworzy
07, ;) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. Rozpa-
trzmy zadanie maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej w ostatnim okresie
horyzontu 7, mierzonej w cenach von Neumanna p(t;):

max (p(ty),y(t1)), )

2 W powotanej pracy dowod przeprowadzony jest wprawdzie dla stacjonarnej gospodarki Gale’a
(ze stala w czasie przestrzenig produkcyjna Z), ale w pelni stosuje si¢ takze do niestacjonarnej gospodarki
spetniajacej warunki (G1)-(G6). Wystarczy przyja¢ Z(¢) = Z, p(t) = p oraz @y = Q.
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p. w. (7), (8). (10)

Aby sig¢ przekonaé, iz zadanie to ma rozwigzanie wystarczy zauwazyc¢, ze jest ono
rownowazne z zadaniem

maXyeRyoltl (p(t),y)
maksymalizacji liniowej ( a wigc ciaglej) funkcji na zwartym zbiorze
Ryo, = {yly = y(t,) dla pewnego (°, t,) — dopuszczalnego procesu {y(t)}?:()}
wektoréw produkceji mozliwych do wytworzenia w koncowym okresie #; w jakimkol-
wiek ()9, ;) — dopuszczalnym procesie wzrostu, zob. np. Panek (2003, rozdz.5, lemat
5.1). Rozwigzanie {y*(t)}go zadania (9)-(10) nazywamy (yo, tl,ﬁ(tl)) — optymal-
nym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.

Wezmy optymalny proces produkcji (f(O), 37(0)) e Z(0) (w okresie poczatko-
wym ¢ = 0), w ktorym y(0) > 0 (warunek regularnosci, zob.(4)). Istnieje wowczas
optymalny proces produkcji (¥(1),5(1)) € Z(1), w ktérym *(1) = ¥(0). Rozumu-
jac analogicznie dalej widzimy, Ze istnieje cigg optymalnych procesow produkcji
{x(®), 7()}L,, w ktorym x(t +1) S§(¢),t =0,1,...,t; — 1. Postulujemy nieco
wiecej, a mianowicie:

(G8) Istnieje ciag {f(t),)’/(t)}?:o optymalnych procesow produkcji spetniajacych
warunek (4), w ktérym naktady w okresie nastgpnym sa réwne produkcji wytworzo-
nej w okresie poprzednim:

x(t+1)=y@), t=0,1,..,t; — 1. (11)
Woweczas istnieje (¥°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu postacis:

y(©) = (o1 am)y(0), t=1,....¢. (12)

Proces ten jest okreslony z doktadno$cia do mnozenia przez stalg dodatniag w tym
sensie, ze V1 > 0 proces {/137(t)}§1=0 jest (4¥(0),t;) — dopuszczalny. Co wigcej,

Ay _ 3@ _ (Mmaam)y© _ 30 _ )
vAZ 0( - = ' = = §=const.>0), (13
oI 3Ol [l aw)y@]  Iyon >~ " , (13)

3 Proces ten poczatkuje wektor produkcji ¥° i nie nalezy go myli¢ z procesem (39, ¢,) — dopusz-
czalnym.
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tj. proces taki charakteryzuje si¢ stala w czasie (optymalng) struktura produkcji. Pot-
prosta

N = {A5| 1> 0}

nazywamy magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna) w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a. Na magistrali gospodarka rozwija si¢ w maksymalnym, zmienia-
jacym si¢ w czasie tempie*, zachowujgc przy tym jednak stalg strukture produkcji.

5. TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Zgodnie z (5), (6) efektywnos$¢ ekonomiczna dowolnego dopuszczalnego procesu
produkcji w okresie ¢ nie przekracza technologicznej efektywnos$ci procesu optymal-
nego. Dalej, w celu zapewnienia jednoznaczno$ci magistrali zaktadamy, ze w kazdym
okresie ¢ € T efektywnos$¢ ekonomiczna dowolnego procesu dopuszczalnego lezacego
poza magistrala jest nizsza od maksymalnej technologicznej efektywnosci osiaganej
przez gospodarke w tym okresie na magistrali:

(G VteTV(xy)eZ(t) <(x,y) F0ANXxEN=> ﬁ(x,y,ﬁ(t)) = igigzi < aM_t),

Jezeli spelniony jest ten warunek, to
Ve>0VteT 35, € (0, a'M‘t) V(x,y) € Z(t)

X _5 5 - 14
(””x” s” >e= ﬁ(x,y,p(t)) < awe 5£‘t). (14)
Dowod przebiega podobnie jak dowod lematu 5.2 w pracy Panek (2003)°.
Liczby 6, oy, W (14) spetniajg warunek 0 < % < 1, co nie wyklucza jednak
,t
takiej mato realistycznej sytuacji, gdy przy rosngcej nieograniczenie dlugosci hory-
zontu T = {0,1,..., t;}:

lim, 6, ,= 0 dla pewnej liczby & > 0

(. gdy z uptywem czasu efektywno$¢ ekonomiczna procesu produkcji zbliza si¢ do
optymalnej, mimo ze struktura tego procesu stale odbiega o ¢ od struktury optymalnej
5). Dlatego dalej przyjmujemy, ze

(G10) v€>03v8>0w1>0weT(ﬁzvs).

Mt

4 Generalnie rosnacym ze wzgledu na rozwdj technologii, zob. (3).
5> Nalezy podstawi¢ Z(1) ay,,0,,, zamiast Z, a0,
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Warunek ten nie wyklucza wzrostu efektywnosci produkeji o, (nawet nieograniczo-
nego), ale pod warunkiem odpowiedniego (tego samego rzedu) wzrostu J,,. W sensie
geometrycznym warunek (G9) oznacza specyficzny ksztalt przestrzeni produkcyjnych
Z(t): stozkdw z uplywem czasu ,,coraz silniej wypuklych” w otoczeniu magistral.

o Twierdzenie (,,Stabe” twierdzenie o magistrali)

Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G10), to Ve > 0
istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow czasu, w ktorych (yo, tl,ﬁ(tl))
— optymalny proces wzrostu {y*(t)}?:o spetnia warunek

e

RO S EX (15)

nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu T'= {0,1,..., #;}.
Dowod. Poczatkowy wektor produkcji y° oraz wektor § struktury produkcji na magi-
strali sa dodatnie (zob. (8), (13)), zatem istnieje taka liczba o > 0, ze ¥° 2 05. Przyj-
mujac w (12) y(0) = 05, zwazywszy na (G3), otrzymujemy (7, ¢,) — dopuszczalny
proces (F(D}LLy:

v _(¥°% dat=0,
yo) = {y(t),dla t=1,..,t,

w ktorym wektor produkcji ¥(t) ma posta¢ (12). Z definicji procesu (v% t1,0(t)
— optymalnego {y*(£)}:L, wynika, Ze

(P(t0), y*(t) = (P(t1), F(t1)) = (P, (TTL am,e)7(0)) =
= o(ITiL, ame)(P(t1),5) > 0. (16)
Zgodnie z (5):
P+, y(t+1) <aye1(Ppt+1),y" (), t=0,1,...,t; — 1.
Dlat=1¢ — 1 mamy:
0 <(p(t1), ¥y (t)) < aue, (P(t1), y" (&1 — 1))

Poniewaz ceny von Neumanna sg okreslone z doktadnoscia do struktury, wigc w mysl
(G7) istnieje taki wektor cen p(t; — 1), ze

P,y (t1 — D) < (p(ty — 1, y" (&, — 1)),
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a stad
(P(t), y*(t)) < ap, (P(t; — 1), y"(t1 — 1)) < apge @y, -1t — 1), y"(t1 — 2)).

Dobierajac ceny p(t; — 2) tak, aby spelniony byt warunek

(Pt —1),y" (&1 — 2)) < (p(ty — 2),y" (&, — 2))
otrzymujemy

P,y (1)) < ame, ame, 101 — 2),¥" (1 — 2)).
Postepujac tak dalej, ostatecznie dochodzimy do warunku:
Bty (t) < TIey awe (P(0), ¥°). (17)

Oznaczmy przez L, zbior okresow ty,...,7; < t;, w ktorych zachodzi warunek (15).
Woéwczas, zgodnie z (14):

* * - (PE+1),y"(t+1)
By (®),y (t+1),pt+ 1)) = m S Amerr = Ogpr1, tE L,
czyli

@+ 1),y (t+ D) < (ameer — Oers1) @+ 1),y (1), tEL,

co lacznie z (17) prowadzi do nierownosci:

€L

B,y (0) < (ks awe) Meer, (@me = 8))FO.0 (8)

Laczac (16) i (18) dochodzimy do warunku:

0< O'(Hi1=1 aM,t)(ﬁ(H)'S_) < (HE:;=L1 aM,t) (HtELS(aM,t - 5e,t))(ﬁ(0)'y0),

z ktorego wynika, ze

% (1 _ Set ) S 9(P(t1)3)
t=11 ame) — (P0)y°) '

Jednoczesnie, zgodnie z (G7)

U(ﬁ(tl): 5) - O'“ﬁ(tl)”gmin > O minSmin

— > — > =(C =const.> 0,
(p(0),y°) llp(0) Il}’r(r)lax T[maxyglax
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gdzie Spmin = min;5; > 0, yo,, = max; ¥ > 0, a stad:

ta(1-2=)2c >0
M.t

t=741

Wobec (G10) ostatecznie dochodzimy do nieréwnosci:
1-v)k=>c,
z ktorej otrzymujemy oszacowanie liczby k:

InC
<L —_— =
k< In(1-v,)

W charakterze liczby k,, o ktorej mowa w tezie twierdzenia, wystarczy wziaé
najmniejsza liczbe naturalng wieksza od min {0, A}. Liczba ta nie zalezy od dlugosci
horyzontu 7' = {0,1,..., #;}. |

Twierdzenie pokazuje, ze tzw. efekt magistrali — zblizania si¢ w dtugich okresach
czasu optymalnych procesow wzrostu do magistrali (w sensie odleglosci katowej)
— ujawnia si¢ takze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z efektywnoscig produk-
cji rosnaca nieograniczenie (np. pod wptywem postepu technologicznego). Nie jest
wykluczone, ze warunki (G7), (G10) mozna ostabi¢. Wymaga to dalszych badan.

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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NIESTACJONARNA GOSPODARKA GALE’A Z ROSNACA EFEKTYWNOSCIA PRODUKCII
NA MAGISTRALI

Streszczenie

W pracach Panek (2013a, 2013b) udowodniono ,,stabe” oraz ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali
w modelach dynamiki ekonomicznej von Neumanna-Gale’a ze zmienng technologia zbiezna do pewnej
technologii granicznej. Na magistrali produkcyjnej wyznaczonej przez technologi¢ graniczng gospodarka
osiaga najwyzsze tempo wzrostu, ale jest ono stale (niezmienne w czasie). W artykule zaprezentowano
dowod magistralnych wiasnosci optymalnych proceséw w takiej niestacjonarnej gospodarce Gale’a,
w ktorej — w odroznieniu od wspomnianych wyzej prac — tempo wzrostu produkcji na magistrali ro§nie
pod wptywem postepu technologicznego.

Slowa kluczowe: niestacjonarny model Gale’a, rownowaga chwilowa von Neumanna, magistrala
produkcyjna, ,.,stabe” i ,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali

NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH THE TURNPIKE’S INCREASING PRODUCTION
EFFICIENCY

Abstract

Papers Panek (2013a, 2013b) prove ,,weak” and ,,very strong” turnpike theorem in the Neumann-
Gale model of the economic dynamics with changeable technology convergent to some limit techno-
logy. The economy achieves the highest growth rate on the production turnpike determined by the limit
technology, nevertheless the growth rate is constant (time-invariant). This article presents proofs of
the turnpike properties of the optimal processes in such a non-stationary Gale economy, in which — in
contrast to the above-mentioned papers production growth rate on the turnpike is increasing due to
technological progress.

Keywords: non-stationary Gale model, von Neumann temporary equilibrium, production turnpike,
,»weak” and ,,very strong” turnpike theorem



