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Wprowadzenie

Obserwujemy rozwo0j miar zmienno$ci zwlaszcza w zastosowaniach opisu
rynkow finansowych. Miary te sa postrzegane jako miary ryzyka finansowego
i czesto interpretowane jako poziom zabezpieczenia, niezbedny na wypadek nie-
oczekiwanych strat. Kwantylowe miary ryzyka' wykorzystuja VaR (Value-at-
-Risk), ktory jest zdefiniowany bazowo jako kwantyl, wysokiego rzedu, wyzna-
czany dla rozktadu strat [Jorion, 1997].

Z pytaniem jak mierzy¢ ryzyko finansowe jest polaczony problem jak
wskaza¢ czynniki wplywajace na ryzyko, odpowiedzialne za konkretne rodzaje
ryzyka. Identyfikacja problemoéw, ktére maja wptyw na ryzyko jest najczesciej
najistotniejszym zadaniem w zarzadzaniu ryzykiem. Znamy standardowe roz-
wiazanie wykorzystywane do pomiaru ryzyka, jest nim najczesciej odchylenie
standardowe rozktadu strat. To rozwiazanie nie moze by¢ wprost przeniesione
do zastosowan i wykorzystane do miar powiazanych z VaR, jezeli rozktad nie
nalezy do rodziny rozktadoéw eliptycznych.

Problem identyfikacji czynnikow ryzyka byl podejmowany przez wielu au-
toréw. Przedstawimy pomiar ryzyka z zastosowaniem podej$cia znanego z defi-
nicji miar wrazliwo$ci oraz wykorzystamy rozniczkowanie kwantyli. Metoda ta
jest uzyteczna, poniewaz opiera si¢ na rozktadach srednich warunkowych, ktore
moga by¢ interpretowane jako poziom satysfakcji. Zroézniczkowane kwantyle
otwieraja $ciezke do przeprowadzenia (tak jak to opracowano dla zastosowan
ekonomicznych) analizy wrazliwosci lub optymalizacji portfelowej [Gouriéroux
et al., 1999; Uryasev, 2000].

Problem pomiaru ryzyka jest wazny w badaniach statystycznych. Mozemy wy-
korzysta¢ miare, taka jak wspolczynnik determinacji liniowej regresji. W regres;ji li-
niowej wspolczynnik ten informuje, jaki procent wariancji zmiennej objasnianej jest
wyjasniony zmianami zmiennej wyjasniajacej przez dopasowana funkcjg liniowa.

' Trzpiot [2004].
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1. Regresja liniowa

Rozpatrujemy probe o wartosciach (xi, y1), ... , (x.y,). Wartosci xi, ... , x,
nie sa losowe i nie sa wszystkie sobie rowne. Wartosci y;, i=1, ... ,n sa realiza-
cjami zmiennej losowej zapisanej jako:

Yi=ax;+b+hW;, (1)

gdzie a, b € R oraz h > 0 sa statymi oraz W, ... ,W, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o takim samym rozktadzie oraz sa interpretowane jako btad pomiaru.
Zazwyczaj parametry a, b oraz h sa nieznane a priori i musza by¢ estymowane.
Rozktad W jest przyjmowany jako normalny.

Stosujac metode najmniejszych kwadratow (MNK), zapisujemy dekompo-
Zycje empirycznej wariancji:

1 _ 1 R 1&, .
_Z(yi_y)z :_Z(yi_yi)z +_Z(yi_y)2- (2)
n o n - n;

Roéwnanie to jest dekompozycja empirycznej wariancji wektora yy, .., y, wzgle-
dem metryki L* dla yy, ... ,y, oraz Vs, f/n 1 empirycznej wariancji wektora
My ...y V.. Jest zazwyczaj interpretowane jako dekompozycja wariancji yi, ...

na cze$¢ wyjasniong przez obserwowane wartosci xj, ... ,X, oraz czgs¢ spowodowa-
ng bledem lub wplywem nieobserwowanych czynnikéw [Casella, Berger, 1990].

Wspdtczynnik determinacji dla proby jest zatem zdefiniowany jako propor-
cja wyjasnionej do catkowitej wariancji zmiennej objasnianej:

1& . _
>3-y’
2 _ g

R _1"— .
7Z(yi_y)2
noio

3)

Wariancja nie jest jedyna, ale analitycznie najbardziej sprawna miara opi-
sowa dyspersji w probie. Inna réwnie popularng miara jest srednia absolutnych
odchylen (odchylenie przecigtne) oraz interkwartyl (odchylenie ¢wiartkowe) i sa
postrzegane jako miary bardziej odporne”. Zastosowanie miary interkwartylowej
wydaje si¢ bardzo naturalnym podejsciem w powiazaniu z regresja kwantylowa.
W przypadku obydwu wymienionych podejs¢ nie mamy tak prostego rozkladu
zmienno$ci na dwa sktadniki jak w rownaniu (3).

2 Trzpiot [2013b].
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2. Wygtadzanie jadrowe

Opiszemy probe o wartosciach (xy, 1), ... , (x,),) przez dwie niezalezne
zmienne losowe X i W, gdzie X jest dyskretna zmienna losowa, a W jest blgdem
pomiaru. Zmienna losowa:

Y=aX+b+hW (4)

jest zatem wynikiem warto$ci dla zmiennej losowej X z losowym biedem pomia-
ru W. To oznacza, ze mamy model o ustalonych wlasno$ciach, w tym szczegol-
nym sensie, Ze jest to przypadek losowego modelu.

Podstawowa zaleta powyzszego modelu w poréwnaniu z poprzednim jest
fakt, ze mozemy interpretowac obydwa sktadniki po prawej stronie jako estyma-
tory dyspersji implikowanych stochastycznie (nawet w przypadku znanych
wspotczynnikdéw a 1 b). Dodatkowa zaleta tego modelu jest fakt, ze problem re-
gresji jest wyrazony jedynie za pomoca dwdch zmiennych niezaleznie od wiel-
kosci proby. Ten model w matematycznym sensie jest modelem jadrowego wy-
gladzania stosowanym w estymacji jadrowej funkcji ggstosci’.

Dla dalszych rozwazan zakladamy, ze znamy estymatory statych a, b i h
oraz rozktad W*. Jezeli W jest calkowalne wzgledem L?, mozemy model pod-
stawowy MNK zapisa¢ rownowaznie jako:

miﬁn E[(Y —(aX + )], 5)

zatem:
D*(Y)=E[(Y —(aX + b))’ ]+ D*[aX +b] =W EW?*)+a’D*(X)

Mozemy zapisaé wspotczynnik determinacji R’ jako funkcje btedu wspot-
czynnika skali /:

2 _ azDz(X)
Ri(r)= REW?*)+a’D*(X) ©

Mozna zapisa¢ dalsza dekompozycje poprzez odchylenie standardowe
o(h) =+ D*(Y) , dla zmiennej losowej Y, czyli:
WEW?) N a’D*(X)

a(h) a(h) "

o(h) =

3 Simonoff [1996].
4 Estymacja parametrow a, b lub A nie jest celem tej pracy.
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Zdefiniujemy R,p54.(h) jako percentyl odchylenia standardowego o(/#) dla
zmiennej losowej X. Otrzymujemy z (7) Rupsae(h) = R*(h). Zapiszemy inna de-
kompozycje o(h), wykorzystujac $rednie rozktadow warunkowych i wiasno$ci
momentow zmiennych losowych.

o(h) = E[Y|]Y = E(Y)+a(h)— E(Y)]
= hE[W|Y = E(Y)+ o(h)] +E[aX +b]Y = E(Y) + o (h)] - E[aX +b].
Wykorzystujac powyzsze przeksztatcenie, mozemy okresli¢ jako Rpsue(h):
E[aX +b|Y = E(Y)+ o (h)]- E[aX +b]

Rabsdev(h) = U(h) . (8)

Oczywiscie wowczas R ps0(h) nie jest rowne Rz(h), zatem poszukujemy kryte-
rium, ktore uzasadni dekompozycje o(/) oraz pomoze zmierzy¢ dyspersje.

3. Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako miara dyspersji

Dekompozycja odchylenia standardowego zmiennej losowej Y moze by¢
zapisana z wykorzystaniem ortogonalizacji zmiennych X i W. Inna droga jest
rozniczkowanie.

212
L(AX) = i\/l)z[u(a)( + b) + hW] u=1
o(h)  Ou
oraz
2 2
REW") - i\/Dz[aX +b+vhW1]|

Zapiszemy kwantyl rzgdu a, dla zmiennej losowej X i dowolnego a € (0, 1):
O X)=inf{x € R: P(X<x) > a}.

W szczegdlnosci dla o = 1/2 otrzymujemy mediang rozktadu X.

Nastepnie zapiszemy $rednie absolutne odchylenie w probie:
def
oaps () = E[Y 01 D= E]-E[rr <01 p0]. O

Jezeli rozklad bledow W jest absolutnie ciagly z ggstoscia f oraz gesto$¢ zmiennej Y dla
warto$ci mediany jest dodatnia, mozemy zapisa¢ nastgpujace pochodne [Tasche, 1999]:
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00 gps (h) _ 0
asl| _aEHu(aX+b)+hW—Ql/z(u(aX+b)+hW)|]u:1
= E[aX +b]- E[aX +bY < 0y2(Y))
0o ps(h 0
%U el :aEHaX+b+VhW_Ql/z(aX+b+VhW)|]V=l )

——E[pwly <015 (1)]

Nastepnie zapiszemy interkwantyl:
(e, p) () =0 (1)~ 0p(Y), (10)

dla 0 < B < a <1 jako roznic¢ pomigdzy dwoma kwantylami dla rozktadu zmienne;j
losowej Y. Te miarg mozemy wykorzysta¢ jako odporna alternatywe odchylenia
standardowego w opisie poziomu zmiennosci. Jezeli przyjmiemy 3 = 1/4 oraz o = %4,
otrzymujemy interkwartyl. Przyjmujac zalozenia jak poprzednio, otrzymujemy:

00(q,p)(h) o
“(av—uﬁ)‘ = E(Qa (u(aX +b)+ W —Qp(u(aX +b)+ hW} -
_ El(aX +5)£(0, (1)~ (aX +b))] E|(aX +5)1(Q5(1) - (aX +b))]
E[f(Qn(Y)—(aX +b))] E|f(Qp(Y)-(aX +b)))

= E[(aX + b)Y =0, ()]~ E|(aX + b)Y =05(Y)].

Kwantyle sa funkcja homogeniczna rzedu pierwszego. Zredukowana forma réz-
niczki jest wartoscig warunkowej $Sredniej przeksztatconej i zapisanej z wyko-
rzystaniem warto$ci kwantyli O, (Y) i Qu(Y).

Mozemy zatem zdefiniowa¢ wspotczynnik R,y (/) oraz R, p(h) dla Srednie-
go absolutnego odchylenia oraz wykorzysta¢ kwantylowa regresjg:
E[aX +b]—E[aX +b]Y <0y/2(V)]

(11)
E[[Y = 012Nl

Ryps(h) =

oraz

E[aX +BY = Q,, (Y)] - E[aX +BY =0 3 ()]
Rg.py(h) = X +BY =0q A +Hlr =0p .12
: 00 (=05 (1)

Aby poréwna¢ powyzsze definicje z ogolnym’ R, nalezaloby po prze-
ksztatceniu zapisa¢ nastgpujaco:

5 Znanym z pracy: Anderson-Sprecher [1994].
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E[Y - 012 (M1 - hE[W |}
E[[Y =0y /2(Y)|]
Nastepnie nalezy wykorzysta¢ ostatnie rownanie jako definicje R(h). Za-

ktadamy takze, ze catkowity udzial zmiennej losowej W w poziomie dyspersji
Y jest zapisany jako hE( | w| ) niezaleznie od rozktadu zmiennej losowej X.

Raps (h) = (13)

4. Wybrane odporne regresje w estymac;ji
ryzyka systematycznego

Podj¢to analizg empiryczna ryzyka systematycznego dla spotek wchodza-
cych w sktad portfela WIG 20. Uwage skupiono na najwigkszych spdtkach tego
portfela przyjmujac okres badawczy 13.07.2011-8.08.2012. Wstepna analiza
struktury dziennych stép zwrotu badanych aktywoéw wykazata wystgpowanie
obserwacji odstajacych (rys. 1) oraz ekstremalnych w przypadku wszystkich ba-
danych spotek w badanym okresie.
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Rys. 1. Analiza struktury stopy zwrotu aktywow w okresie 13.07.2011-8.08.2012

Rozwazamy model rynku, w ktorym stopy zwrotu z inwestycji sa losowe
i ciagte o tacznej funkcji gestosci f(R;, M), gdzie R jest stopa zwrotu akcji k oraz
M jest portfelem rynkowym. Zapiszemy jako fi, Fi, iy, oraz o’y odpowiednio
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gesto$¢ brzegowa, dystrybuantg brzegowa, warto$¢ oczekiwana i wariancjg M.
Celem dalszych badan jest analiza ryzyka systematycznego mierzona jako war-
tos¢ beta w rownaniu regresji. Celem estymacji wartosci beta akcji, zazwyczaj
zaktada sig nastgpujaca zalezno$¢ zwana modelem CAMP:

Rk: C{k+ﬁkM+ Es

z dodatkowym zatozeniem o sktadnikach losowych &, — Ze sa niezalezne, o takim
samym rozkladzie z wartoscia oczekiwang zero i stata wariancja.

Wybrano cztery spotki BOGDANKA (LWB), PGNIG (PGN), TAURONPE
(TPE) oraz TPSA (TPS). Kryterium doboru spotek do dalszej analizy, ze zbioru
20 spotek, byta najnizsza wartos¢ wspotczynnika determinacji R* — rownanie 3.
W drugiej czg$ci analizy statystycznej przeprowadzono testy zgodnosci (rys. 2)
badanych zmiennych z rozktadem normalnym (tab. 1), potwierdzajac brak zgod-
nosci z rozkladem normalnym.

Wiykres normaincéci: LIVE

Wykres normelnos d: PG

Wartod¢ normalna

Wartcé narmalna

E - 2 ] 2 4 6 ] g
Wertesé - - 2 0 2 4 [ 8
Wartcié

w inc ci: TEE x
Vyires normeingé oi Wiykres normelnoé ci: ToS

-10 = E El 2 (] 2 4 6 8 10

Warios & Wartcié

Rys. 2. Analiza zgodnosci stopy zwrotu aktywow w okresie 13.07.2011-8.08.2012 z rozktadem
normalnym
Tabela 1

Wyniki testu Shapiro-Wilka zgodnosci z rozktadem normalnym

Nazwaaktywu  [BOGDANKA (LWB)| PGNIG (PGN) | TAURONPE (TPE) |  TPSA (TPS)
Warto$é testu S-W 0,99016 0,98792 0,97033 0,96236
p-value 0,06066 0,02115 0,000002 0,00000
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Nastepnie przeprowadzono estymacj¢ trzech wybranych modeli regres;i.
Model klasyczny MNK jest zestawiony z modelem najmniejszych ucigtych
kwadratow LTS®. Klasyczny model jest z zatozenia modelem liniowym, a dwu-
wymiarowa analiza nie potwierdza tych zalozen (rys. 3). Obserwujemy liczne
obserwacje odstajace. Dodatkowo wyznaczamy zatem regresje kwantylowa. Ry-
zyko systematyczne jest mierzone wspotczynnikiem kierunkowym linii regres;ji,
wzgledem benchmarku rynku (WIG 20). W tab. 2-5 zapisano wyniki estymacji
modelu liniowego MNK, najmniejszych ucigtych kwadratow LTS (dla usunigcia
obserwacji wykorzystano analizg reszt’) oraz modelu regresji kwantylowej QR®
dla wybranego poziomu kwantyla 0,01 (VaR,,,;) dla grupy analizowanych spot-
ek. Diagnostyka obserwacji wplywowych przeprowadzona przy estymacji mo-
delu LTS zmusza do zadania pytan, istotnych dla dalszej analizy ryzyka syste-
matycznego, o wiarygodnos¢ wnioskow, ktére mozna wyciagna¢ na podstawie
dopasowane;j funkcji regresji, jak rowniez o wystgpowanie w zbiorze obserwacji
warto$ci wptywowych.
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Rys. 3. Wykresy dwuwymiarowe obserwacji odstajacych dla spétlek BOGDANKA (LWB), PGNIG
(PGN), TAURONPE (TPE) oraz TPSA (TPS)

® Fox [1991]; Huber [1981]; Koenker [1982]; Trzpiot [2013b].
7 Trzpiot [2013a].
& Trzpiot [2007, 2008].
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Tabela 2
Wiyniki estymacji modeli dla spotki Bogdanka
MNK Wspotczynniki Blad standardowy t Stat Wartogé-p  Dyspersja
. R’= 2
a 0.358 0,107 0,089 1,202 0,231 R _ 0.889
a = 2
R
s 275 0,676 0,055 12,345 0,000 @)= 0397
LTS Wspbtczynniki Btad standardowy t Stat Warto$¢-p  Dyspersja
. R’= 2
a 0377 0,010 0,081 0,127 0,899 Rops 0.968
A = 2
R
B 267 0,632 0,050 12,663 0,000 @)= 0,401
QRo o1 Wspotczynniki Btad standardowy t Stat Warto$¢-p Dyspersja
. R*= 2
a 0.704 -1,046 0,128 -8,181 0,000 RabS=0,007
a = 2
R
B 274 0,606 0,024 25,431 0,000 (@) =201

Modele zostaty oszacowane i ocenione dodatkowo poprzez pomiar dysper-
sji za pomoca wspotczynnikow R;(h) oraz R, p(h) dla Sredniego absolutnego

odchylenia oraz dla regresji kwantylowej — réwnania (11) i (12).

Tabela 3
Wyniki estymacji modeli dla spotki PGING
MNK Wspotczynniki Blad standardowy t Stat Warto$¢-p Dyspersja
. R*= 2
a 0221 0,044 0,096 0,461 0,645 Rps_ 0.962
~ = 2
R
275 0,521 0,059 8,809 0,000 (@)= 0520
LTS Wspotczynniki Btad standardowy t Stat Warto$¢-p Dyspersja
. R’= 2
R
a 0.264 0,065 0,080 0,809 0,419 abs = 0,968
~ = 2
R
p 257 0,483 0,051 9,562 0,000 (@)= 0,433
QRo o Wspotczynniki Btad standardowy t Stat Warto$¢-p Dyspersja
. R*= 2
a 0.386 -3,042 0,127 -24,007 0,000 R _ 0,002
. N= 2
R
274 0,309 0,024 13,076 0,000 (@)= 0,627

W tabelach przedstawiono wartosci estymowanych parametrow dla trzech
modeli regresji kalibrowanych dla analizowanych szeregow czasowych. Podano
dodatkowo btad standardowy szacunku. Wnioskowanie statystyczne dla wyzna-

czonych modeli obejmuje wnioskowanie o istotnoéci parametrow £ i & z wy-

korzystaniem testu ¢-Studenta wraz z podaniem poziomu istotno$ci tego testu.

Warto$ci wspotczynnikow regresji klasycznej MNK powinny by¢ przyjmowane
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z uwzglednieniem wynikow testow przedstawionych w tab. 1. Regresja kwanty-
lowa zostata zapisana dla bardzo malej wartosci kwantyla; taka warto$¢ przyj-

mujemy, jezeli do opisu zachowan rynku dodatkowo wykorzystamy VaR (Value-
at-Risk), a wyniki dopasowania modeli sa najkorzystniejsze wzgledem R’.
Analizujac miary dyspersji, mamy potwierdzenie konkluzji PGING oraz TPSA,

dla pozostatych dwoch spotek miary dyspersji daja inna oceng: dla aktywu Bog-
danka i TAURONPE powinni$my raczej wybra¢ model uciety LTS.

Tabela 4
Wyniki estymacji modeli dla spétki TAURONPE

MNK Wspotczynniki Btad standardowy t Stat Wartos¢-p  Dyspersja

A 2_ 2

a R*=0,433  -0,012 0,086 -0,143 0,886 R _ 0.943

A 2

p N=275 0,764 0,053 14,439 0,000 R(a,ﬁ): 0.429
LTS Wspotczynniki Btad standardowy t Stat Wartos¢-p  Dyspersja

S 2_ 2

a R*=0,509 -0,082 0,075 -1,100 0,272 Rope_ 0.880

A 2

= R

B N =266 0,776 0,047 16,542 0,000 @438
QRo01 Wspotczynniki Blad standardowy t Stat Warto$¢-p  Dyspersja

A 2 2

a R°=0,713 1,281 0,287 4,468 0,000 Rops_ 0.013

~ 2

N=274 1,390 0,053 26,024 0,000 R(aﬁ): 0.125
Tabela 5
Wyniki estymacji modeli dla spotki TPSA

MNK Wspotczynniki Btad standardowy t Stat Wartos¢-p  Dyspersja

S 2_ 2

a R*=0,172 0,070 0,086 0,818 0,414 Rpe_ 0.897

A 2

g N =275 0,399 0,053 7,535 0,000 R(a,ﬁ): 0.514
LTS Wspolczynniki Btad standardowy t Stat Warto$¢-p  Dyspersja

. . 2

a R*=0,213 0,057 0,082 0,690 0,491 R _ 0.916
B N =270 0,441 0,052 8,523 0,000 R(zaﬁ): 0.484
QRo o Wspotczynniki ~ Btad standardowy t Stat Wartos¢-p  Dyspersja

A 2_ 2

a R°=0,794 1,791 0,190 9,450 0,000 Rpe_ 0.023
B N =274 1,144 0,035 32,396 0,000 R(za’ﬂ)z 0.922
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Podsumowanie

Celem pracy bylo wykorzystanie wspotczynnika determinacji wraz z jego
modyfikacjami dla odpornych zadan regresji, takich jak najmniejsze medianowe
kwadraty (least median of squares — LMS) oraz najmniejsze absolutne odchyle-
nia (mean absolute deviation — MAD) w szacowaniu ryzyka systematycznego.
Wybrano grupg spolek i zbadano dopasowanie trzech typow regresji z wykorzy-
staniem trzech miernikoéw. Miary sa definiowane na innych podstawach teore-
tycznych, ale niezaleznie od sposobu kalibracji modeli odnosza si¢ do catej pro-
by oraz moga stuzy¢ do porownania wynikow regresji. Interesujacym jest fakt,
ze potrafimy wskaza¢ model regresji lepszy od innych pod wzgledem przyjetego
kryterium, pomimo iz wyniki nie zawsze sa zadowalajace.
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ALTERNATIVE METHOD OF SYSTEMATIC RISK MEASUREMENT
IN CAMP MODEL

Summary

In linear regression model, estimated by last square method, the coefficient of deter-
mination gives as an information about ratio of variance of dependence variable describe
by chosen in linear relation independence variable. We give the new range of this concept
by description the coefficient of determination for chosen robust regression models.

We proposed the description of the problem in economic contests, instead that the
problem of measurement of systematic risk is a very general issue.
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