PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LIX — ZESZYT 4 - 2012

KAMIL FIJOREK

PRZEDZIAL UFNOSCI PROFILE LIKELIHOOD DLA PRAWDOPODOBIENSTWA
SUKCESU W MODELU REGRESJI LOGISTYCZNEJ FIRTHA'

1. WSTEP

Istotnym elementem teorii bankructwa jest nurt badar ukierunkowany na staty-
styczne modele przewidywania stopnia zagrozenia upaditoscig przedsiebiorstwa. Ich
znaczenie i przydatno$¢ w dzialalnodci przedsigbiorstw oraz w prowadzonej przez
wladze publiczne polityce wzrasta wraz z narastajacymi turbulencjami finansowymi
oraz przemianami ekonomicznymi. W polskich warunkach modele te ciagle jeszcze
nie znajdujg wlasciwego miejsca w poréwnaniu do krajéw o ugruntowanym modelu
prywatnej kapitalistycznej gospodarki rynkowe;j.

Pomimo pojawienia si¢ licznych nowych narzedzi statystycznej analizy klasyfikacji
znaczenie modeli dyskryminacyjnych oraz modeli regresji logistycznej nie zmniejsza
sie, przede wszystkim dzigki ich uzyteczno$ci potwierdzonej w praktyce. Dla wigk-
szoSci uzytkownikéw metody te na tle metod nowszej generacji, jak chociazby sieci
neuronowe, sg mniej kosztowne, bardziej przejrzyste, ich wyniki sg fatwiejsze do in-
terpretacji i poréwnan, a co réwnie istotne rzadko odbywa si¢ to kosztem zdolno$ci
predykcyjnych. Za modelem regresji logistycznej w poréwnaniu do modelu dyskry-
minacyjnego przemawia brak zatozen czynionych w odniesieniu do probabilistycznej
natury zmiennych objasniajacych oraz bardziej naturalna interpretacja ocen parametréw
modelu, wadg jest bardziej zlozony proces wyznaczania ocen parametréw modelu.

W $wietle poczynionych powyzej uwag w niniejszym artykule rozwazane bedzie
jedynie wykorzystanie modelu regresji logistycznej jako narzedzia stuzacego do opi-
su zwigzku pomigdzy wielowymiarowym stanem wskaZnikéw kondycji ekonomiczno-
finansowej przedsigbiorstwa, a stopniem zagrozenia przedsigbiorstwa upadtoscia.

Znacznym problemem stojgcym przed badaczami zajmujacymi si¢ modelami prze-
widywania stopnia zagrozenia upadioscia przedsigbiorstwa jest trudno§¢ w zdobywaniu
danych o przedsiebiorstwach, zaréwno tych ktére zbankrutowaty jak i tych, ktére nie
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zbankrutowaly. Modele budowane w polskich realiach bardzo rzadko przekraczajg ba-
rier¢ 100 przedsiebiorstw. W obliczu matych préb nalezy dotozy¢ szczegdlnych staran,
aby dane zostaly wykorzystane maksymalnie efektywnie, wnioskowanie bylo obarczo-
ne jak najmniejszym bledem systematycznym, a niepewnoS$¢ ocen parametréw byla
mierzona rzetelnie. Na gruncie statystyki przeklada si¢ to na postulat estymacji nieob-
cigzonej oraz poSrednio na postulat konstruowania przedziatéw ufnosci utrzymujgcych
nominalne prawdopodobienistwo pokrycia.

Liczne badania pokazujg, ze w malych prébach estymatory parametréw modelu
regresji logistycznej uzyskiwane metoda klasyczng i zarazem najbardziej popularna,
tzn. metodg najwigkszej wiarygodnosci (MNW) charakteryzujg si¢ znacznym obciaze-
niem, ponadto klasyczne przedzialy ufnosci oparte na teorii duzej proby rzadko osiggajg
nominalny poziom ufnosci (Firth, 1993; Heinze, 2006).

Wspomniane problemy niemal catkowicie eliminuje zastosowanie modelu regresji
logistycznej Firtha, ktéry mozna traktowaé jako stosunkowo niewielka modyfikacje
klasycznego modelu regresji logistycznej. Estymacja parametréw w tym modelu jest
niemal nieobcigzona, co szczegdlnie wida¢ w bardzo matych prébach, natomiast prze-
dzialy ufnosci charakteryzuja si¢ lepszymi wtasciwo$ciami probabilistycznymi (Firth,
1993; Heinze, 1999; Heinze, Schemper, 2002; Heinze, Ploner, 2004; Heinze, 2006).

Biorac pod uwage wymienione zalety modelu Firtha zasadne wydaje si¢ stwier-
dzenie, ze powinien on stac si¢ jednym z podstawowych narzedzi w warsztacie badacza
zajmujgcego sie problematykg modelowania zjawiska upadiosci przedsigbiorstw. Istot-
ne znaczenie modelu Firtha dla praktyki uzasadnia dalsze badania jego teoretycznych
wlasciwosci.

Oszacowany model regresji logistycznej mozna traktowac jako narzedzie, za po-
mocy ktérego dokonuje si¢ przeksztalcenia informacji o kondycji przedsigbiorstwa opi-
sywanej szeregiem wskaznikéw ekonomiczno-finansowych w liczbe z przedziatu od 0
do 1, ktérag mozna interpretowaé jako swoistego rodzaju wskaznik stopnia zagrozenia
upadtoscig badanego przedsiebiorstwa. Zazwyczaj poprzestaje si¢ na wskazaniu kon-
kretnej wartoSci tego wskaznika. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze wskaZnik jest
jedynie oszacowaniem a tym samym jest z nim zwigzany blad szacunku, najczesciej
tym wiekszy im mniejszy zbiér danych stuzyt estymacji modelu. W rezultacie w kon-
tekScie matych préb istotng kwestig staje si¢ rzetelny sposéb wyznaczania przedziatu
ufnosci dla miary stopnia zagrozenia upadloscig.

Niniejszy artykul ma dwa giéwne cele. Pierwszym jest cel natury teoretycznej
polegajacy na symulacyjnym zbadaniu wilasciwosci przedziatéw ufnosci wyznacza-
nych metoda profile likelihood (PL) dla prawdopodobieristwa (miara stopnia zagroze-
nia upadtoscig) w modelu regresji logistycznej Firtha oraz zaproponowanie efektywnej
obliczeniowo metody wyznaczania tychze przedziatléw. Cel ten znajduje swe Zrédio w
badaniach Heinze’go (1999), ktéry w wyniku przeprowadzenia symulacji pokazat, ze
przedzialy ufnosSci dla parametréw strukturalnych modelu regresji logistycznej Firtha
konstruowane za pomoca metody PL charakteryzuja si¢ znacznie lepszymi wlasno-
Sciami w poréwnaniu do przedzialéw asymptotycznych (przedziaty ufnosci Walda).
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Jednakze Heinze nie rozwaza przedziatéw ufnosci dla prawdopodobieristwa sukcesu.
Réwniez systematyczny przeglad literatury nie dostarcza informacji, aby tego rodzaju
badania byly wykonane. Biorgc pod uwage pozytywne rezultaty uzyskane dla przedzia-
16w ufnosci profile likelihood dla pojedynczych parametréw modelu mozna si¢ réwniez
spodziewa¢ dobrych rezultatéw w przypadku przedziatéw ufnodci dla ich funkcji. Dru-
gim celem jest cel natury praktycznej. Cel ten bedzie zrealizowany poprzez zbudowanie
przyktadowego modelu regresji logistycznej Firtha dla przedsi¢biorstw handlowych a
nastgpnie na wyznaczeniu przedziatéw ufnoSci dla miary zagrozenia upadtoscig zar6w-
no w ujeciu standardowym (przedziaty ufnosci Walda) jak i w ujeciu proponowanym
w czgSci teoretycznej artykutu (przedzialy ufnoSci PL).

2. MODEL REGRESIJI LOGISTYCZNEJ FIRTHA

Niech zmienna zalezna Y; € {0,1} (i =1,...,n) podlega rozkladowi Bernoulliego
z prawdopodobiefistwem sukcesu réwnym:

1

P(Y;=1)=F(x6)= W’

6]

gdzie F jest dystrybuantg rozktadu logistycznego, x; to p-wymiarowy wektor zmien-
nych objasniajacych, a 6 € R? to zawierajacy wyraz wolny wektor parametréow struk-
turalnych (Long, 1997). W modelu regresji logistycznej Firtha funkcja wiarygodnosci,
nazywana funkcja wiarygodnoSci z karg (penalized likelihood function), jest postaci
(Heinze, Schemper, 2002; Heinze, 2006):

L (0)=L(0) 5", )
gdzie
L@O=[rue" [1-Fo] . 3)
i=1
n 0*lnL; (@ ,
B=-y Tkl 60,( ) _ x'wx, @

X to macierz danych o wymiarach n X p, a W jest macierza diagonalnag o wymiarach
n X n, ktérej i-ty diagonalny element jest réwny F (x;.a) (1-F (x;.é))).

W celu oszacowania parametréw modelu oblicza si¢ pochodne czastkowe logaryt-
mu funkcji wiarygodnoSci / () wzgledem parametréw modelu:

U* (0)= Z (Y —F (x;6) +h(—— (x;.e)))x,-, (5)

. . . 1 ' S . .
gdzie h; to diagonalne elementy macierzy H=W>X(X WX) X W?:. Rozwiazanie ukta-
du réwnan U*(0) = 0 jest réwnowazne ze znalezieniem wektora ocen parametrow
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maksymalizujacych funkcje wiarygodnosci L* (6). Wektor ocen jest uzyskiwany za
pomocg nastepujgcej procedury iteracyjnej:

0% = o0 1+ 1} U (00), (6)

gdzie indeks (k) oznacza k-t iteracje.

2.1. PRZEDZIALY UFNOSCI DLA POJEDYNCZYCH PARAMETROW MODELU

Btad Sredni szacunku j-tego (j = 1,..., p) parametru mozna wyznaczy¢ obliczajac
pierwiastek kwadratowy z elementu lezacego w j-tym wierszu i j-tej kolumnie oceny
odwrotnej macierzy informacyjnej IHTI. Wéwcezas (1 — a) % przedzial ufnosci Walda
dla 6; ma postac:

%) -1. A -1
(ej—z]_% VIl bz, \ﬁéjj), 7

gdzie zj-¢ to kwantyl rzedu -2 standardowego rozktadu normalnego.

W matych prébach przedzialy ufno$ci Walda rzadko osiggaja nominalne praw-
dopodobienstwa pokrycia parametru 6;. Twierdzi si¢, ze w przypadku matych prob
lepszymi wilasciwoSciami charakteryzujg si¢ przedzialy ufnoSci metody profile like-
lihood (Stryhn, Christensen, 2003). Metoda PL polega na odwrdceniu testu ilorazu
wiarygodnosci (likelihood ratio test) dla parametru bedacego przedmiotem zaintereso-
wania. Niech LR = 2 [l (é) -1 (00 j,HA(, j))], gdzie 6 to wektor ocen parametréw. Dalej
przyjmuje sie¢, ze QA(_.,») sg ocenami parametréw (poza j-tym) maksymalizujacymi funk-
cje wiarygodnoSci przy zalozeniu 6; = 6y;. Wowczas (1 — a) % przedziatem ufnosci
dla parametru 6, jest taki zbior wartosci 6p;, dla ktorych warto$¢ statystyki LR jest nie
wieksza niz kwantyl rzedu 1 — o z rozkladu y? o jednym stopniu swobody.

Venzon i Moolgavkar (w skrécie ViM) zaproponowali iteracyjng metode wyzna-
czania przedziatéw ufnoSci profile likelihood dla pojedynczego elementu wektora pa-
rametrow strukturalnych modelu, tj. 6; (Venzon, Moolgavkar, 1988). Procedure nalezy
powtérzy¢ osobno dla kazdego parametru oraz osobno dla gérnej i dolnej granicy
przedzialu ufnosci. Procedure inicjalizuje si¢ poprzez przyjecie, ze 6 jest réwna wek-
torowi ocen maksymalizujacych funkcje wiarygodnosci Firtha, tj. 6. Nastepnie niech
lo = l(é) - %)(];]_a oraz V = I,', wéwczas:

1
|2 (lo-1@) -5 @1 v w-®) | "
=[e]] Vel
gdzie e; to wektor jednostkowy z jedynka na j-tej pozycji. Jezeli celem jest znalezienie
gornej granicy przedziatu ufnosci to biezaca warto$¢ wektora 6 nalezy zaktualizowaé
W nastepujacy sposob:

0=0+V(U O+ e,), )
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W przeciwnym razie:

0=0+V (U* (0)-2e;). (10)

Aktualizacje wektora 8 nalezy powtarza¢ do uzyskania zbieznosci.

2.2. PRZEDZIALY UFNOSCI DLA PRAWDOPODOBIENSTWA SUKCESU

(1 — @) % przedziat ufnosci Walda dla prawdopodobiefistwa sukcesu F (x;ﬂ), dla
z gory okreslonego wektora zmiennych objasniajacych x;, ma postac:

(F (x;é—zl_% X, [Ieil]xi);F(x;é+zl_% NES [lgl]xi)). (11)

DiCiccio i Tibshirani (w skrécie DCiT) zaproponowali wyrafinowane uogdlnienie al-
gorytmu ViM, ktére umozliwia uzyskanie przedzialu ufnosci profile likelihood dla
dowolnej funkcji parametréw, a wigec i w szczegdlnosci dla F (x;H) (DiCiccio, Tibshira-
ni, 1991). W rozwazanym jednak przypadku mozna zauwazy¢, ze nie ma koniecznosci
sieggania po algorytm DCIiT, gdyz istnieje przeformutowanie problemu umozliwiajace
zastosowanie algorytmu mniej ztozonego, tj. algorytmu ViM.

W pierwszym kroku proponowanego postgpowania budowany jest przedziat ufno-
$ci metodg PL dla liniowej kombinacji parametréw modelu x;Q. W tym celu nalezy
zmodyfikowaé oryginalng macierzy danych X poprzez odjecie od kazdego jej wiersza
wektora x; (kolumna macierzy X odpowiadajgca wyrazowi wolnemu pozostaje nie-
zmieniona). Nastgpnie na tak przygotowanych danych nalezy oszacowa¢ model Firtha
oraz wyznaczy¢ przedzial ufnosci profile likelihood dla wyrazu wolnego za pomocg
algorytmu ViM, przedziat ten jest réwnowazny przedziatowi ufnosci dla kombinacji
liniowej parametréw modelu x;-H. W ostatnim kroku w celu uzyskania przedziatu ufno-
$ci dla prawdopodobieristwa sukcesu korice przedzialu ufnosci dla kombinacji liniowe;j
parametréw nalezy oblozy¢ funkcjg F(.).

3. BADANIA SYMULACYINE

3.1. ZALOZENIA BADAN SYMULACYJNYCH

W badaniach symulacyjnych zmienne niezalezne generowano w nastepujacy spo-
s6b:

— wariant A — dwie nieskorelowane zmienne ciggle losowane z rozktadu normal-
nego N(0,1),

— wariant B — dwie zmienne cigglte losowane z dwuwymiarowego rozkladu nor-
malnego N(0,1) o wspdtczynniku korelacji réwnym 0,8,

— wariant C — dwie nieskorelowane zmienne zero-jedynkowe (prawdopodobieristwo
»jedynki” przyjeto na poziomie 0,5),
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— wariant D — dwie nieskorelowane zmienne ciagte losowane z rozktadu N(0,1)
oraz dwie nieskorelowane zmienne zero-jedynkowe (prawdopodobiefistwo ,,jedynki”
przyjeto na poziomie 0,5),

— wariant E — dwie nieskorelowane zmienne ciagte losowane z rozktadu 7-Studenta
o 5 stopniach swobody oraz dwie nieskorelowane zmienne zero-jedynkowe (prawdo-
podobienistwo ,,jedynki” przyjeto na poziomie 0,25).

W toku symulacji generowano N = 10000 zestawéw danych (macierzy danych X)
liczacych n = {50, 100, 150} przypadkéw (wierszy). Wektor parametréw modelu dla
wariantow A, B, C jest postaci 8 = (0; 0,5; 0,5) oraz 6 = (0; 1; 1) natomiast dla
wariantow D, E jest postaci 8 = (0;0,5;0,5;0,5;0,5) oraz 6 = (0;1;1;1;1). Wyge-
nerowane zestawy danych oraz zdefiniowane parametry modelu stanowily podstawe
do wylosowania zmiennej zaleznej y;(i = 1,...,n). Dla i-tego przypadku y; stanowilo
losowa realizacje z rozktadu Bernoulliego, w ktérym prawdopodobieristwo sukcesu
bylo réwne F (xlé’)

Symulacje przeprowadzono w §rodowisku obliczen statystycznych R (R Develop-
ment Core Team, 2011). Oceny parametréw modelu regresji logistycznej Firtha oraz
odpowiednie przedzialy ufnosci uzyskiwano za pomoca zmodyfikowanej przez autora
biblioteki logistf (Heinze, Ploner, 2004; Fijorek, Sokotowski, 2012). Jakos$¢ estyma-
cji przedziatowej okreslano osobno dla przedzialéw Walda oraz przedziatéw metody
profile likelihood. Empiryczna warto$¢ prawdopodobieristwa pokrycia byta okreslana
poprzez wylosowanie po jednej obserwacji z N kolejnych macierzy danych, wyznacze-
nie dla nich przedziatéw ufnosci obu typow oraz sprawdzenie czy prawdziwe wartosci
prawdopodobienstw sukcesu nalezg do przedziatéw ufnosci. Wspétczynnik ufnosci
zostal przyjety na poziomie 95%.

3.2. WYNIKI BADAN SYMULACYJNYCH

Wyniki przeprowadzonych badan symulacyjnych zestawiono w tabeli 1. Pierw-
szym wnioskiem, ktdry mozna wyciagna¢ z analizy wynikéw symulacji jest naturalna
i w pelni oczekiwana obserwacja, ze im wieksza liczba przypadkéw tym prawdopo-
dobiefistwo pokrycia jest blizsze poziomowi nominalnemu dla obu typéw przedziatéw
ufnosci. Drugim spostrzezeniem jest to, ze przedziaty ufnosci metody PL osiggaja praw-
dopodobienistwo pokrycia znacznie blizsze poziomowi nominalnemu w poréwnaniu do
przedzialéow Walda niemal we wszystkich rozwazonych scenariuszach symulacyjnych.
Srednie odchylenie od poziomu nominalnego, ktéry wynosit 95%, dla przedziatéw
Walda wyniosto niemal 1%, natomiast dla przedziatéw PL okoto 0,3%, czyli w przy-
blizeniu trzykrotnie mniej. Odchylenia te sg jednak znacznie mniejsze w poréwnaniu do
odchylefi zaobserwowanych przez Heinze’go (1999) w przypadku przedzialéw ufnosci
obu typéw dla pojedynczych parametréw modelu.

Z praktycznego punktu widzenia mozna powiedzieé, ze wyniki symulacji nie dys-
kwalifikujg przedziatéw Walda. Jednak w przypadku, gdy rozwazane sa bardzo male
préby a probabilistyczne wlasciwosci stosowanych metod statystycznych majg spetniaé
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najwyzsze standardy zaleca si¢ stosowanie przedziatéw ufnosci metody PL, pomimo
ich znacznej ztozonosci obliczeniowe;.

Prawdopodobienistwo pokrycia przez przedzial ufnosci prawdopodobiefistwa sukcesu bl 1
Wariant n Wald ‘ PL Wald ‘ PL
0 =1(0;0,5;0,5) 6=(0;1;1)
0 =1(0;0,5;0,5;0,5;0,5) 0=(0;1;1;1;1)
50 0,9684 0,9565 0,9643 0,9533
A 100 0,9603 0,9533 0,9560 0,9508
150 0,9572 0,9522 0,9546 0,9503
50 0,9688 0,9559 0,9508 0,9523
B 100 0,9583 0,9524 0,9534 0,9557
150 0,9529 0,9496 0,9515 0,9493
50 0,9696 0,9544 0,9709 0,9560
c 100 0,9595 0,9507 0,9587 0,9504
150 0,9568 0,9510 0,9577 0,9549
50 0,9720 0,9536 0,9573 0,9526
D 100 0,9631 0,9537 0,9617 0,9590
150 0,9545 0,9492 0,9541 0,9500
50 0,9752 0,9561 0,9480 0,9581
E 100 0,9624 0,9530 0,9455 0,9493
150 0,9550 0,9492 0,9536 0,9551

Zrédlo: Opracowanie wiasne.

4. BUDOWA MODELU PRZEWIDYWANIA STOPNIA ZAGROZENIA UPADLOSCIA
PRZEDSIEBIORSTWA HANDLOWEGO

W dalszej czesci artykutu zaprezentowano proces budowania przyktadowego mo-
delu zagrozenia upadloscig przedsi¢biorstwa handlowego jako etap posredni w celu
zademonstrowania praktycznego znaczenia rezultatow uzyskanych w czesci teoretycz-
nej artykulu. Z tego wzgledu niektére aspekty procesu modelowania zostaty pominigte
lub opisane w sposéb skrétowy. Bardziej doglebne ujecie tematyki zawiera artykut
Fijorek, Grotowski (2012).
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4.1. ZMIENNE OPISUJACE KONDYCJE EKONOMICZNO-FINANSOWA PRZEDSIEBIORSTWA

Do budowy modelu predykcji zagrozenia upadtos$ciag wykorzystano wskazniki, kt6-
re opisuja w sposéb syntetyczny, ale réwnoczesnie wieloptaszczyznowy, stan i wyniki
ekonomiczno-finansowe przedsigbiorstwa. Wskazniki te opisuja zachowanie si¢ przed-
sigbiorstwa w obszarach produktywno$ci, ptynnosci, finansowania, rentownosci, zadtu-
zenia oraz wydajnosci. Ich doboru dokonano na podstawie analiz, studidéw literaturo-
wych oraz wiedzy merytorycznej. Zmienne objasniajace w przypadku przedsigbiorstwa,
ktére upadto opisuja kondycje ekonomiczno-finansowa przedsiebiorstwa na jeden rok
przed ogloszeniem upadlosci.

4.2. ZDEFINIOWANIE ZBIORU UCZACEGO DLA MODELU PRZEWIDYWANIA STOPNIA
ZAGROZENIA UPADLOSCIA PRZEDSIEBIORSTWA HANDLOWEGO

W standardowym przypadku, tworzenie zbioru danych na potrzeby budowy mo-
deli predykcji sprowadza si¢ do pobrania z populacji préby losowej jednostek staty-
stycznych. Nastepnie dla kazdej jednostki okre§lana jest jej przynalezno$¢ do jednej
z uprzednio zdefiniowanych klas. W przypadku predykcji upadtosci takie podejsScie
jest rzadko spotykane. CzeSciej stosowanym postgpowaniem jest zgromadzenie zbioru
danych o przedsi¢biorstwach upadtych, a nastgpnie dobranie do nich przedsiebiorstw,
ktére nie upadly. W niewielkich zbiorach danych stosuje si¢ zazwyczaj dobieranie
przedsigbiorstw upadtych do nieupadlych oparte na wiedzy eksperckiej oraz wnikliwej
analizie kazdej pojedynczej obserwacji.

Podstawowga statystyczng metoda ,,parowania” obiektéw posiadajacych wyr6zniong
ceche do obiektéw nie posiadajacych takiej cechy jest technika case-control. Pole-
ga ona na okre$leniu kilku kluczowych charakterystyk jednostek statystycznych oraz
dopasowaniu do kazdej jednostki posiadajacej wyrézniong ceche jednostki bez takiej
cechy, ktora jest do niej najbardziej podobna ze wzgledu na zmienne stuzace do paro-
wania. W artykule przyjeto, ze kazdemu przedsiebiorstwu upadlemu beda towarzyszy¢
przedsiebiorstwa nieupadle podobne pod wzgledem sumy bilansowej oraz przycho-
déw netto ze sprzedazy. Parowane przedsigbiorstwa bedg mie¢ zgodne dwie pierwsze
cyfry symbolu rodzaju dziatalnos$ci wedlug PKD (poziom dzialéw) oraz form¢ prawno-
organizacyjng. Ponadto dane ekonomiczno-finansowe przedsigbiorstwa upadiego oraz
dopasowanych do niego przedsigbiorstw nieupadlych beda pochodzi¢ z tego samego
roku. W praktycznych zastosowaniach najcze¢sciej wykorzystuje sie parowanie ,,1 do
17, lecz z teoretycznego punktu widzenia uzasadnione jest parowanie nawet ,,1 do
5” (Hosmer, Lemeshow, 1989). W artykule przyjeto, ze do kazdego przedsiebiorstwa
upadtego zostanie dobranych pi¢¢ przedsiebiorstw nieupadiych.

W rezultacie wykonanych prac zgromadzony material liczbowy wstepnie obej-
mowal informacje dotyczace okolo 15 tys. przedsigbiorstw nieupadlych oraz okoto
2 tys. przedsigbiorstw upadtych. Odpowiednie dane, ktére postuzyly do stworzenia
zbioru uczgcego, zgromadzono z publicznie dostepnych baz danych o przedsi¢bior-
stwach. W wyniku zawezenia zbioru danych tylko do przedsiebiorstw handlowych,
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w nastepstwie eliminacji przedsigbiorstw z niekompletnymi danymi oraz po uwzgled-
nieniu kryteriéw dobierania przedsigbiorstw upadlych do nieupadtych koficowy zbiér
uczacy przedsigbiorstw handlowych liczyt 84 przedsiebiorstwa upadte oraz 405 przed-
sigbiorstw nieupadtych (nie do kazdego przedsiebiorstwa upadtego mozliwe byto dobra-
nie doktadnie 5 przedsigbiorstw nieupadtych). W rezultacie jest to jeden z wigkszych,
cho¢ obiektywnie rzecz ujmujgc nadal niewielki, przedstawionych w polskiej literatu-
rze przedmiotu zbiér danych o przedsigbiorstwach handlowych rozwazany w kontekScie
modelowania stopnia zagrozenia upadtoscig.

4.3. ESTYMACJA MODELU REGRESJI LOGISTYCZNEJ FIRTHA

W pierwszym etapie prac dokonano analizy jednowymiarowych rozktadéw zmien-
nych objasniajacych oraz analizy korelacji zachodzacych pomiedzy nimi. W wyniku tej
procedury zidentyfikowano obserwacje odstajace oraz grupy zmiennych silnie skorelo-
wanych. W drugim etapie oszacowano parametry modelu regresji logistycznej Firtha
opisujacego zalezno$¢ pomiedzy kondycja ekonomiczno-finansowg przedsigbiorstwa
handlowego a stopniem zagrozenia upadtoscig. W celu okreSlenia optymalnego zbioru
zmiennych objasniajacych tworzacych model regresji logistycznej wykorzystano meto-
de najlepszego podzbioru (Fijorek, Fijorek, 2011). W wyniku zastosowania opisanej
procedury otrzymano nastepujace réwnanie stuzace do wyznaczania wskaznika zagro-
zenia upadloscig (WZU) przedsigbiorstwa handlowego:

1
weu = l+exp[-(=0,27-0,297,-0,392,+0,2725-0,75Z4)] (12)
Wskaznik WZU przyjmuje wartoSci z przedziatu (0,1), przy czym wyzsze jego wartoSci
wskazuja na wyzsze zagrozenie upadioscig. Ujemna (dodatnia) warto§¢ wspdtczynnika
odpowiadajacego okreSlonej zmiennej objasniajgcej oznacza, ze jej wzrost przekltada
sie na spadek (wzrost) stopnia zagrozenia upadtoscia.

4.4. ZDEFINIOWANIE KLAS ZAGROZENIA UPADLOSCIA ORAZ OKREgLENIE SPRAWNOSCI
WYKRYWANIA STANU ZAGROZENIA UPADLOSCIA

Optymalny punkt odciecia dla wskaZnika zagrozenia upadtoScia wyznaczono za
pomoca krzywej ROC (Receiver Operating Characteristic). Krzywa ROC to dwuwy-
miarowy wykres, ktory prezentuje czutos¢ (odsetek bankrutéw uznanych za bankrutéw)
oraz 1 — specyficznos¢ (odsetek nie-bankrutéw uznanych za bankrutéw), obliczone dla
réznych wartoSci punktu odcigcia. W rezultacie przyjeto nastepujacq regute definiuja-
ca przynalezno$¢ przedsigbiorstwa handlowego do klasy przedsiebiorstw zagrozonych
upadtoscia:

WZU>0,5 — klasawysokiego zagrozenia upadtosciq .

Zaprezentowana na rysunku 1 krzywa ROC ukazuje zachowanie si¢ reguly decyzyjnej
w przypadku przyjecia innych wartoSci punktu odciecia. Generalng regula jest to, ze
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im nizszy punkt odcigcia tym wigcej wykrywanych jest bankrutéw, lecz odbywa si¢ to
kosztem uznawania coraz wigkszej liczby nie-bankrutéw za bankrutéw.
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Odsetek nie-bankrutéw uznanych za bankrutow

Rysunek 1. Krzywa ROC — przedsigbiorstwa handlowe

Zdolnosci predykcyjne modelu regresji logistycznej Firtha zostaly zmierzone za
pomoca czutosci oraz specyficznosci (Fijorek, Fijorek, Wisniowska, Polak, 2011). Pierw-
sza z tych miar dla oszacowanego modelu wynosi 88,1%, podczas gdy druga 84,7%.
Biorac pod uwage wartoSci miar nalezy stwierdzi¢, ze model charakteryzuje si¢ wyso-
kimi zdolno$ciami przewidywania stanu zagrozenia upadioscia przedsiebiorstwa han-
dlowego.

4.5. OKRESLENIE NIEPEWNOSCI ZWIAZANEJ Z SZACOWANIEM STOPNIA ZAGROZENIA
UPADLOSCIA

Role kazdego wskaZnika opisujacego kondycje ekonomiczno-finansowa przedsie-
biorstwa w ksztaltowaniu stopnia zagrozenia upadloscig zbadano w ramach analizy
scenariuszowej. Zatozenia analizy przedstawiono w tabeli 2 natomiast jej wyniki zi-
lustrowano na rysunkach 2-5. W celu zapewnienia poréwnywalnoSci wynikéw w ra-
mach danego scenariusza manipulowano jedynie wartoScig pojedynczego wskaZnika
ekonomiczno-finansowego, podczas gdy wartoSci pozostalych wskaZznikéw pozostawaty
na ustalonym poziomie.

Krzywe umieszczone ,.centralnie” na wykresach 2-5 oznaczaja poziom wskaZnika
zagrozenia upadtoScig. Na podstawie analizy ich przebiegu mozna powiedzied, ze rola
wskaznika Z, oraz Z3 w ksztattowaniu WZU jest znacznie wigksza niz rola pozosta-
tych dwéch wskaznikéw. Krzywe umieszczone powyzej i ponizej krzywej centralnej
stanowiag odpowiednio goérne i dolne granice 95% przedziatu ufnosci dla WZU. Li-
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Tabela 2.
Zalozenia analizy scenariuszowej dotyczacej wplywu wskaZnikéw ekonomiczno-finansowych na stopnieni
zagrozenia upadtoscia

Numer Numer Warto$¢ wskaznika finansowego
scenariusza wykresu Z, Z, 7 Z,
1 2 od 0 do 3 2 5 0
2 3 1 od 0do 8 5 0
3 4 1 2 od 1 do 10 0
4 5 1 2 5 od-1dol

Zrédto: Opracowanie wlasne.

nig ciggly oznaczono przedziaty ufnosci Walda natomiast linig przerywang przedzialy
uzyskane metodg profile likelihood. Skonstruowane przedzialy ufnosci ukazujg bardzo
duzg niepewnos$¢ zwiazang z szacowanym wskaznikiem zagrozenia upadloscig. Nalezy
przypuszczaé, ze w mniejszych probach, tak czgsto spotykanych w polskich mode-
lach zagrozenia upadios$cia, niepewnos$¢ szacunkéw WZU bedzie na jeszcze wyzszym
poziomie.

Kolejnym wnioskiem plynacym z analizy wykreséw jest praktyczny brak réznic
pomigdzy przedziatami ufnosci Walda oraz przedziatami uzyskiwanymi metoda profile
likelihood. Tym samym w celu uzyskania przedziatu ufnosci dla wskaznika zagrozenia
upadtoscig w rozwazanym przykladzie nalezy zalecad stosowanie przedziatéw Walda
jako metody znacznie mniej zfozonej obliczeniowo.
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Rysunek 2. Wskaznik stopnia zagrozenia upadtoscig w funkcji wartosci wskaznika Z,
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5. PODSUMOWANIE

W pierwszej czesci artykutu za pomocg symulacji zbadano wiasciwosci przedzia-
16w ufnosci Walda oraz przedziatéw ufnoSci wyznaczanych metoda profile likelihood
budowanych dla wskaZnika zagrozenia upadtoscia w modelu regresji logistycznej Fir-
tha. W wyniku symulacji stwierdzono, ze réznice pomiedzy obydwoma typami prze-
dziatéw ufnosci chociaz sg zauwazalne to jednak nie sa duze. Wniosek ten dodatkowo
potwierdzily badania na rzeczywistym zbiorze danych oméwionym w drugiej czesci
artykutu.

Analiza rzeczywistego zbioru danych ponadto dostarczyla istotnego z punktu wi-
dzenia praktyki wniosku, tzn. skonstruowane przedzialy ufnosci ukazaly niepokojaco
duza niepewno$¢ zwiazang z szacowanym wskaznikiem zagrozenia upadtoscig. Nalezy
przypuszczaé, ze w mniejszych prébach, tak czesto spotykanych w polskich modelach
zagrozenia upadtoscia, niepewnos¢ szacunkéw miar zagrozenia znajduje si¢ na jeszcze
WyZszym poziomie.
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PRZEDZIAL UFNOSCI PROFILE LIKELIHOOD DLA PRAWDOPODOBIENSTWA SUKCESU
W MODELU REGRESJI LOGISTYCZNE] FIRTHA

Streszczenie

W pierwszej czgsci artykulu za pomoca symulacji zbadano wlasciwosci przedzialéw ufnosci Walda
oraz przedzialéw ufno$ci wyznaczanych metodg profile likelihood (zaproponowano réwniez efektywny al-
gorytm wyznaczania tychze przedzialéw) budowanych dla prawdopodobienistwa sukcesu w modelu regresji
logistycznej Firtha. W drugiej czesci artykutu zaprezentowano przyktadowy model zagrozenia upadioscia
przedsigbiorstwa handlowego jako etap posredni w celu zademonstrowania praktycznego znaczenia rezul-
tatéw uzyskanych w czesci teoretycznej artykutu.

Stowa kluczowe: regresja logistyczna, przedzialy ufnosci, metoda profile likelihood

PROFILE LIKELIHOOD CONFIDENCE INTERVAL FOR THE PROBABILITY OF A SUCCESS
IN THE FIRTH’S LOGISTIC REGRESSION

Abstract

In the first part of the paper the results of the simulation study, comparing the coverage properties of
Wald’s and the profile likelihood confidence intervals for the probability of a success in the Firth’s logistic
regression, are described. The efficient algorithm for computing profile likelihood confidence intervals is
proposed. In the second part of the paper the theoretical results are applied to the bankruptcy model.

Key words: logistic regression, confidence intervals, profile likelihood



