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Streszczenie: W pracy zaprezentowano model rownowagi czeSciowej dla
dwoch dobr, ktory prowadzi do ukladu rownan liniowych, w ktéorym
parametry reprezentowano za pomoca wypuktych liczb rozmytych (CFN)
oraz za pomocg skierowanych liczb rozmytych (OFN). W obu przypadkach
uktady takie mozna rozwigza¢ stosujaC a-przekroje i arytmetyka
przedziatows. Dodatkowo, podano warunki aby rozwigzanie uktadu istniato.

Stowa kluczowe: uklad rownan liniowych, wypukle liczby rozmyte,
skierowane liczby rozmyte, model réwnowagi czgsciowej

WSTEP

Otaczajagca nas rzeczywisto$¢ gospodarcza charakteryzuje si¢ bardzo
wysokim stopniem ztozono$ci. Powoduje to trudnosci z opisaniem jej za pomocg
doktadnych, precyzyjnych poje¢ i wielkosci. Sprawia to, ze do opisu zjawisk
wystepujacych w rzeczywistosci gospodarczej stosuje si¢ pojecia nieprecyzyjne
czy przyblizone, ktore mozna matematycznie opisa¢ za pomocg liczb rozmytych.

W obrgbie wielu nauk, w tym réwniez ekonomii, modelujgc okreslone
procesy czy zjawiska czesto dochodzimy do uktadéw rownan liniowych. Istnieje
wiele metod rozwigzywania takich uktadow w sytuacji gdy ich parametry (tzn.
wspotczynniki oraz wyrazy wolne) sa opisane za pomoca liczb rzeczywistych.
Jednak opisywanie rzeczywistosci przy pomocy wartosci liczbowych moze okazaé

! Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr S/W1/1/2016 i sfinansowane z $rodkoéw
na nauke¢ MNiSW.
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si¢ niewystarczajace przy modelowaniu wielu zjawisk. Gtowne przyczyny tego
niedostatku wynikajg z faktu, ze pomiary, opinie czy tez oceny niosa za soba
pewien stopien niepewnosci i nieprecyzyjnosci. Powoduje to koniecznosé
zwrdcenia si¢ w strong narzedzi aparatu matematycznego, ktore pozwalaja
wykonywaé operacje na danych nieprecyzyjnych i niepewnych. Do takich narzedzi
mozna zaliczy¢ m.in. wypukle i skierowane liczby rozmyte.

Wykorzystanie wypuktych liczb rozmytych do rozwigzywania uktadoéw
réwnan jest do§¢ szeroko opisane w literaturze [Friedman i in. 1998, Muzzioli,
Reynaerts 2006, Dymova, Sevastjanov 2009, Zhou, Wei 2014, Behera,
Chakraverty 2014]. Mozna znalezé réwniez Szereg prac O zastosowaniach
w badaniach ilosciowych wypuktych liczb rozmytych [Vujosevi¢ i in. 1996,
Schjaer-Jacobsen 2004, Pandit 2013] oraz skierowanych liczb rozmytych
[Kacprzak 2010, Kacprzak 2012, Kacprzak 2014, Kacprzak, Kosinski 2014, Sobol
i in. 2015]. Brak jest jednak prac taczacych model OFN z ukladami réwnan
liniowych.

Celem pracy jest przedstawienie jednej z metod i warunkow rozwigzywania
uktadow roéwnan liniowych o parametrach wyrazonych za pomoca wypuktych
i skierowanych liczb rozmytych na przyktadzie modelu rownowagi czgsciowe;.

Praca sktada si¢ z szeSciu czesSci. W drugiej zaprezentowano dwa modele
liczb rozmytych: wypukte oraz skierowane liczby rozmyte. Trzecia czg$¢ przybliza
model réwnowagi czesciowej dla dwoch dobr, a czwarta jedna z metod
rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych o parametrach rozmytych. Praca
konczy si¢ przyktadami liczbowymi oraz podsumowaniem.

LICZBY ROZMYTE

Wypukla liczbg rozmyta (Convex Fuzzy Numbers — CFN) A nazywamy zbior
rozmyty okreSlony na uniwersum liczb rzeczywistych, ktory jest normalny,
wypukly, 0 ciagtej funkcji przynaleznosci [Kacprzyk 1986].

W praktycznych zastosowaniach liczb rozmytych powszechnie wykorzystuje
si¢ liczby trojkatne. Trojkatne liczby rozmyte mozna jednoznacznie opisac za
pomoca trzech liczb rzeczywistych a, b i ¢ (a,b,c € Ri a < b < c) tzn. zapisuje
si¢ je w postaci A = (a, b, ¢) 0 funkcji przynaleznosci postaci (rysunek 1):

X—a

— gdy a<x<bh

b—a
xX) =1{._ . 1
Ha(x) —E_Z gdy b<x<c @
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Rysunek 1. Trojkatna liczba rozmyta A = (a, b, ¢) oraz a-przekroj

A 1(X) A
1 -

A AN

a X* p Xg

Zrbdto: opracowanie wlasne

Alternatywnym sposobem opisu trojkatnej liczby rozmytej jest zastosowanie
a-przekrojow i twierdzenia o dekompozycji. Zgodnie z tym twierdzeniem dowolny
zbidr rozmyty mozna przedstawi¢ w postaci sumy jego a-przekrojow.
a-przekrojem zbioru rozmytego A, oznaczanego przez A%, nazywamy
ostry zbior A% = {xeX:p, (x) = a}, dla kazdego ae(0,1]. Granice a-przekroju
wyznaczamy z rownan (rysunek 1):
a —a

x%—a _ =X
a=75— Oz a=— (2)

1 otrzymujemy przedzial:

A% = [a%a%] = [a+ a(b - a),c — a(c — b)]. ®3)
Twierdzenie 1. [Kacprzyk 2001] Kazdy zbiér rozmyty A mozna przedstawic
w postaci A = Ugepo,1)aA%, gdzie ad, oznacza zbior rozmyty, ktorego

elementom przypisano nastgpujace stopnie przynaleznos$ci:

_(a dla xe€A“
'uaA“(x) - {O dla x e Aa’ . (4)

Korzystajac z a-przekrojow oraz twierdzenia 1, dowolna trojkatna liczbe rozmyta
mozemy zapisa¢ jako pare funkcji postaci:
4= (A@),A@) = (a+alb - a),c —a(c — b)), ac[0,1], (5)

ktore spetniajg warunki [Congxin, Zhang 1999]: A(a) jest ograniczona,
lewostronnie ciagla i niemalejaca funkcja okreslong na przedziale [0,1], A(a) jest
ograniczona, lewostronnie ciagla i nierosngcg funkcjg okreslong na przedziale [0,1]
oraz A(a) < A(a), ae[0,1].

Jedng z metod wykonywania dziatan arytmetycznych na trojkatnych
liczbach rozmytych jest wykorzystanie a-przekrojow i arytmetyki przedziatowe;.
Niech A% =[a%a"] i B% = [Q"‘,Ea] beda a-przekrojami trojkatnych liczb
rozmytych A i B. Wowczas dziatanie ©€ {+,—,,,/} ma posta¢ (A @ B)* =
[a,b] [Moore 1966], gdzie: a = min{a® @ b%a%®b ,a“ @ b%a* @b },
b =max{a® ® b%a® @b ,a*®b% a®*®b },dlaA/B gdy 0 & B

Alternatywnym do modelu CFN modelem liczb rozmytych jest model
skierowanych liczb rozmytych (Ordered Fuzzy Numbers — OFN) zaprezentowany
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w 2002 roku i rozwijany przez prof. Kosinskiego, Prokopowicza i Slezaka w serii
prac [Kosinski i in. 2002, Kosinski i in. 2003, Kosinski, Prokopowicz 2004,
Kosinski 2006].

Skierowang liczbg rozmytg A nazywamy uporzadkowana pare (fz,94)
funkcji ciagtych, takich ze f4,g4:[0,1] > R (rysunek2a). Definicja ta nie
wymaga, aby funkcje f; i g4 byly odwracalne, a jedynie ciagte. Jednak jezeli
dodatkowo zatozymy, ze funkcja f, jest rosngca a funkcja g, jest malejaca oraz ze
fa®) <ga(y) dla Vye[0,1] [Kosinski 2006], mozemy okresli¢ funkcje
przynaleznosci u, skierowanej liczby rozmytej A (rysunek 2b):

fat@) gdy  x € [fa(0), fa(D)]
pa) =4 1 gdy x€[fa(1),ga(V)]. (6)
ga' () gdy x€[ga(1),94(0)]
Rysunek 2. a) OFN 4,

b) OFN A przedstawiona w sposob nawigzujacy do CFN,
c) Strzatka przedstawiajaca porzadek odwroconych funkcji i orientacje OFN A

a) b)
X A ﬂA(X)
L I f,1 f ' 1
DOWN,, A i ;\QA
| 3 i
UP, DOWN, X
dotgczony
przedziat
c)
UPATTf Ta  Ap)
| I 1 / :\
74;% T } i l T 7>
1Y X

Zrodto: [Kosinski, Prokopowicz 2004]

Rysunek 2¢ pokazuje skierowang liczbg rozmyta A wyposazong w strzatke
— skierowanie — ktora obrazuje porzadek odwroconych funkcji f, i g4. Pozwala
ono podzieli¢ zbior skierowanych liczb rozmytych na dwa podzbiory: OFN
o skierowaniu dodatnim, jezeli skierowanie jest zgodne z osig ox (rysunek 2c) oraz
OFN o skierowaniu ujemnym, jezeli skierowanie jest przeciwne niz 0§ ox.

Dziatania arytmetyczne na skierowanych liczbach rozmytych sa okre§lone
nastepujaco. Niech A = (f4,94), B = (f,95) | C = (fc, gc) beda OFN wowczas
dziatanie C = A (® B ma postac:

Vyel01] [fc @) = () @ () igc(y) = 94y) ®© gsgW], (7)

gdzie @€ {+,—,,/}, A/B jest okreSlone gdy Vye[0,1] |fz(y¥)| > 0, |gg(y)| > 0.
Jezeli funkcje f, i g4 skierowanej liczby rozmytej A sa liniowe i f,(1) = g,(1),
wowczas mowimy o trdjkatnych skierowanych liczbach rozmytych. Uwzgledniajac



Porownanie rozwigzania uktadow réwnan liniowych ... 57

posta¢ (5) trojkatnej liczby rozmytej w modelu CFN, w modelu OFN ta liczbe
mozemy zapisa¢ na dwa sposoby, uwzgledniajac skierowanie:

A= (fal@),ga(@), ac[0,1] lub A = (ga(a), fa(@)), ac[0,1]. (8)
MODEL ROWNOWAGI CZESCIOWEJ DLA DWOCH DOBR

Rozwazmy model izolowanego rynku, w ktérym wystepuja tylko dwa
powiazane ze soba dobra. Dla uproszenia zatozymy, ze funkcje popytu i podazy
obu dobr sg liniowe i zaleza jedynie od cen obu dobr. Matematycznie model ten
mozemy zapisa¢ w postaci [Chaing 1994]:

Qa1 = ap + a1Py + ayP,, Qs1 = by + b1Py + byP;, Qgq = Qs1, ©)

Qaz = o + ¢1P1 + P, Qsz = do +d1 Py + dy P, Qa2 = Qs2, (10)
gdzie Qg; i Qg oznaczajg odpowiednio popyt i podaz na dobro i(= 1,2), P; jest
ceng dobra i, natomiast a;, b;, c;, d; sa parametrami modelu. Rynek znajduje si¢
w rownowadze, kiedy spetniony jest uktad rownan (9)-(10), czyli zachodzi:

{a0+a1P1+a2P2=b0+b1P1+b2P2 (11)
C0+C1P1+C2P2:d0+dlpl+d2P2.

Korzystajac z rachunku macierzowego, uktad (11) mozemy zapisa¢ w postaci:

3= D60
(e c2)<P2 +(c0)‘ d, d,)\P,) T \dq, (12)
lub skrocone;:
A1P+Bl =A2P+BZ (13)

Jezeli parametry a;, b;, c¢;, d; modelu (9)-(10) sa liczbami rzeczywistymi, uktad
(12) mozemy zapisa¢ W nastepujgcej formie:

ay—by a;— bz) (Pl) _ (bo - ao)
(Cl_dl c; —dyJ\Py)  \dog—co/’ (14)
Po rozwigzaniu uktadu (14), otrzymujemy ceny rOwnowagi postaci:
5= _ (bg—ap)(cz—dy)—(az=by)(do—co) F= _ (bp—ag)(c1—dq)—(a;—by)(do—co) (15)

L7 (ay-by)(ca—dp)~(az=by)(c1~d1) 2~ (az—by)(ca—da)—(az—by)(c1—dy)’

Rozwazmy teraz sytuacj¢, ze parametry a;, b;, c¢;, d; modelu (9)-(10) (czyli
elementy macierzy A,, A,, B; i B, we wzorze (13)) sa trojkatnymi liczbami
rozmytymi postaci (5). Do rozwigzania uktadu (13) wykorzystamy twierdzenie 2.
Twierdzenie 2. [Muzzioli, Reynaerts 2006] Uklady rownan liniowych AX = B
i A;X + B, = A,X + B,, gdzie elementy macierzy A;, A,, By | B, s3 trojkatnymi
liczbami rozmytymi, macierze A i A; — A, s3 nicosobliwe oraz A = A; — A,
i B = B, — B;, maja taki sam wektor rozwigzan.
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Z twierdzenia 2 wynika, ze mozemy uwagg skupi¢ na rozwigzaniu uktadu
réwnan postaci AX = B, gdzie elementy macierzy A i B sa trojkatnymi liczby
rozmytymi, wykorzystujac a-przekroje.

W sytuacji gdy parametry a;, b;, ¢;, d; modelu réwnowagi (9)-(10) sa
reprezentowane za pomocg trojkatnych skierowanych liczb rozmytych postaci (8),
uktad (13) mozemy rozwigza¢ za pomoca a-przekrojow lub wykorzystujac
wlasnosci dziatan arytmetycznych w modelu OFN skorzystaé ze wzoréw (15).
ROZWIAZANIE UKLADU AX = B O ROZMYTYCH PARAMETRACH
Rozwazmy uktad réwnan liniowych postaci:

aj1x1 + agpx; = by
, 16
{a21x1 + az2x; = by (16)
gdzie parametry a;j, b; (i,j = 1,2) sa trojkatnymi liczbami rozmytymi postaci (5)
lub skierowanymi trojkatnymi liczbami rozmytymi postaci (8). Z twierdzenia 1 dla
kazdego a € [0,1] uklad (16) zapisujemy w postaci ukladu o elementach
przedziatowych (a-przekrojach):
— — —_ - —
lafy, @ 1[xf, %1 ] + [afy, @121 (x5, X5 ] = [bf, by ]
— — — — —a_ -
[ggli agl] [Ef{' Xf] + [23(2' agz] [xa" Xg] = [ba' bZ]
W celu uproszczenia prezentacji metody rozwigzania uktadu, zaldézmy ze
[gg-,ﬁg-] c Ry, [x5%]cR, i [Qf‘,E;x] cR; ([aa] cR; tzn. g, a€Ry).
Korzystajac z arytmetyki przedziatowej, uktad (17) mozemy zapisa¢é w postaci
uktadu o parametrach rzeczywistych:
(@1X1 + aizx3 = by

17)

—a —a , —a —a -
ay1x1 +agx; = by

(18)
a5 X7 + agxy = by
0 — O — —a
1%, + 3%, = b,
ktory z kolei mozemy podzieli¢ na dwa poduktady:
B, e — —Q
afixf +afx§ = bf . |@i,x] + ajoX; = by 19
@ x4 g% a:bal A —a . —a —q ( )
az1X1 T AxpXy = D3 Ay1X; + AyyX; = by
Poduktady (19) mozemy zapisa¢ w notacji macierzowej nastepujaco:
A% =B | A% =B, (20)

gdzie A%, A sa macierzami glownymi, a B% i B sg kolumnami wyrazow
wolnych odpowiednich poduktadéw (19). Rozwigzania poduktadow wyznaczajg
odpowiednio granice dolne x{* i gorne x; (i = 1,2) rozwiazania uktadu (16).
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Jezeli parametry a;;, b; (i,j = 1,2) ukladu (16) s3 opisane tréjkatnymi
liczbami rozmytymi postaci (5), wowczas Friedman i in. (1996) rozrézniaja dwa
rodzaje rozwigzan: rozwigzanie mocne (strong fuzzy solution) jezeli dla kazdego i,
x; = (x;(a),x;(a)), a €[0,1] jest wypukta liczba rozmyta postaci (5) oraz
rozwigzanie stabe (weak fuzzy solution) w przeciwnym przypadku. Rozwigzanie
uktadu (16) bedzie rozwigzaniem mocnym, jezeli macierze we wzorze (20)
spetniaja warunek (4%)"1B® < (4" )~'B", dla kazdego a € [0,1]. W przeciwnym
przypadku otrzymujemy rozwigzanie stabe. Z kolei, jezeli w ukladzie (16)
parametry a;;, b; (i,j = 1,2) sa reprezentowane za pomocg skierowanych liczb
rozmytych (8), rozwigzanie jest zawsze rozwigzaniem mocnym.

PRZYKLADY LICZBOWE

W tej czeSci rozwazymy przyktady liczbowe modelu rownowagi czesciowej
(9)-(10), w ktorych parametry modelu beda reprezentowane za pomoca: liczb
rzeczywistych, trojkatnych CFN postaci (5), trojkatnych OFN postaci (8).

Model rownowagi czeSciowej o parametrach rzeczywistych
Zatozmy, ze funkcje popytu i podazy 0 parametry rzeczywistych maja postac:
Q41 =26 —4P; + P,, Qs = =2 + 2P;, (21)
Qa2 =30+ Py —3P,, Qsy = —4 + 2P,. (22)
Uwzgledniajac wzory (15) dla modelu (21)-(22) réwnowagg osiagamy przy
nastgpujacych cenach rownowagi: Fl =6I P=2 = 8, a odpowiadajgce im warto$ci
réwnowagi wynosza odpowiednio: Q; = 10 i Q, = 12.
Model rownowagi czeSciowej o parametrach opisanych trojkatnymi CFN
Zatozmy teraz, ze w modelu (21)-(22) parametry funkcji popytu i podazy sa
opisane za pomoca trojkatnych liczb rozmytych, tzn. maja postac:
Qq1 =26 — 4P, +1P,, Qs = =2 + 2P, (23)
Q42 =30+ 1P, —3P,, Q;;, = —4 + 2P,. (24)
Z warunkow rownowagi otrzymujemy nastepujacy uktad:
{_?+?P1=2:6_A:‘P1+§P2 (25)
~4+ 2P, =30+1P, — 3P,

0 postaci macierzowej:

G D))= B+ E) @)

a korzystajac z twierdzenia 2 otrzymujemy:

(2_+12L z_+i§> (2) - @g i i) (27)
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Rownanie (27) daje uktad rownan liniowych o rozmytych parametrach postaci:
(2+4)p,-1P,=26+2
{—1P1+(2+§)P2 =30+4
Wykorzystujac posta¢ wypuktych liczb rozmytych (5), uktad (28) zapisujemy jako:

(28)

([(1+a,3—a)+(3+a,5—a)](&,P_1)—(a,2—a)(&,P_z)=
J =@25+a,27-a)+(1+a,3—0a)

_ — (29)
|-(@2-a)(P,P)+[A+a3-a) +2+a4-a)](P,P;) =
=29+a,31-a)+B3+a,5—a)
i mozemy rozbi¢ na dwa poduktady:
(44 2a)P; — (2 — a)P, = 26 + 2a (8 — 2a)P; — aP, = 30 — 2« 30)
- — i — — (30
—aP; + (7 - 2a)P, =36 —2a -2-a)P; +(3+ Za)& =32+ 2a

Po rozwigzaniu poduktadow (30) otrzymujemy rozmyte ceny réwnowagi
(rysunek 3a):

. (2a2+78a—254 2a2—86a—90) i = (2a2+82a—316 2a2—90a—144)
~ \ 3a2-4a-28 ’ 3a2-8a—24 27\ 3a2-8a—24 ' 3a2-4a-28

o

(31)

Poniewaz ceny rownowagi (31) nie sg liczbami rozmytymi, rozwigzanie w tym
przykladzie jest stabe i wyglada nastepujagco [Friedman i in. 1996]:

o

20%>-86a—90 2a’+78a-254\ . =— 2a?-90a—144 2a?*+82a-316
=( ) i P=( ) @2

3a2-8a-24 " 3a?-4a-28 3a2-4a-28 ' 3a%-8a-24
Model rownowagi czeSciowej o parametrach opisanych tréojkatnymi OFN
Zatozmy teraz, ze w modelu (21)-(22) parametry funkcji popytu i podazy sa

opisane za pomocg trojkatnych skierowanych liczb rozmytych i skierowania
wszystkich elementow sg dodatnie. Otrzymujemy wowczas uktad rownan postaci:

( [(1+a,3—a)+(3+a,5—a)](ﬂ,P_1)—(a,Z—a)(&,P_z)=
J =25+ a,27-a)+(1+a,3—a)

- N (33)
|-(@2-a)(PP) +[A+a3-a) + 2+ a4—a)](PP;) =
=29+a,31-a)+(3+a5—-a)
ktory daje dwa poduktady:
(4+20)Py —aP, =26 +2a ( (8- 2a)P; — (2—a)P;, = 30 — 2«
— all . (34)
—aPy + (3+2a)P, =32+ 2a (—(2—a)P, + (7 — 22)P, = 36 — 2a
Ceny rownowagi (rysunek 3b) maja wowczas postaci:
= 6a2+90a+78 6a®-114a+282\ . == 6a%+98a+128 6a?-122a+348
b= (3a2+14a+12’ 3a2-26a+52 ) Py = (3a2+14a+12 ' 3a2-26a+52 ) (35)
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Rysunek 3. Ceny rownowagi, gdy parametry modelu rownowagi sg reprezentowane przez:
a) trojkatne wypukle liczby rozmyte, b) trojkatne skierowane liczby rozmyte

54 6 65

Zrédlo: opracowanie wlasne

Rysunek 3 prezentuje rozmyte ceny rownowagi modelu rownowagi czesciowej dla
dwoch dobr, ktérego parametry opisano za pomoca wypuktych liczb rozmytych
(rysunek 3a) oraz za pomoca skierowanych liczb rozmytych (rysunek 3b). Mozna
zauwazy¢, ze stosujac model OFN rozmycie (szeroko$¢ nosnika) cen rownowagi
jest mniejsze.

PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano jedna z metod rozwigzywania liniowych uktadow
rbwnan o parametrach niepewnych czy nieprecyzyjnych. Parametry takie
matematycznie mozemy opisywac¢ za pomoca m.in. wypuktych liczb rozmytych
czy tez skierowanych liczb rozmytych. Podano réwniez warunki jakie powinny by¢
spetnione, aby rozwigzanie uktadu istniato. Liczbowe przyklady obrazujace
wspomniane metody zaprezentowano na przykladzie modelu réwnowagi
czesciowej dla dwoch dobr.

Z ekonomicznego punktu widzenia, szczeg6lnie interesujacy wydaje si¢ by¢
model skierowanych liczb rozmytych. Liczby te pozwalaja na matematyczne
modelowanie i przetwarzanie, w sposob analogiczny do arytmetyki liczb
rzeczywistych, wielkosci nieprecyzyjnych czy niepewnych. Ponadto wykorzystanie
skierowania moze wzbogaci¢ i poglebi¢ analizy ekonomiczne, co bedzie
elementem kolejnych badan.
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COMPARISON OF SOLUTIONS SYSTEMS
OF LINEAR EQUATIONS WITH THE PARAMETERS
DESCRIBED BY CONVEX FUZZY NUMBERS AND
ORDERED FUZZY NUMBERS EXEMPLIFIED
BY THE PARTIAL EQUILIBRIUM MODEL

Abstract: The paper describes the partial equilibrium model for two goods,
leading to a system of linear equations. The system of linear equations with
the parameters represented by convex fuzzy numbers (CFN) and ordered
fuzzy numbers (OFN) have been considered. In both cases, such systems can
be solved by applying a-cuts and interval arithmetic. Additionally,
the conditions of existence of solution have been presented.

Keywords: system of linear equations, convex fuzzy numbers, ordered fuzzy
numbers, partial equilibrium model



