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Wprowadzenie

Analizy dotyczace portfeli inwestycyjnych w sposob szczegdlny wymaga-
ja uwzglednienia wspotzaleznosci wystgpujacych pomiedzy sktadowymi port-
fela. Fakt ten ma podstawowe znaczenie z punktu widzenia podejmowania
wiasciwych decyzji ze wzgledu na dwa zasadnicze kryteria, jakie stanowig mak-
symalizacja zysku i minimalizacja ryzyka. Niewlasciwe wychwycenie zalezno-
$ci pomiedzy sktadowymi portfela moze sprawic, ze ryzyko bedzie znaczaco nie-
doszacowane.

Jednym z podej$¢, pozwalajacym na ujecie wspotzaleznosci miedzy sktado-
wymi portfela jest modelowanie za pomocg kopuli. Taka metodologia jest efek-
tywna i do$¢ popularna. Daje si¢ ona stosowaé zarowno w statycznym podejéciu
do danych, w ktoérym analizowane sg bezwarunkowe stopy zwrotu, jak i w po-
dejéciu dynamicznym, uwzgledniajacym m.in. autokorelacje, czy tez warunkowa
zmiennos$¢. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze stosowane w praktyce i opisywane
od strony teoretycznej modele bazujg jedynie na kopulach symetrycznych, a do
tego w zdecydowanej wigkszosci przypadkow na archimedesowych. Mimo ze
modele te dajg dos¢ satysfakcjonujace efekty, to jednak ich istota stoi w sprzecz-
nosci z faktem, ze sktadowe portfela (na ogoét) nie moga by¢ traktowane jako wza-
jemnie zastepowalne elementy. Wobec tego symetria wektora losowego jest tu ro-
zumiana jako symetria kopuli (w sensie wymienno$ci jej argumentow) taczace;j
wspotrzedne tego wektora. Oznacza to, ze wektor (Y, ..., Y)) jest symetryczny,
jezeli wektory (F(Y),.... F(Y)) 1 F oY) oo Foy(Yo) maja ten sam rozktad

(k)
dla dowolnej permutacji 1, gdzie F, sa dystrybuantami brzegowymi.
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W zwigzku z powyzszym w opracowaniu zaproponowano odejscie od mo-
delowania zaleznos$ci mi¢dzy rozktadami brzegowymi przy uzyciu kopuli syme-
trycznych na rzecz modelowania kopulami niesymetrycznymi, ktére stuza opiso-
wi zaleznosci miedzy brzegowymi rozktadami stop zwrotu pojedynczych walorow
tworzacych portfel. W tym konteks$cie celem opracowania jest prezentacja mozli-
wosci efektywnego zastosowania kopuli niesymetrycznych do optymalizacji port-
fela. Prezentacja ta jest prowadzona na podstawie przyktadowego, arbitralnie wy-
branego portfela dwusktadnikowego.

Od kilku lat w literaturze zaczyna si¢ odnotowywac fakt, ze modele bazujace
na kopulach symetrycznych sa nieadekwatne. Prezentowane przez autorow ujecia
wywodzg si¢ z grubsza z dwoch nurtow. Pierwszy uwypukla koniecznos$¢ stoso-
wania kopuli o r6znych dolnym i gérnym wspotczynnikach zaleznosci ekstremal-
nych. Drugi dotyczacy tzw. modelu kaskady kopuli dwuwymiarowych, stanowi
probe oddania specyficznych zaleznosci wielowymiarowych [1]. Ujecia te jednak
nie w pelni i nie wprost realizujg istot¢ nadmienionej asymetrii.

1. Optymalizacja portfela

Opis stosowanej w opracowaniu metodologii zaczniemy od prezentacji istoty
optymalizacji portfela ztozonego z walorow X, ... , X®, ktorg mozna uja¢ w na-
stepujacy sposob’:

Zatézmy, ze znane sa oczekiwana stopa zwrotu z portfela R(v) i pewna
przyjeta miara ryzyka M(v) dla wszystkich mozliwych udziatow v = (v ,..., v,)

k

(Z v, =1, v, > 0) waloréw pod wzgledem ilo$ci w portfelu. Wowczas albo przy
i=1

zadanej najmniejszej dopuszczalnej oczekiwanej stopie zwrotu R, wyznacza sig

sktad portfela v minimalizujacy miarg ryzyka (ujgcie optymalizacyjne ozn. (O1)),

albo przy zadanej najwigkszej dopuszczalnej wartoSci miary ryzyka M wyznacza

si¢ sktad portfela v maksymalizujacy oczekiwang stope zwrotu (ujecie optymali-

zacyjne ozn. (02)).

Graficzng ilustracje istoty obu uje¢ optymalizacji w przypadku portfela dwu-
sktadnikowego (k = 2, v = (v, 1 — v)) prezentuja wykresy zamieszczone w le-
wej kolumnie na rys 1. Natomiast w prawej kolumnie tego rysunku umieszczone
sg dodatkowo wykresy odzwierciedlajace zaleznosci udziatu v pierwszej sktado-

* Przedstawione tu ujecie optymalizacji jest bardzo ogélne, a szczegdétowe podejscia mozna zna-
lez¢ np. w pracach [4; 7; 9].
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wej portfela odpowiednio od R (v = w(R), w ujeciu (O1)) badz od M, (v = v(M),
w ujeciu (02)).
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Rys. 1. Tlustracja graficzna sposobu optymalizacji portfela dla umownych przebiegow funkcji R
i M

W dalszym ciggu rozwazane sg opisane pokrotce miary ryzyka oraz metoda
szacowania oczekiwanej stopy zwrotu z portfela.

Po pierwsze, jako miary M przyjete sa warto$¢ zagrozona (VaR) i warunko-
wa warto$¢ zagrozona (CVaR). Dla prostoty miary te sg rozwazane jako stosow-
ne parametry rozktadu stop zwrotu z portfela, w szczegdlnosci VaR jest rozumia-
ne jako kwantyl tego rozktadu, a nie odpowiadajaca temu kwantylowi strata na
warto$ci portfela. Ponadto VaR i CVaR sg wyznaczane z perspektywy krotkiej po-
zycji — odnoszg si¢ zatem do prawych ogonow rozkladu stop zwrotu. Za metode
estymacji tych miar — w prezentowanym dalej przyktadzie empirycznym — przy-
jeto metode symulacji Monte Carlo, a uzyskane tak oszacowania miar przedsta-
wione zostang przez pryzmat wykresow bedacych analogonami wykreséw z pra-
wej kolumny z rys. 1.

" Wykresy z pierwszej kolumny zostaty wykonane w programie MS Excel, natomiast wykresy
z drugiej kolumny, jak rowniez wszystkie pozostate wykresy zamieszczone w opracowaniu —
w srodowisku R.
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Po drugie, stosowana procedur¢ szacowania oczekiwanej stopy zwrotu
z portfela mozna okresli¢ nastgpujaco: dla dowolnego sktadu portfela odtwarzane
sa dzienne realizacje jego stop zwrotu w okreslonym horyzoncie czasowym, kto-
rych $rednia przyjmowana jest jako oczekiwana stopa zwrotu na kolejny dzien.

W dalszym ciggu, bez straty ogoélnosci rozwazan, analizowany jest jedynie
przypadek portfela dwusktadnikowego”.

2. Kopule niesymetryczne

Sposrod wielu mozliwos$ci opisanych w literaturze, w opracowaniu wykorzy-
stany jest szczegblny przypadek ogolniejszej konstrukeji dwuwymiarowych ko-
puli niesymetrycznych zaproponowanej w pracy [2]. Zgodnie z wynikami tej pra-
cy (wnioski 3 14, s. 387-388), kopule niesymetryczng mozna utworzy¢ z dwoch
dowolnych kopuli 4 i B za pomocg m.in. funkcji: f(x) = x* g (x) = xP 0 parametrach
a, B € (0,1). Jesli bowiem a # 1/2 lub B # 1/2, to kopula dana wzorem:

C,p ) =AYyt P) - B(x?, yP) €]
jest niesymetryczna.

W opracowaniu za kopule 4 przyjeta jest archimedesowa kopula Claytona C,
(x,y)=(x"7+y—1)", z parametrem y > 0. Natomiast za kopule B przyjeto tzw.
kopulg przetrwania Claytona, czyli: Cy @y =x+ty-1+C(I-x,1-y), ktora nie
jest archimedesowa. Dobor typu tych kopuli jest arbitralny. Uzycie kopuli prze-
trwania podyktowane jest faktem, ze kopula Claytona ma niezerowy dolny wspot-
czynnik zaleznosci ekstremalnych (rowny 27) i zerowy gorny, za§ w przypadku
kopuli przetrwania wartosci tych wspotczynnikoéw sa zamienione. Dzigki temu
w kopuli utworzonej na podstawie wzoru (1), a wyrazonej jako:

Copps ) =C(0 410 - G ) =
= (x(a—l)v +y(B—1)Y - 1)71/7 . 2)
SOy (1= x) 0+ (1= )9 1) 1)

oba wspoélczynniki zaleznosci ekstremalnych sa niezerowe, cho¢ nie daja
si¢ one w prosty sposOb wyrazi¢ wzorami w zaleznosci od parametrow
a,pBe(0,1)iy,d>0.

* Przypadek wigcejwymiarowy wymaga jedynie uzycia innych metod konstrukeji kopuli niesyme-
trycznych.
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W prezentowanym dalej przyktadzie empirycznym do estymacji parametréw
kopuli danej wzorem (2), a nastgpnie do symulacji prob wedtug tak uzyskanego
rozktadu stosowano metody ogolne [3; 8]. Ponadto z uwagi na brak wzor6w ana-
litycznych stosownych funkcji pomocniczych nieuniknione okazaty si¢ metody
numeryczne”.

3. Metoda Monte Carlo

Niech dane bedg notowania X, , X, , dlaz e {1, ..., T}, walorow X0, X@
oraz zrealizowane stopy zwrotu R, , R,  tych walorow. Przy tych oznaczeniach im-
plementacja metody Monte Carlo (MC) do szacowania miar ryzyka (VaR i CVaR)
portfela dwusktadnikowego przeprowadzona jest w sposob nastgpujacy:

1. Na podstawie zrealizowanych stop zwrotu R, , R, estymowane sg (metoda
najwigkszej wiarogodnosci) parametry rozktadow brzegowych, za ktore przy-
jeto dwustronne uogoélnione rozktady Pareto.

2. Nastepnie (przy uzyciu numerycznej metody najwiekszej wiarogodnosci) es-
tymowane sg parametry kopuli taczacej powyzsze rozktady brzegowe, danej
wzorem (2).

3. W kolejnym kroku zgodnie z rozktadem tacznym, zadanym przez kopule
i rozklady brzegowe, symulowana jest proba liczebnosci T odtwarzajaca re-
alizacje 131’[ 91?2,; stop zwrotu sktadowych portfela.

4. Na podstawie tak otrzymanej proby odtwarzane sa realizacje notowan obu

walorow )?1 , ,)?2 - Z uwagi jednak na mozliwos¢ swobodnego zadania war-

tosci poczqfkowilch ciggdéw notowan przyjeto zasadg rownosci median, tzn.
med(X, ) = med(X, ) i med(X,,) = med(X, ).

5. Proba )?u’ )N(Z‘t, przy zadanym udziale v pierwszego waloru, shuzy do wyzna-
czenia ciagow: ZNt v), 13[ (v) odtwarzajacych realizacje warto$ci oraz realizacje
stop zwrotu stosownego portfela.

6. Z tak otrzymanych ciggow I?t(v) wyznacza si¢ oszacowania VaR(v)
1 CVaR(v).

Kroki 3-6 powtarzane sg 1000 razy, a jako ostateczne oszacowania VaR(v)

1 CVaR(v) przyjmowane sg mediany z warto$ci uzyskanych w poszczegolnych re-

petycjach.

" Wszystkie obliczenia zostaty wykonane w $rodowisku R.
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4. Przykiad empiryczny

Przyktadowym analizom poddany jest portfel tworzony z akcji KGHM i PKN
Orlen na 30.09.2011 r. z horyzontem czasowym wynoszacym 1 dzien roboczy.
Szacowanie oczekiwanej stopy zwrotu bazuje na 7'= 500 ostatnich realizacjach”
stopy zwrotu dla wszystkich mozliwych proporcji udzialow walorow w portfelu
zadanych przez v — stanowigce udziat KGHM — zmieniajace si¢ od 0 do 1 z kro-
kiem 0,001.

Dla kazdego v z podanego zakresu, zgodnie z wczesniej opisang metodo-
logia, wyznaczone zostaly oczekiwane stopy zwrotu (R(v)) oraz miary ryzyka
(VaR(v) 1 CVaR(v)), ktore przedstawiaja odpowiednie wykresy na rys. 2.
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Rys. 2. Stopy zwrotu i miary ryzyka z portfela uzyskane metoda MC (w zaleznosci od v — udziatu
KGHM)

Na tej podstawie wyznaczone sg udzialy v optymalizujace analizowany port-
fel w rozumieniu metod (O1) i (O2). Zalezno$¢ udziatéw v od najmniejszej do-

*

Wobec tego podstawa wszelkich obliczen sa dzienne notowania na zamknigcie kursow akcji obu
spotek z okresu 8.10.2010-30.09.2011 (po 500 obserwacji) z GPW w Warszawie.
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puszczalnej oczekiwanej stopy zwrotu R (w sensie (O1)) prezentujg wykresy
z rys. 3, natomiast zalezno$¢ udzialéw v od najwigkszej dopuszczalnej wartosci
miary ryzyka M (w sensie (02)) — wykresy z rys. 4.
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Rys. 3. Skiad portfela v(RO) uzyskany metoda (O1)
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Rys. 4. Skiad portfela v(MO) uzyskany metoda (O2)

Zaprezentowany przyklad empiryczny pozwala wnioskowac, ze:

— Szacowanie miar ryzyka (VaR, CVaR) poprzez odtwarzanie wektora stop zwro-
tu metoda MC cho¢ jest ztozone metodologicznie (przez co wymaga znacz-
nych ,,naktadéw obliczeniowych”), to jednak daje si¢ efektywnie stosowac.

— Uzyskane oszacowania stop zwrotu oraz miar ryzyka dla réznych sktadow
portfela pozwalajg w prosty sposob zoptymalizowac portfel.
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Podsumowanie

Oproécz wnioskow wynikajacych bezposrednio z zaprezentowanego przy-
ktadu zastosowania kopuli niesymetrycznej nalezy uwypukli¢ fakt ogoélniejszy —
— dotyczacy istoty asymetrii (w sensie zaprezentowanym w opracowaniu) i jej
uwzglednienia w modelu. Mianowicie, stosowanie kopuli niesymetrycznych jest
bardziej zasadne merytorycznie ze wzgledu na specyfike zaleznosci migdzy skta-
dowymi portfela. Niniejsze opracowanie jest swego rodzaju przyczynkiem do
dyskusji nad potrzebg, a zarazem mozliwoscig zastosowan kopuli niesymetrycz-
nych, ktoére poszerzaja perspektywe spojrzenia na modelowanie zalezno$ci mig-
dzy rozktadami brzegowymi. Obszar ten w zakresie aplikacyjnym jest wciaz zbyt
mato eksplorowany.

Wobec powyzszego, w kontekscie przedstawionego przyktadu empiryczne-
go perspektywa dalszych badan powinna obja¢ chociazby takie aspekty, jak: roz-
szerzenie analiz na portfele wielowymiarowe; dynamiczna weryfikacja uzyski-
wanych wynikéw wzgledem pojawiajgcych sie kolejnych realizacji; poréwnanie
z innymi metodami.
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APPLICATION OF ASYMMETRIC COPULAS IN PORTFOLIO OPTIMIZATION

Summary

This paper is some kind of a discussion about both the necessity and possibility of
asymmetric copula applications. Presented deliberation is settled in the context of finan-
cial portfolio analysis that, in a specific way, requires taking the correlations of the compo-
nent assets into consideration, which creates an opportunity for asymmetric copula imple-
mentation. Mentioned issues are exemplified by real two-asset portfolio optimization.





