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Sterszczenie. Celem artykutu jest proba oceny wplywu filtracji ekonomicznych szeregdéw
czasowych na portrety fazowe ich sktadowych trendowych oraz cyklicznych. W zasadzie wszelkie
przeksztalcenia szeregéw czasowych zwiazane z ich (szeregdéw) analiza, prognozowaniem, mode-
lowaniem, sterowaniem itp. mozna potraktowac jako filtracjg. Filtry cyfrowe znajduja zastosowanie
m.in. w ekonomii do wygtladzania szeregoéw czasowych, usuwania niepozadanych wahan (sezo-
nowych, przypadkowych, wysoko- lub niskoczgstosciowych itp.), prognozowania i modelowania
proceséw ekonomicznych.

Uzyskane wyniki pozwalaja na sformulowanie odwrotnej zaleznosci migdzy wyktadnikiem
Hursta 1 wystgpowaniem dominujacych czgstosci we wszystkich badanych szeregach: wraz ze
wzrostem wyktadnika Hursta (lub ze zmniejszaniem si¢ wymiaru fraktalnego) zanika wyrazna
struktura harmoniczna. Przeprowadzone symulacje z filtracja szeregdw czasowych potwierdzaja
tezg, ze regularno$¢ przebiegow cyklicznych cechuje raczej uktady antypersystentne, powracajace
do wartos$ci srednich. W uktadach wzmacniajacych trendy (persystentnych) wyrazna regularnos¢
wystepuje rzadko. Portrety fazowe uzyskane w wyniku filtracji Hodricka-Prescotta i Kalmana sa
najblizsze portretom fazowym cyklu granicznego, charakterystycznego dla uktadow oscylujacych
wokot pewnego stanu rownowagi. Przeprowadzone badanie wskazuje, ze ekonomiczne szeregi
czasowe sa cyklami nieokresowymi, tzn. nie maja $cisle okreslonej skali czasowej 1 dlugosci.
Zastosowanie procedury filtracji pozwala wyjawi¢ okresowa, regularng natur¢ ekonomicznych
szeregdw czasowych. Najbardziej efektywne wydaje si¢ zastosowanie filtra Hodricka-Prescotta
i filtra Kalmana.

Stowa Kkluczowe: filtry cyfrowe, filtr Hodricka-Prescotta, filtr Baxtera-Kinga, filtr Butterwor-
tha, filtr Kalmana, wyktadnik Hursta, wymiar fraktalny, uktad persystentny, uktad antypersystentny,
portrety fazowe
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Wstep

W technice i naukach przyrodniczych filtry maja szerokie zastosowanie. Fil-
try techniczne sa wykorzystywane np. do filtracji wody, kawy, oleju, powietrza,
gazow. Filtry elektryczne lub elektroniczne sa wykorzystywane do zmniejszenia
poziomu szumu (Dolby NR'), wzmocnienia okre$lonych czgstotliwosci i in.

Filtr matematyczny F to operator transformacji (przetwarzania) danego (wej-
Sciowego sygnatu) szeregu czasowego {y} w inny (wyjsciowy sygnal) szereg
czasowy {z }.Transformacja taka nosi nazwe filtracji’:

(> [F] -1z} (1)

W zasadzie wszelkie przeksztalcenia szeregéw czasowych zwiazane z ich
(szeregdéw) analiza, prognozowaniem, modelowaniem, sterowaniem itp. mozna
potraktowac jako filtracje. Filtry cyfrowe znajduja zastosowanie m.in. w ekono-
mii do wygtadzania szeregow czasowych, usuwania niepozadanych wahan (sezo-
nowych, przypadkowych, wysoko- lub niskoczgstosciowych itp.), prognozowania
i modelowania proceséw ekonomicznych.

Szerokie spektrum filtrow mozna podzieli¢c wedtug rozmaitych kryteriow:
celu (analiza i wygtadzanie, prognozowanie), dziatania (dolnoprzepustowe, gor-
noprzepustowe i wszechprzepustowe, pasmowoprzepustowe i pasmowozaporo-
we), konstrukcji (liniowe i nieliniowe, symetryczne i asymetryczne, rekursywne
i nierekursywne, niezmienne w czasie, adaptacyjne) i in. Do oceny filtrow mozna
zastosowaé w obszarze czasu funkcj¢ autokorelacji (ACF) lub autokorelacji czast-
kowej (PACF). W obszarze czgstotliwosci natomiast — funkcje transformacji lub
funkcje odpowiedzi czestotliwoSciowe;j®.

1. Zastosowane metody badawcze

W niniejszym opracowaniu zostana wykorzystane nastgpujace filtry: Hodric-
ka-Prescotta, Baxtera-Kinga, Butterwortha oraz Kalmana. Obliczenia wykonano

' Dolby Noise Reduction —system redukcji szumow opracowany przez firmg Dolby Laboratories
i wykorzystywany w magnetofonach analogowych, zob. pl.wikipedia.org/wiki/Dolby NR

2 Zob. H. Rinne, K.Specht, Zeitreihen. Statistische Modellierung, Schétzung und Prognose,
Verlag Franz Vahlen, Miinchen 2002, s. 108-122.

3 Zob. H. Rinne, K.Specht, op. cit, s.109; T.P. Zielinski, Cyfrowe przetwarzanie sygnatéw. Od
teorii do zastosowan, WKik, Warszawa 2007, s. 276; D. Stranneby, Cyfrowe przetwarzanie sygna-
tow. Metody, algorytmy, zastosowania, Wyd. BTC, Warszawa 2004, s. 132; Z. Wosko, Czy filtry
liniowe sq przydatnymi narzedziami badania koniunktury? Analiza spektralna na przyktadzie ankie-
towych wskaznikow koniunktury, s. 4, www.ae.katowice.pl/images/user/File/katedra_ekonomii/...
[25.05.2012].
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za pomocg programu Gretl oraz (dla filtra Kalmana) programu R CRAN. Do oce-
ny przesuni¢¢ w konstrukcji portetow fazowych wykorzystana zostanie funkcja
spektralna z wagami okna Bartletta (program Gretl). Dla szeregéw oryginalnych
oraz przefiltrowanych obliczone zostaty wyktadniki Hursta (program Gretl).

Celem opracowania jest proba oceny wptywu filtracji ekonomicznych szere-
gow czasowych na portrety fazowe ich sktadowych trendowych oraz cyklicznych.
Badaniu poddane zostaty szeregi czasowe gospodarki niemieckiej (okres — 7,
liczba danych — &, poza WIG, DJA oraz danymi koniunkturalnymi dane przedsta-
wione zostaty jako indeksy tancuchowe: miesiac do miesiaca roku poprzedniego),
wyspecyfikowane w tabeli 1.

Tabela 1. Szeregi czasowe gospodarki niemieckiej poddane badaniu

Lp. Szereg czasowy T N Symbol
1 | WIG (notowania dzienne) 1991-2012 4867 | wig
2 | DJA/DIJIA (j.w.) 1885-2012 | 35060 |dja
3 | Produkcja stali (dane miesigczne) 1949-2012 758 | steel
4 | Wydobycie wegla kamiennego (j.w.) 1947-2012 782 | coal ch
5 |j.w.—1947=100 1947-2012 782 | coal f
6 | Produkcja cementu (j.w) 1949-2012 758 | cement
7 | Produkcja energii elektrycznej (j.w.) 1949-2012 758 | electri
8 | Bezrobocie ogdtem (j.w.) 1949-2012 758 | unemploy
9 | Zatrudnienie w przemysle (j.w.) 1949-2012 758 | employ
10 | Eksport (j.w.) 1949-2012 758 | export
11 | Import (j.w.) 1949-2012 758 | import
12 | Produkcja samochodéw osobowych (j.w.) 1949-2012 758 | cars
13 | Produkcja przemystowa ogétem (j.w.) 1949-2012 758 | prod
14 | Produkcja dobr inwestycyjnych (j.w.) 1949-2012 758 |inv
15 | Produkcja surowcow (j.w.) 1949-2012 758 | row
16 | Produkcja dobr konsumpcyjnych (j.w.) 1949-2012 758 | consum
17 | Wolne miejsca pracy (j.w.) 1954-2012 690 | vacan
18 | Dynamika cen dobr przemystowych (j.w.) 1954-2012 690 | cen_dyn
19 | Obroty przemystu (nominalnie) (j.w.) 1954-2012 689 | turn n
20 | Obroty przemystu (realnie) (j.w.) 1954-2012 689 |turn r
21 | Prognoza produkcji przemystowej (j.w.) 1969-2012 522 | prog prod
22 | Diagnoza produkcji przemystowej (j.w.) 1969-2012 522 | diag_prod
23 | Prognoza cen dobr przemystowych (j.w.) 1969-2012 522 | prog_cen

Zrodto: dane uzyskane zostaty z miesigcznika Statistisches Bundesamt ,,Wirtschaft und Statistik®, Ifo-
Institut fiir Wirtschaftsforschung, www.measuringworth.com [25.05.2012], www.indexmundi.com/commdities/
?commodity=commodity-price-index&months=240 [25.05.2012] oraz finance.yahoo.com/q/hp?s="dji+historic
al+prices [25.05.2012].
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2. Filtry cyfrowe — wprowadzenie

Robert J. Hodrick i Edward C.Prescott w roku 1997 w znanym artykule Po-
stwar U.S. Business Cycles: An Empirical Investigation* wykorzystali filtr Kalma-
na jako podstawg do skonstruowania wlasnego filtra Hodricka-Prescotta (HP fil-
ter). Zaproponowali oni procedurg dekompozycji szeregu czasowego y, (GNP,
inflacji, stopy bezrobocia) na wygtadzony zmienny trend g, (sktadowa wzrostu)
oraz sktadowa cykliczna ¢, (stacjonarna resztg): y, = g, + ¢, gdzie nieznana sktado-
wa trendu jest rtowna: g, =2g  —g, , +¢,. Wygladzona sktadowa g wyznaczana
jest tak, aby jej suma kwadratow drugiej réznicy z szeregiem y, nie byta zbyt duza.
Zadanie optymalizacyjne zostato sformutowane zatem nastgpujaco:

min [Z;(y, —g) + A 1(80—8)— (8~ 8. ) )

ze wzgledu na {g}”_ . Miara niezgodnosci c, i & w funkcji filtra HP jest /, kto-

ra w przeprowadzonych obliczeniach wyznaczana byla zgodnie ze wzorem®
[ = 1600(f74)*, gdzie f to czesto$¢ probkowania w okresie jednego roku. Zatem
dla danych miesiecznych / = 129 600, a dla danych notowan dziennych WIG
i DJA przyjelismy® [ = 400 000. Filtr HP ,,przepuszcza” wahania o wyzszych od
wybranej (zwiazanej z wyborem /) czgstosciach, dlatego zaliczany jest do filtrow
gornoprzepustowych. Filtr HP nie jest filtrem ,,idealnym™ i jest krytykowany
z uwagi na:

1) wrazliwo$¢ na wydluzanie lub skracanie szeregu oraz na przeksztalcenia
zmiennych?,

4 R.J. Hodrick, E.C.Prescott, Postwar U.S. Business Cycles: An Empirical Investigation,
,,Journal of Money, Credit and Banking” 1997, Vol. 29, No, 1 (Feb. 1997, Published by: Ohio State
University Press), s. 1-6.

5 M.O Ravn, H. Uhlig, On adjusting the Hodrick-Prescott Filter for the frequency of
observation, ,,The Review of Economics and Statistics” 2002, Vol. 84, (May, 2002, Published by:
University College London), s. 371-376.

¢ Tulasi Gopinath, A.K. Choudhary, Countercyclical Capitalo Buffer Guidance for India,
RBI Working Paper Series (DEPR) 12/2012, rbidocs.rbi.org.in/rdocs/Publications/PDFs/12WPS
210612.pdf [25.05.2012].

7 ,,Doskonaty (idealny) filtr pasmowy [...] jest to filtr, ktorego funkcja przyrostu przyjmuje
warto$¢ 1 dla wszystkich czgstotliwosci z pozadanego pasma [...], wartos¢ 0 za$ dla wszystkich
pozostatych czgstotliwosci. Aby skonstruowaé filtr doskonaty, przeksztatcany szereg musi miec
nieskonczona liczbg obserwacji” — Z. Wosko, op. cit, s. 4.

8 V. Gomez, The Use of Butterworth Filters for Trend and Cycle Estimation in Economic Time
Series, ,,Journal of Business and Economic Statistics” 2001, Vol. 19, s. 365-373 (s. 368); R. Kaiser,
A. Maraval, Estimation of the Business Cycle: A Modified Hodrick-Prescott Filter, ,,Spanish
Economic Review” 1999, Vol. 1, s. 175-206 (s. 175).
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2) statystyczna inferencje (po uprzedniej desezonalizacji danych pierwot-
nych) i generowanie cykli pozornych’,

3) nieumiejgtne stosowanie filtra HP moze generowaé cykle pozorne takze
dla szeregdéw pozbawionych cyklicznosci'?,

4) pozorna korelacjg szeregow poddanych filtracji filtrem HP''.

O ile filtr HP eliminuje trendy dtugofalowe, o tyle filtr Baxtera-Kinga (BK)
stuzy eliminacji trendu deterministycznego lub stochastycznego wraz ze sktado-
wa cykliczna'?. Wedtug M. Baxtera i R.G. Kinga'? efektywna metoda detrendyza-
cji szeregbw czasowych powinna spetnia¢ nastgpujace warunki:

1) filtr powinien wyjawi¢ sktadowe cykliczne w pozadanym zakresie czgsto-
tosci bez zaktocania ich charakterystyk,

2) filtr nie powinien powodowac¢ przesuni¢¢ fazowych (i punktow zwrot-
nych) badanych szeregow,

3) filtr powinien by¢ mozliwie najbardziej zblizony do filtra ,,idealnego”,

4) filtr powinien ostabia¢ sktadowa trendowa,

5) uzyskana w procesie filtracji sktadowa cykliczna nie powinna zaleze¢ od
dtugosci filtrowanego szeregu oraz

6) metoda filtracji powinna by¢ operatywna.

Stosownie do ww. postulatow zaproponowali oni cyfrowy filtr pasmowy
(liniowy, skonczony rzgdu K, z symetrycznymi wagami i dwustronng $rednig ru-
choma)'* bedacy oszacowaniem filtra ,,idealnego”. Pozwala on wyspecyfikowaé

 R. Kaiser, A. Maraval, op. cit, s. 184.

" K.R. Schenk-Hoppe, Economic Growth and Business Cycles: A Critical Comment on
Detrending Time Series, pp.75-86, ,,Studies in Nonlinear Dynamics and Econometrics” 2001,
Vol. 5, s. 75-86 (s. 83); T. Cogley, J.M. Nason, Effects of the Hodrick-Prescott filter on trend and
difference stationary time series: Implications for business cycle research, ,,JJournal of Economic
Dynamics and Control” 1995, Vol. 19, s. 253-278; A. Guay, P. St-Amant, Do the Hodrick-Prescott
and Baxter-King filters provide of good approximation of business cycles?, ,,Working Paper Center
for Research on Economic Fluctuations and Employment (CEREFE)” 1997, Vol. 53; D.R. Osborn,
Moving average detrending and the analysis of business cycles, ,,Oxford Bulletin Of Economics and
Statistics” 1995, Vol. 57, s 547-558.

' A.C. Harvey, A. Jaeger, Detrending, stylized facts and the business cycle, ,Journal of
Econometrics” 1993, Vol. 8, s. 231-247.

12 Zob. T. Kufel, Narzedzia ekonometrii dynamicznej w oprogramowaniu Gretl, IX Ogol-
nopolskie Seminarium Naukowe ,,Dynamiczne modele ekonometryczne” 6-8 wrzesnia 2005 r.,
Torun, Katedra Ekonometrii i Statystyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, s. 4,
www.dem.umk.pl/DME/2005/34 kufel.pdf [25.05.2012].

3 M. Baxter, R.G. King, Measuring business cycles. Approximate band-pass filters for
economic time series, ,NBER Working Paper Series” 1995, No. 5022, s. 3.

14 M.Baxter, Real exchange rates and real interest differentials: Have we missed the business-
cycle relationship, ,,Journal of Monetary Economics” 1994, Vol. 33, s. 5-37; M. Baxter, R.G. King,
Measuring Business Cycles: Approximate Band-Pass Filters for Economic Time Series, ,NBER
Working Papers” 1995, No. 5022; J.H. Stock, M.W. Watson, Business cycle fluctuations in US
macroeconomic time series, ,NBER Working Paper Series” 1998, No. 6528.
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z badanego szeregu pozadane pasmo (czgstotliwosci lub okresowosci)'>. W dzie-
dzinie czasu filtr ten przeksztalca szereg wejsciowy x, jak $rednia ruchoma, gene-
rujac wyjsciowy szereg y,:

K .
Y zzj?,((ajB]xzﬂ)’ 3)

gdzie B jest operatorem przesunigcia (B/x, = x, W dziedzinie czg¢stosciowe; filtr
jest opisywany transformata Fouriera (spektrum) szeregu wejsciowego i wyjscio-
wego. Warto$ci B/ ustalane sa w wyniku minimalizacji funkcji strat jako réznicy
migdzy filtrem idealnym A(w) i filtrem zastosowanym B(w):

min(Q) = i [ |A(@)- B do, BO) =0 o

i gdzie A(w) to funkcja transferowa filtra ,,idealnego”, B(w) za$ — filtra zasto-
sowanego'®. Filtr Baxtera-Kinga podobnie jak inne cyfrowe filtry pasmowe jest
krytykowany za to, ze nie izoluje wzajemnie cykli szeregéw z zintegrowang skta-
dowgq trendowa. Pierwsze roznice sa ,,przepuszczane” przez filtr BK, w wyniku
czego spektrum przefiltrowanego szeregu zalezy od trendu nieprzefiltrowanego
szeregu pierwotnego'’. Ponadto, gdy spektrum pierwotnego szeregu wykazuje
maksimum dla zerowej czgstotliwosci, filtr BK (podobnie jak i filtr HP) wykazuje
istnienie, pozornej w istocie, cyklicznosci'®. R.G. King i M. Watson'® uznali to
za ,,typowy przebieg spektralny stop wzrostu”. Symetrycznos¢ filtra BK wyklu-
cza wyekstrahowanie pasm czg¢stosci z poczatku i z konca pierwotnego szeregu
czasowego; jego symetrycznos¢ nie gwarantuje tez braku przesunig¢ fazowych
w przefiltrowanym szeregu®. Filtr BK moze, podobnie jak i filtr HP, generowaé
cykle pozorne?'.

Filtry cyfrowe Butterwortha naleza do klasy filtrow cyfrowych o nieskon-
czonej odpowiedzi impulsowej (IIR — Infinite Impulse Response — ang.). Do
zalet cyfrowych fitrow NOI/IIR zalicza sig to, ze ,,uktad lub algorytm realizujacy
filtracjg jest [...] prostszy” oraz ze w procesie projektowania cyfrowych filtrow

15 Z. Wosko, op. cit, s. 6.

16 Por. ibidem, s. 6-7; U. Woitek, A Note on the Baxter-King Filter, s. 3, dspace.gla.ac.uk/
bitstream/1905/593/1/9813.pdf [25.05.2012].

17 Zob. Ch.J. Murray, Cyclical Properties of Baxter-King Filtered Series, s. 1, userwww.servic
e.emory.edu/~zliu5/seminars/murray.pdf [25.05.2012].

8 Zob. A. Guay, P. St-Amant, op. cit., s. 16-17.

Y R.G.King, M.Watson, Money, Prices, Interest Rates and the Business-Cycle, ,Review of
Economics and Statistics” 1996, s. 35-53, www.princeton.edu/~mwatson/papers/King Watson
ReStat_1996.pdf [25.05.2012].

2 G. Buss, Asymetric Baxter-King filter, ,,Scientific Journal of Riga Technical University”
2010, Vol. 42, 5. 95-99 (s. 95).

21 U. Woitek, op. cit., s. 3.
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NOI/IIR ,,wykorzystuje si¢ wiedzg o filtrach analogowych”??. Natomiast wada
tych filtrow jest to, ze w pewnych warunkach odpowiedz impulsowa ,,moze za-
wiera¢ nieskonczona liczbg probek™* i moze by¢ niestabilna. Ponadto projektant
cyfrowych fitrow NOI/IIR ,,zwykle nie ma wptywu na ksztalt charakterystyki
fazowej filtrow NOI”?*. Schemat blokowy filtra cyfrowego dla rzedu opoznien
N = 3 z linia opdznienia tylko na wyjsciu (blok z' oznacza uktad opdzniajacy
sygnal wejsciowy o jedna obserwacjg) zostal przedstawiony na rys. 1. Zaprezen-
towany uktad dyskretny realizuje zalezno$¢

Y =x(m =Y ay(n-j). 5)

Filtr Butterwortha jest filtrem dolnoprzepustowym rzgdu N. Najistotniejsze w ide-
alnych filtrach dolnoprzepustowych jest odtworzenie charakterystyki amplitudo-
wej sygnatu, bez zwracania wigkszej uwagi na charakterystyke fazowa. Filtry te
znajduja zastosowanie m.in. do obrobki sygnatow akustycznych. Ludzki narzad
stuchu nie odréznia np. sygnatow rozniacych si¢ tylko widmem fazowym. Wraz
ze wzrostem rz¢du charakterystyka amplitudowa filtra Butterwortha zbliza si¢ do
charakterystyki amplitudowej idealnego filtra dolnoprzepustowego®.

X ay Vi
—o— >
A

WAA
N
2

<

Van
NP
|
NQ
=

Bt

Rys. 1. Schemat blokowy filtra cyfrowego (,,tylko” NOI/IIR, AR — Autoregressive — ang.)
dla N =3 z linig opdzniajaca tylko na wyjsciu

716 dto: opracowanie whasne na podstawie T.P. Zielinski, Cyfrowe przetwarzanie sygnatow..., s. 264.

22 ]. Izydorczyk, G. Plonka, G. Tyma, Teoria sygnalow, wyd. II, Helion, Gliwice 2006,
s. 279.

23 Ibidem.

24 Tbidem.

% Ibidem, s. 108-110.
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Filtr Kalmana® (od nazwiska R.E. Kalman) jako rekursywny, liniowy, ada-
ptacyjny (a ponadto dyskretny, zmienny w czasie oraz majacy skonczong wymia-
rowo$¢) mial poczatkowo zastosowania techniczne i stopniowo zostal zaadapto-
wany do ekonometrii i statystyki. Filtr ten fitruje szeregi czasowe (sygnaly) na
podstawie raczej ich wlasnosci statystycznych niz spektralnych. Filtr Kalmana
w modelach przestrzeni stanow dla szeregdw czasowych pehni rolg analogiczna
do metody najmniejszych kwadratow w modelach regresji. Standardowa filtracja
z pomocg rekursywnej, adaptacyjnej estymacji zaktadanego (nieobserwowalne-
go) wektora x na podstawie obserwacji z i zaktocen pomiarowych v sprowadza si¢
do minimalizacji bledu sumy kwadratow zwiazanego z btedem (szumem) estyma-
ty wektora x: z = Hx + v, gdzie na wektor x sktada si¢ N zmiennych, a na wektor
z — M zmiennych. Stad jakos$¢ oszacowania (estymacji) wektora x oceniana jest
jakomin(¥? + 97 + ..+ 2) =miny¥ 2. Sytuacja pomiarowa w przypadku fil-
tra Kalmana jest inna, minimalizowana jest bowiem warto$¢ oczekiwana funkcji
jako$ci estymacji (estymata wariancji): min{E[(x — X)7T- (x — X)]}. Nie jest to jak
w przypadku estymacji RLS (Recursive Least Squares — ang.) suma kwadratow
btedow (szumow) pomiaru. Schemat blokowy na rysunku 2 ilustruje procedurg
estymacji filtra Kalmana.

Z matematyczno-formalnego punktu widzenia pomiar z wykorzystaniem fil-
tra Kalmana (estymacja minimalno-$redniokwadratowa, MMS, Minimum Mean
Squares — ang.) istotnie r6zni si¢ od pomiaru z wykorzystaniem filtra RLS:

RLS: x(k +1)= F(k)- x(k)+ w(k) < model procesu,
" | 2k +1) = H(k +1)- x(k +1) + v(k + 1) < model pomiaru . (6)

Pierwsze z dwdch réwnan opisuje obserwacje procesu, drugie zas — jego pomiar.
Algorytm filtra Kalmana mozna w sposob uproszczony przedstawi¢ w nastgpuja-
cych punktach?’:

26 Zob. T.P. Zielinski, op. cit., s.408-419; D. Stranneby, op. cit., s.134-150; R. Kleinbauer,
Kalman  Filtering Implementation with Matlab, Study Report in the Field of Study
Geodesy and Geoinformatics at Universitdt Stuttgart, Helsinki, November 2004, s. 5-17;
Ch. Chatfield, Time-Series Forecasting, Chapman & Holl/CRC, London, New York 2000, s. 92-93;
G.K. Pasricha, Kalman Filter and its Economic Applications, University od California, Santa
Cruz, mpra.ub.uni-muenchen.de/22734/1/MPRA_paper 22734.pdf [15.10.2006]; A.C. Harvey,
Forecasting, structural time series models and the Kalman filter, Cambridge University Press,
Cambridge 2001, s. 104-112; Ch. Tandon, A. Khursheet, N. Gupta, Kalman Filter and its Applica-
tions, LAP LAMBERT Academic Publishing, Saabriicken 2010, s. 10-24; Kalman Filtering and
Neural Networks, red. S. Haykin, John Wiley & Sons, Toronto 2001, s. 5-20; S. Haykin, Neural
Networks and Learning Machines, 3rd ed., Pearson Education, New Jersey 2009, s. 732-777;
Z. Weng, An R Package for Continuous Time Autoregressive Models via Kaman Filter, cran.r-
project.org/web/packages/cts/vignettes/kf.pdf [25.05.2012].

2" Zob. T.P. Zielinski, op. cit., s. 411.
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x(0]0)=0 estymata szumu estymata szumu
procesu w =0 pomiaru v =0

x(k+1|k+1)

Rys. 2. Schemat blokowy filtra Kalmana

716 dto: opracowanie whasne na podstawie T.P. Zielinski, Cyfiowe przetwarzanie sygnatow..., s. 410.

1) poprzednia estymata stanu procesu,

2) prognoza nowego stanu

3) prognoza nowego pomiaru,

4) nowy pomiar,

5) btad prognozy pomiaru,

6) korekta estymaty stanu,

7) powrdt do punktu pierwszego.

W przypadku filtra Kalmana (FK), gdy szum ma charakter gaussowski, do-
wodzi sig, ze filtr Kalmana jest najlepszym filtrem. Gdy szum jest niegaussowski,
FK jest najlepszym filtrem liniowym. Nawet gdy FK jest staly w czasie, szum za$
stacjonarny, FK jest zmienny w czasie (cecha filtrow adaptacyjnych).

W ekonomii filtry Kalmana znajduja zastosowanie w wygtadzaniu i filtro-
waniu przebiegow czasowych, prognozowaniu, w modelowaniu nieliniowym,
estymacji parametrow modeli ARMA, w uogolnionej metodzie najmniejszych
kwadratow (GLS — generalised least squares method — ang.) oraz identyfikacji
uktadow liniowych, w sztucznych sieciach neuronowych, w synchronizacji ukta-
dow chaotycznych? i in.

Problemem kluczowym w filtrowaniu ekonomiczych szeregéw czasowych
jest to, ze w wigkszos$ci przypadkow nie mozna, w sposob niebudzacy watpli-
wosci, ustali¢ typu ich stacjonarnosci. A to powoduje, Zze nie mozna zastosowac
,poprawnej” a priori metody filtracji. Mozliwym, w danej sytuacji, rozwiazaniem
wydaje si¢ ocena efektywnosci filtracji poprzez zastosowanie duzej ilosci réznych
filtrow 1 poréwnanie ich dziatania.

28 Zob. S. Puthuserrypady, A.P. Kurian, Variants of Kalman Filter for the Synchronization of
Chaotic Systems, s. 209-224, Kalman Filter, red. Vedran Kordi¢, INTECH, Croatia, May 2010,
sciyo.com [25.05.2012].
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3. Badania empiryczne

Aby zaprezentowa¢ mozliwosci omowionych wyzej filtrow cyfrowych, fil-
tracji poddany zostanie wygenerowany szereg sumy przebiegéw sinusoidalnych:
Y= sin(57j) + 1,75sin(127j), dlaj =1, 2, ..., 1280 (rys. 3).

4

0 200 400 600 800 1000 1200
czas

Rys. 3. Szereg testowy sumy przebiegow sinusoidalnych
Zrbdto: zmienna y wygenerowana w Gretlu.
Wygenerowany szereg sumy przebiegdw sinusoidalnych nie spetnia kryte-

riow rozktadu gaussowskiego (wykorzystano test Doornika-Hansena w progra-
mie Gretl) — rysunek 4.

035 -
Test na normalnosé rozkladu: N
Chi-kwadrat(2) = 38,399 [0,0000] N(-0,00026573 1,7439) ——

0.3

0,25

0,2

0,15 Wi

0,1

Wykres gesto$c¢ (estymator jadrowy)

0,05

0
v
Rys. 4. Dopasowany rozktad normalny

Z16d1o: obliczenia wlasne.



Wplyw filtracji realnych finansowych i koniunkturalnych szeregow czasowych... 277

Poniewaz warto$¢ prawdopodobienstwa testowego jest mniejsza od 0,05
(anawet 0,01), mozemy odrzuci¢ hipotez¢ o normalnosci rozktadu badanego
szeregu. Nastgpnie obliczamy spektrum (z wagami Bartletta o oknach dtugosci
71 obserwacji) wartosci funkcji ggstosci spektralnej (rys. 5).

Spektrum dla zmiennej y (wagi Barletta o dhugosci 71)

okresy
1280,0 12,0 6.0 40 30 24 2,0

0 100 200 300 400 500 600
skala czgstosci

Rys. 5. Spektrum dla danych testowych

Zr6dto: opracowanie wihasne.

Na powyzszym wykresie wyraznie zaznaczyly si¢ dwie ,,igly” dla okresow
odpowiednio 40 i 17 obserwacji, odpowiadajace sktadowym sinusoidalnym
wygenerowanego szeregu czasowego (sygnatu). Oszacowany wyktadnik Hursta
(obliczony w programie Gretl) wyniost H = 0,273764. Oznacza to, Ze szereg jest
antypersystentny, tj. (jak mozna bylo przypuszczaé) powracajacy do wartosci
sredniej. Przyjrzyjmy sig nastepnie portretom fazowym wygenerowanego szeregu
(dla opdznienia o 17 1 40 obserwacji odpowiednio) — rysunek 6.

NN

SN NSNS

y_40

Rys. 6. Portrety fazowe danych testowych opoznionych o odpowiednio 17 i 40 obserwacji.
Wartos¢ wyktadnika Hursta dla danych oryginalnych H = 0,273764

Z 16 dto: opracowanie whasne.
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Spektrum dla zmiennej Apt_suma2 (wagi Barletta o dlugosci 71)
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Spektrum dla zmiennej bk_suma2 (wagi Barletta o dlugosci 71)
okresy
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Spektrum dla zmiennej bt_suma?2 (wagi Barletta o dhugosci 71)
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Spektrum dla zmiennej kalman_y (wagi Barletta o dlugosci 71)
okresy
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Spektrum dla zmiennej hp_y (wagi Barletta o dlugosci 71)
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Spektrum dla zmiennej bk_y_rest (wagi Barletta o dlugosci 71)
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Spektrum dla zmiennej he_suma2 (wagi Barletta o dlugosci 71)
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Spektrum dla zmiennej kal_y_rest (wagi Barletta o dugosci 71)
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Rys. 7. Spektrum (wagi Barletta) sktadowych trendowych (lewy wykres)
i cyklicznych (prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji danych testowych
filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga, Butterwortha i Kalmana

Zro6dto: opracowanie wihasne.
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Rys. 8. Portrety fazowe przefiltrowanych danych testowych dla sktadowych trendowych
(lewy wykres) i cyklicznych (prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji danych testowych
filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga, Butterwortha i Kalmana

Zr6dto: opracowanie whasne.
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Rys. 9. Portrety fazowe przefiltrowanych indekséw DJIA dla sktadowych trendowych
(lewy wykres) i cyklicznych (prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji
filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga, Butterwortha i Kalmana

Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.
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Rys. 10. Portrety fazowe przefiltrowanych indeksow WIG dla sktadowych trendowych
(lewy wykres) i cyklicznych (prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji
filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga, Butterwortha i Kalmana

Zr6dto: opracowanie whasne.
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Rys. 11. Portrety fazowe przefiltrowanych indekséw miesigcznych (1947 = 100) wydobycia

wegla kamiennego w Niemczech dla sktadowych trendowych (lewy wykres) i cyklicznych

(prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga,
Butterwortha i Kalmana

Z 16 dto: opracowanie whasne.
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Spektrum dla zmiennej hpt_steel (wagi Barletta o dlugosci 54)
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Spektrum dla zmiennej steel_kal (wagi Barletta o dugosci 54)
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Rys. 12. Portrety fazowe przefiltrowanych tancuchowych indekséw miesigcznych produkeji stali
w Niemczech dla sktadowych trendowych (lewy wykres) i cyklicznych (prawy wykres)
uzyskanych w wyniku filtracji filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga, Butterwortha

i Kalmana”

* Brak portretu fazowego wynika z gladkiego przebiegu widma.

Zr6dto: opracowanie wihasne.
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Spektrum dla zmiennej hpt_prod (wagi Barletta o dlugosci 54)
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Spektrum dla zmiennej diff bk_prod (wagi Barletta o dugosci 54)
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Spektrum dla zmiennej bt_prod (wagi Barletta o dlugosci 54)
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Spektrum dla zmiennej prod_kal (wagi Barletta o dlugosci 54)
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Rys. 13. Portrety fazowe przefiltrowanych tancuchowych indekséw miesigcznych produkcji
przemystowej ogdétem w Niemczech dla sktadowych trendowych (lewy wykres) i cyklicznych
(prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji filtrami Hodricka-Prescotta, Baxtera-Kinga,
Butterwortha i Kalmana®

* Brak portretu fazowego wynika z gladkiego przebiegu widma.

Zr 6 d1o: opracowanie wiasne.
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Spektrum dla zmiennej hpt_prog_prod (wagi Barletta o dhugosci 45)
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Spektrum dla zmiennej prog_prod_kal (wagi Barletta o dlugosci 45)
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Rys. 14. Portrety fazowe przefiltrowanych miesigcznych wskaznikéw koniunktury ifo-Institut
prognozy produkcji przemystowej Niemiec dla sktadowych trendowych (lewy wykres)
i cyklicznych (prawy wykres) uzyskanych w wyniku filtracji filtrami Hodricka-Prescotta,
Baxtera-Kinga, Butterwortha i Kalmana”
* Brak portretu fazowego wynika z gladkiego przebiegu widma.

Zr6dto: opracowanie wihasne.
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Nastgpnie dane poddano filtracji za pomoca filtrow HP, BK, Butterwortha
i Kalmana. Do przefiltrowanych szeregéw dopasowano rozklad normalny, obli-
czono spektrum oraz wyktadnik Hursta. W koncu uzyskano ich portrety fazowe.

Analiza spektralna przefiltrowanych szeregow wyjawita dla sktadowych tren-
dowych cykle o okresach 40 i (jedynie w przypadku filtra Butterwortha) 17 obser-
wacji. W przypadku sktadowych cyklicznych spektrum wyraznie przesuwa si¢ w
kierunku wyzszych czgstosci (o okresie 17 obserwacji). Filtr Kalmana i w wigk-
szym jeszcze stopniu filtr HP thumiga czgstosci sktadowe (wysokie dla filtracji tren-
dowej i niskie dla filtracji sktadowej cyklicznej). Spektrum sktadnika resztowego
filtracji Baxtera-Kinga wyjawia obie sktadowe szeregu testowego, natomiast filtr
gornoprzepustowy Butterwortha generuje cykle pozorne: spektrum wyjawia nie
istniejace sktadowe.

Uzyskane portrety fazowe (rys. 8) ilustruja zmiany dominujacej czgstosci
wahan w wyniku filtracji. W sytuacji, gdy filtracja, jak np. w przypadku filtra
gornoprzepustowego Butterwortha generuje cykle pozorne, portret fazowy ma
cechy dziwnego atraktora.

Tabela 2 zawiera warto$ci wyktadnikéw Hursta dla przefitrowanych danych
testowych. Zgodnie z oczekiwaniami przefiltrowane szeregi to szeregi powraca-
jace do wartosci $redniej i niewzmacniajace trendow.

Tabela 2. Wyktadniki Hursta dla przefiltrowanych danych testowych

Filtr Sktadowa trendowa Sktadowa cykliczna
Hodricka-Prescotta 0,296481 0,107754
Baxtera-Kinga 0,323846 0,312017
Butterwortha 0,273440 0,268641
Kalmana 0,449137 0,388137

Zrddto: obliczenia wlasne w programie Gretl.

Portrety fazowe indeksow gietdowych DIJIA, WIG, produkcji wegla, stali suro-
wej, produkcji przemystowej ogétem, prognozowanej produkcji przemystowej zo-
staty przedstawione na rysunkach 9-14. O ile ,,igly” dominujacych czgstosci sktado-
wych trendowych sa, w poréwnaniu z czgstosciami sktadowych cyklicznych, stabo
zaznaczone, o tyle ich portrety fazowe wydaja si¢ bardziej regularne; w przypadku
sktadowej cyklicznej portrety fazowe przypominaja chaotyczne dziwne atraktory.
Uzyskane wyniki analizy spektralnej i wartosci wyktadnikow Hursta zostaty przed-
stawione w formie tabelarycznej (tab. 3). Ramy artykulu nie pozwalaja na umiesz-
czenie wszystkich wykreséw portretow fazowych przefiltrowanych szeregow.

Zestawienie zbiorcze wszystkich badanych szeregéw zawiera tabela 3.

Uzyskane wyniki pozwalaja na sformutowanie odwrotnej zaleznosci migdzy
wyktadnikiem Hursta i wystgpowaniem dominujacych czgstosci we wszystkich
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badanych szeregach: wraz ze wzrostem wyktadnika Hursta (lub ze zmniejszaniem
si¢ wymiaru fraktalnego) zanika wyrazna struktura harmoniczna. Przeprowadzo-
ne symulacje z filtracja szeregow czasowych potwierdzaja tezg, ze regularnosc
przebiegow cyklicznych cechuje raczej uktady antypersystentne, powracajace do
wartosci §rednich. W uktadach wzmacniajacych trendy (persystentnych) wyrazna
regularno$¢ wystepuje rzadko. Portrety fazowe uzyskane w wyniku filtracji Ho-
dricka-Prescotta i Kalmana sa najblizsze portretom fazowym cyklu granicznego,
charakterystycznego dla uktadéw oscylujacych wokot pewnego stanu rownowagi.
Przeprowadzone badanie wskazuje, ze ekonomiczne szeregi czasowe sa cyklami
nicokresowymi, tzn. nie maja Scisle okreslonej skali czasowej i dlugosci®. Zasto-
sowanie procedury filtracji pozwala wyjawi¢ okresowa, regularna natur¢ ekono-
micznych szeregow czasowych. Najbardziej efektywne wydaje si¢ zastosowanie
filtra Hodricka-Prescotta i filtra Kalmana.
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The influence of real financial filtration and economic time series
on their phase portraits

Summary. The article attempts to assess the impact of filtration of economic time series in
order to draw up to phase portraits of their trend and cyclical components. In principle, all transfor-
mations of time series connected with their (i.e. transformations) analysis, forecasting, modelling,
control and the like can be treated as filtration. Digital filters find their application, among others, in
economics, for smoothing time series, removing undesirable seasonal variations, accidental, high or
low frequency fluctuations and the like, and forecasting and the modelling of economic processes.

Achieved results allow for formulating the opposite relation between the Hurst exponent and
the appearance of dominating frequencies in all examined series: along with the height of the Hurst
exponent (or with reduction of fractal dimension) a distinct harmonic structure fades out. Presented
simulations with the filtration of time series confirm the thesis that the regularity of cyclical courses
characterises rather antipersistent systems, and return to average values. In the systems amplifying
trends (persistent systems) the distinct regularity rarely appears. Phase portraits obtained as a re-
sult of the Hodrick-Prescott filtration and that of Kalman are the closest for phase portraits of the
limited cycle, characteristic of systems fluctuating around the certain steady-state. The conducted
examination shows that economic time series are nonperiodic cycles, i.e. they do not have a closely
determined temporary scale and length. Application of the procedure of filtration allows to reveal the
periodic, regular nature of economic time series. The use of the Hodrick-Prescott filter and Kalman
filter seems to be most effective.

Key words: digital filters, Hodrick-Prescott filter, Baxter-King filter, Butterworth filter, Kal-
man filter, Hurst exponent, fractal dimension, phase portraits






