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NIESTACJONARNY MODEL VON NEUMANNA
Z. GRANICZNA TECHNOLOGIA

Streszczenie: W zdecydowanej wigkszos$ci prac z teorii magistral rozpatruje si¢ stacjonarng
gospodarke ze stata (niezmienna w czasie) technologia. Bardzo nieliczne sg proby wyjscia
poza ,,zaklety krag” stacjonarnosci i przesledzenia tzw. efektu magistrali w niestacjonar-
nej gospodarce Neumanna-Gale’a ze zmienng technologia. Zadanie to podjgto w arty-
kule, w ktorym zaprezentowano ,,staba” i ,,bardzo silng” wersj¢ twierdzenia o magistrali
w niestacjonarnej gospodarce von Neumanna z technologia zbiezna do pewnej technologii
graniczne;j.

Stowa kluczowe: niestacjonarny model von Neumanna, technologia graniczna, ,,stabe”
i,,bardzo silne” twierdzenie o magistrali.

Klasyfikacja JEL: C10.

Wstep

Aczkolwiek najwieksze zainteresowanie ekonomistow matematycznych modelami
von Neumanna-Gale’a i tzw. rOwnowaga neumannowska przypada na druga potowe
XX wieku (por. obszerna bibliografie w pracy Panka [2011]), do chwili obecnej raz
po raz pojawiaja si¢ nowe, wartosciowe prace na ten temat (zob. np. Khan i Piazza
[2011a, b], Khan i Zaslavski [2010], Zaslavski [2006]). Ich autorzy w zdecydowa-
nej wiekszos$ci zajmuja si¢ réznymi wariantami stacjonarnej gospodarki ze stalg
(niezmienng w czasie) technologia. Do bardzo nielicznych nalezg proby wyjscia
poza ,,zaklety krag” stacjonarnosci i przesledzenia tzw. efektu magistrali w niesta-
cjonarnej gospodarce typu von Neumanna-Gale’a ze zmienng technologia [Gantz
1980; Joshi 1997; Keeler 1972]. Zadanie to podejmujemy w artykule.
Nawiazujac do pracy Panka [2011] oraz pracy Panka i Runki [2012] prezen-
tujemy ,,stabg” 1 ,,bardzo silna” wersj¢ twierdzenia o magistrali w niestacjonarnej
gospodarce von Neumanna z technologia zbiezng do pewnej technologii granicz-
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nej. Role kryterium wzrostu gra warto$¢ (mierzonej w cenach rownowagi von
Neumanna) produkcji wytworzonej w koncowym okresie ustalonego horyzontu
T=1{0,1,....t }.

Obowiazuja oznaczenia z pracy Panka [2011].

1. Podstawowe zalozenia

Zaktadamy, ze czas ¢ zmienia si¢ skokowo, £ = 0,1,...,¢,. Okres koncowy ¢, infor-
muje o dlugosci horyzontu 7. W gospodarce zuzywa si¢ i/lub wytwarza n towarow.
Liczba n nie zmienia si¢ w czasie, cho¢ nie znaczy to, ze w dowolnym okresie ¢
wszystkie towary musza by¢ zuzywane i/lub wytwarzane. Natomiast w kazdym
okresie mozliwosci wytworcze gospodarki determinuje technologia produkcji,
utozsamiana z pewna liczba m tzw. bazowych procesow technologicznych two-
rzacych wiersze neumannowskich macierzy naktadoéw (zuzycia)

ay (1) a () ... 4y, (2)
ay (1) ay (1) ...a,, (1)

At =
a,,(t)a,,(t) :::amn (®)
i wynikow (produkeji)
b, (t) b, () ... b, (1)
P LACLEORAC

bml (t) bm2 (t) . "bmn (t)

Liczba m bazowych procesow technologicznych nie zmienia si¢ w czasie.
Wiersz a;(¢) =(a; (t),a;,(t),...,a;, () macierzy A(f) nazywamy wektorem nakta-
dow (zuzycia), a wiersz b;(¢) =(b;,(1),b;,(?),....b;,(¢)) macierzy B(r) wektorem
wynikéw (produkcji), ktora mozna wytworzy¢ w okresie ¢, stosujac j-ty bazowy
proces technologiczny z jednostkowa intensywnoscia. Element a ;;(7) 2> 0 wska-
zuje na wielkos$¢ zuzycia i-tego towaru w j-tym bazowym procesie technologicz-
nym (prowadzonym z jednostkowg intensywnoscig) w okresie z. Podobnie skalar
b;;(?) informuje o wielkosci produkcji i-tego towaru w okresie ¢ w j-tym bazowym
procesie technologicznym (prowadzonym z jednostkowa intensywnoscia).

O neumannowskich macierzach naktadow A(¢) i wynikow B(¢) zaktadamy, ze
sg okreslone dla r=0,1,... oraz



Niestacjonarny model von Neumanna z graniczng technologia 51

(N1) lim A(t)= A=0 i kazdy wiersz macierzy A(f), A zawiera element dodatni
t

(w kazdym bazowym procesie technologicznym zuzywany jest co najmniej jeden
towar), lim B(¢) = B i kazda kolumna macierzy B(¢),B zawiera element dodatni
(kazdy towar jest wytwarzany w co najmniej jednym bazowym procesie
technologicznym);

(N2) wsrod bazowych procesow technologicznych (a;(2),0,(¢)), j=1,...m, sa
procesy postaci (e, ,0) = ((0,...,]1,...,0), (0,...,0)), k£ =1,...,n, (warunek dopuszcza-
jacy mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadéw i/lub mocy produkcyjnych). Poniewaz
lifn A(t)= A oraz lignB(t) = B, wiec takze graniczne macierze 4, B zawieraja

wiersze postaci (e,,0),k=12,...,n.

Z warunku (N2) wynika, ze liczba bazowych proceséw produkcyjnych jest wiek-
sza od liczby towarow: m > n. O macierzach A(f), B(f) mowimy, ze opisuja tech-
nologi¢ produkcji w gospodarce von Neumanna w okresie ¢, natomiast o macier-
zach A, B — ze opisuja technologi¢ graniczng w gospodarce von Neumanna. Model
jest liniowy w tym sensie, ze jezeli przez v oznaczymy nieujemny m-wymiarowy
(wierszowy) wektor intensywnosci stosowania bazowych proceséw technologicz-
nych w okresie ¢, to w gospodarce z technologig A(¢), B(¢) z wektora naktadow

x(t) =vA(t) = ZV ;a,(t) mozna otrzymac wektor produkeji y(1) = vB() = Zv b, (0).

J=1 =
Podobnie w gospodarce z technologig graniczng 4, B z naktadow v4 otrzymujemy
wektor produkcji vB.

O kazdej parze (x(t), y(t)) = (vA(t),vB(t)) z dowolnym wektorem v =0
moéwimy, ze opisuje dopuszczalny proces produkcji w okresie £ w niestacjonarnej
gospodarce von Neumanna ze zmienng technologig. Natomiast o parze
(x,y)=(v4,vB) moéwimy, Ze opisuje dopuszczalny proces produkcji w gospodarce
von Neumanna z graniczng technologia 4, B.

Zbior Z(t)={(x, y)| x=VA(t),y =vB(t); v 20} nazywamy neuman-
nowska przestrzenig produkcyjng w okresie z. Podobnie zbidér Z = {(x, y)| x=
=vA,y=vB; v 20} nazywamy graniczng neumannowskg przestrzenig produk-
cyjng (generowang przez graniczng technologi¢ 4, B). Nietrudno zauwazyc¢, ze
przestrzen produkcyjna Z(t) jest szczegélnym stozkiem wieloSciennym w Rf"
z wierzchotkiem w 0, ktory spetnia nastepujacy warunek:

(x,y)eZ(t) &x' = x=(x,y) e Z(t)

(1)
(x,)eZ(t) & 0=y'Sy=(x,y)eZ(1)
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Analogiczng wlasno$¢ ma takze graniczna przestrzen produkcyjna Z.

Stozek taki z pigcioma bazowymi procesami technologicznymi przedstawia
ponizszy rysunek (ze wzgledu na konieczno$¢ zawarcia catej ilustracji w prze-
strzeni R, na rysunku naktad jest reprezentowany przez wektor dwuelementowy,
x =(x,,x,), a wynik przez skalar y).

(a(1), by(1))

(ay(2), by(1))

(a,(0), by(©))

(as(2), bs(1))

X

Rysunek 1. Przestrzen produkcyjna von Neumanna Z(?) spelniajgca warunki (N1),
(N2)
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Zaktadamy, ze rozw0j technologii w gospodarce von Neumanna zwicksza
z czasem jej mozliwosci wytworcze, co w jezyku przestrzeni produkcyjnych Z(f)
prowadzi do warunku:

N3) Vi(Z() = Z(t+) = Z).

2. Technologiczna i ekonomiczna efektywnos¢ produkcji
Wezmy dowolny m-wymiarowy wektor intensywnosci v >0 (. Liczbe:
a,(v) = max {a|a VA(t) SvB(t)} )

nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnos$ci procesu (x(¢), y(¢)) =
= (VA(t), vB(t)) € Z(¢). Zastepujac w (2) macierze A(t), B(¢) granicznymi macie-
rzami 4, B, otrzymujemy definicje wskaznika technologicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y)= (v4,vB) e Z (w gospodarce z graniczng technologig):

a(v)= max{a|a vA SvB}

Funkcje «,(v), a(v) sa ciagle i dodatnio jednorodne na R} \{0} (dowdd prze-
biega analogicznie jak dowdd podobnych wtasnosci funkcji a(x, y) w gospodarce
Gale’a ze statg technologia; zob. Panek [2003], twierdzenie 5.2.

Liczby:

ay, =maxa, v)= maxo 3)
=0 avA(t)SB(t)
v=0
oy =maxa(v) = maxa 4)
v20 avAS<B

v20

nazywamy odpowiednio:

— optymalnym wskaznikiem (o, ,) technologicznej efektywnosci produkcji
w gospodarce von Neumanna w okresie ¢ (z technologia A(¢), B(t)),

— optymalnym wskaznikiem («,) technologicznej efektywnosci produkcji
w gospodarce von Neumanna z graniczng technologia 4, B.

! Zapis v > 0 oznacza, Ze nieujemny wektor v ma co najmniej jedng wspotrzedng dodatnig.
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0 Twierdzenie 1. Przy zalozeniach (N1)—(N3):
(i) zadania (3), (4) maja rozwigzania v(¢),V , tj.:

F ()20 (¢, (@)= maxa=a,,)
VA(H)<VvB(1) ’
v=0

>0 (a(vV)= maxa=a,)
avA<vB
v=0

Qi) Vi(ay, <ay,., <ay).

Dowéd
(i) Funkcja ¢, (v) jest dodatnio jednorodna stopnia 0, wigc zadanie:

maxao
avA(t)<SvB(t)
v=0

jest rownowazne z zadaniem?:

max «, (v) ®)]

v=>0
[f&

maksymalizacji ciagtej funkcji «,(v) na simpleksie (zbiorze zwartym)

S'(H= {v eR! | Zv[ = 1} , ktore ma rozwigzanie v(¢) > 0. Podobnie z ciggtosci

funkeji ar(v) na simpleksie S (1) wynika, Ze istnieje rozwigzanie v > 0 zadania:

max a(v)
i

rOwnowazne z rozwigzaniem zadania:

maxa
avA(t)SvB(t)
v>0
2i)) Wmysl (N3) Z o Z,,, ©Z, i, zwazywszy na definicje przestrzeni produkcyj-
nych Z(¢), Z, mamy:

2 Tutaj i wszedzie dalej HXH = Z

i

X

il
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oy =maxa(v)= maxo=  maxo > maxo, = maxo, =
=0 avASvB ax<y ax<y avA(t+1)SB(t+1)
v=>0 (x,)eZ\{0} (x,y)eZ,,,\{0} v>0
=maxa,, (V) =ay,, = _maxo. = maxo=max e, (v) =a,,
0 ax<y a,vA(t)SvB(t) v0
(x,»)eZ(1)\{0} v=0

[

Wektory v(¢),v — rozwiazania zadan (3), (4) — nazywamy optymalnymi wek-
torami intensywnos$ci stosowania bazowych proceséw, odpowiednio, w gospo-
darce von Neumanna z technologia A(¢),B(¢) oraz w gospodarce z technologia
graniczng 4, B. Podobnie o parach wektoréw:

(x(0), (1) = V(D) A1), v () B(1))
(X,7) = (v4,vB)

moéwimy, ze opisuja optymalne procesy produkcji, odpowiednio, w gospodarce
von Neumanna z technologia A(¢), B(¢) oraz w gospodarce von Neumanna z tech-
nologig graniczng 4, B. Optymalne wektory intensywnosci v(¢),v oraz odpowia-
dajace im optymalne procesy produkcji sa okreslane z doktadnos$cia do mnozenia
przez stalg dodatnia (z doktadnoscia do struktury).

Zaktadamy, ze wsrod optymalnych procesow produkcji w gospodarce von
Neumanna z graniczng technologia A4, B istnieje proces, w ktérym wytwarzane sg
wszystkie towary:

(N4) v >0(a(v)=ay &VB>0)

Wilasno$¢ t¢ nazywamy warunkiem regularnosci.

3. Ceny von Neumanna w gospodarce z graniczng technologig.
Magistrala produkcyjna

Oznaczmy przez p >0 n-wymiarowy wektor (kolumnowy) cen towaréw i wezmy
dowolny wektor intensywnosci v >0 .

Liczbg:

vBp

ﬂ(V»P)ZE

(tam, gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) = (v4,vB) w gospodarce von Neumanna z graniczng technologiag 4, B.
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Niech v bedzie optymalnym wektorem intensywnos$ci w gospodarce von Neu-
manna z technologia graniczna (dla ktorego a(v) =ay ).

A Definicja 1. Ceny p >0, przy ktorych:

By =B, p) = max f(v,p) = maxa(v) = a(v) = ay (6)

v>0 v>0
nazywamy cenami von Neumanna (w gospodarce z graniczng technologig).

A
Jezeli spelnione sg warunki (N1)—(N4), to ceny von Neumanna istnieja 1 sa
okreslone z doktadnoscia do struktury (dowod przebiega podobnie jak dowdd ist-
nienia cen von Neumanna w gospodarce ze stala technologia; zob. Panek [2011],
twierdzenie 2. O trdjce {ay, v, p} spetniajacej warunek (6) mowimy, ze charak-
teryzuje gospodarke z graniczng technologiag w rownowadze von Neumanna.
Z (6) wynika, ze:

—_. VvBp
W20 (ﬂ(v,m:—fim,vj
vAp
czyli:

Vv 20 (vBp —ayvAp <0) (7

ijedynie dla v=v zachodzi rownos¢:
vBp — o, vAp =0 (8)

W gospodarce z technologia graniczng w rownowadze von Neumanna docho-
dzi zatem do zréwnania ekonomicznej efektywnosci produkeji z efektywnoscia
technologiczng i jest to najwyzsza efektywnos¢ jaka w ogodle moze osiagna¢ nie-
stacjonarna gospodarka spetniajaca warunki (N1)—(N4).

Warunek 7 jest rtOwnowazny z warunkiem?:

V(x,y)eZ (P, y) — oy (P, x) <0) (7)

3 Tutaj i wszedzie dalej (x,y) = le- V; (iloczyn skalarny wektorow x, ).
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gdzie:
Z={(x,y)|x= vA,y=vB; v 20}

a warunek (8) z warunkiem:
<l_79y>_aN<l_?7-f> =0

dla X =vA,7 =vB.
W celu uproszczenia dalszych wywodow bedziemy zaktada¢, ze:

(N5) Ceny von Neumanna p sa dodatnie®.

Nietrudno zauwazy¢, ze przy tym zatozeniu optymalny wektor intensywnosci v
spelnia warunek:

ayvA=vB 9

Istotnie, z definicji optymalnego wspotczynnika « i optymalnego wektora inten-
sywnosci V. mamy:

ayVASVB (10)

(zob. twierdzenie 1(i) ). Zalézmy, Zze po pewnej, np. i-tej, wspotrzednej w (10)
mamy ostrg nierownos¢:

ay (vA), < (vB),
Wowczas otrzymujemy:
ayvAp <vBp
(gdyz p >0, zgodnie z (N5)), co przeczy (8).
Optymalnemu wektorowi intensywnosci V. w gospodarce z graniczng techno-

logia odpowiada optymalny wektor naktadow x =vA4 oraz wynikéw (produkcji)
y =VB izgodnie z (9):

X VA _ayvd _VB _y
(5 o7 2 O 1

S =

4 ZalozZenie to znacznie upraszcza dowody twierdzen o magistrali (w artykule twierdzenia 3 i 4),
cho¢ nie jest konieczne.
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tj. struktura naktadow i wynikéw w optymalnym procesie (¥,»)=(v4,vB) jest
identyczna.

A Definicja 2. O wektorze s mowimy, ze charakteryzuje optymalng strukture
produkcji w gospodarce von Neumanna z graniczng technologia.

A
Promien (potprostg)

N={A5]|A>0}

nazywamy magistralag produkcyjng w gospodarce von Neumanna z graniczng
technologig.

4. Wzrost

Niech v(¢) bedzie wektorem intensywnosci, z jakg w okresie ¢ w niestacjonarnej
gospodarce von Neumanna stosowane sg bazowe procesy technologiczne. Gospo-
darka jest zamknigta w tym sensie, ze zrodlem naktadow w okresie nastepnym
x(t+1)=v(t+1)A(t +1) moze by¢ tylko produkcja wytworzona w okresie
poprzednim y(t) = v(¢)B(t):

vt + DA+ DSEv@OBE)  t=0,1,....1 1

(11)
V(Z)ZO t:()’l""’tl

Oznaczmy przez V! intensywnos¢, z jaka bazowe procesy technologiczne sg sto-
sowane w poczatkowym okresie =0

v =v">0 (12)
A Definicja 3. Rozwigzanie (v(t)) ?:0 uktadu (11)—(12) nazywamy (VO, t) -

dopuszczalng trajektorig intensywnosci (stosowania bazowych proceséw techno-
logicznych) w niestacjonarnej gospodarce von Neumanna. Ciagi (x(£))7,,

() ?:0, gdzie:

x(t) =v() A1), (1) =v()B(2)
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nazywamy odpowiednio (X 0 ,1;) — dopuszczalng trajektorig naktadow (z poczat-
kowym wektorem x’ = VOA(O)) oraz ( yo t,) — dopuszczalna trajektoria produkcji
(z poczatkowym wektorem y° =v’B(0)).

O tréjee ciagow (V(2), x(2), y(¢))!-, méwimy, ze opisuje dopuszczalny proces
wzrostu w niestacjonarnej gospodarce von Neumanna.

A
Twierdzenia o magistrali prezentowane w tym artykule wymagaja, aby istnial co

najmniej jeden proces dopuszezalny (V(¢),X(¢), V(1)) umozliwiajacy dojcie
gospodarki w pewnym okresie 7 do magistrali. Warunek ten oznacza, ze:

(N6) Istnieje taka (v°, 7) — dopuszczalna trajektoria intensywnosci (V(¢) 5:07
ze:

a;(V(f) =ay

Mowi o tym nastgpujace twierdzenie.
O Twierdzenie 2. Jezeli zachodzi warunek (N6) oraz f; > f to istnieje taki
( Vo , 1;) — dopuszczalny proces wzrostu (v(2), x(2), y(2))-, oraz taka liczba o > 0,
ze dla t:f,f+1,...,t1:

a,(vt) =ay (13)
x(t) = v A =ai x(F)=a o5 e N (14)
y(@)=v()B()=aly y()=a' os e N (15)

Dowéd. Z zalozenia mamy taka (v°, 7 ) — dopuszczalna trajektorie intensywnosci
(V) 1. ze a; (V(1)) = ay ., czyli:

a7 () A(F) ST(D)B(D)
Niech a =V(£)A(f), b =v(f)B(f). Wowczas:

(a,b)e Z(1) ={(x, y)| x =vA(f),y =vB(); v Z 0}

oraz

<
ayasbh
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Stad oraz z wilasno$ci (1) przestrzeni produkcyjnych Z(¢) wynika, ze
(a,aya)e Z(1), czyli:

(7)) 20 (ayv'(OAT) = a1 AT) = v'(E)B())

Przyjmijmy oznaczenia®: a'=V'(f)A(f), b'= v'(f)B(f).
Woweczas:

(a',b') e Z(f) oraz aya'=b' (16)
Utworzmy nastepujacy ciag (&(¢) ?zf :
ED)=a' (=v(D)A®D)), EE +D) = ayd',.., &) =ai " a

Z (16), (N3) oraz tego, ze przestrzenie produkcyjne Z(f), Z sa stozkami wieloscien-
nymi w R z wierzcholkiem w 0 wynika, ze:

(E@), E(f+1) e Z(T) cZ
(EG+)D), EE+2)e Z(D)cZ(i+)cZ (17)

&)L +1) e Z(H S Z(t) cZ
Z whasnosci (1) przestrzeni Z(f) oraz definicji ciagu (E(£)) . otrzymujemy:
(@), &7 +1) = (" (DO AD)V (@)B()) = (a',aya')
Z whasnoasci (1) przestrzeni Z(f +1) oraz (17) wynika, ze:

WE+1D)20 (E7+1), EG+2) = (VF +DAF + D)V E +DBE +1))=

= (aNa',afva')

Rozumujac analogicznie, dalej stwierdzamy, ze dla f = [0+ L...4:
()20 (&), E@+1) = (V' ()40, (O)B@)) = (af' a' oy a"))

s Poniewaz V'(£)A(t) =v(t)A(t), zatem de facto a'=a .
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Zgodnie z taka konstrukcja ciagu (v'(2)) ?:; :

W(E)AF) = V(I )AGF) = a' SV(E -1)B(E -1)
V(I + DA +1) = aya'=v'(7)B()

V() A() = af " a'= v, DBt ~1)

Utwoérzmy cigg (v(t))!, ze ,.sklejenia” (v°, 7 ) — dopuszczalnej trajektorii
intensywnosci (v (2));_, i wyzej zbudowanego ciagu (v'(¢)) ?z ;e

o v() dla t=0,1,..7-1
1% = -
viyaytdlat=1,f +1,...1,

Tak zbudowany ciag jest (vo, t,) dopuszczalng trajektoria intensywnosci spet-
niajaca dla t =1,¢ +1,...,#;, warunek (13). Jednoczesnie z inkluzji:

(V(OAW),V(OB@)) = (ay'a,ay M aYe Z() S Z, t=1,1 +1,...1,

wynika, ze:

x,y)=(a",aya')eZ

(gdyz Z jest stozkiem z wierzchotkiem w 0) oraz:
W20(X=a'=vA,y=aya'=vB)&a(V)=ay

Wektor v jest optymalnym wektorem intensywnosci w gospodarce von Neumanna
z graniczng technologia, X = a'=vA € N jest optymalnym wektorem naktadéw,
ay=vB (=aya')e N —optymalnym wektorem produkcji w takiej gospodarce
oraz:

e
|\<|

= =§

Z definicji magistrali N = {415 |4 >0} wynika,ze 306 >0 (a'=075).
Definiujgc trajektori¢ naktadow x(¢) =v(¢)A(t) oraz produkeji y(¢) = v(¢)B(t)
otrzymujemy Zadany proces spetiajacy dla ¢ =7,7 +1,...,#, warunki (14), (15).

=

=I
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W celu zapewnienia jednoznaczno$ci magistrali bedziemy zakladacé, ze:

(N7) VvZO(x:vAeéva:vB¢N:>ﬂ(v,ﬁ):%<aN]
vAap

W mysl tego warunku ekonomiczna efektywno$¢ jakiegokolwiek procesu (x, y) =
= (vA4, vB) poza magistralg jest nizsza od optymalne;.

o Twierdzenie 3. Jezeli w gospodarce von Neumanna z graniczna technologia
spetniony jest warunek (N7), to:

Y g

>E>
e

M

Vv>0 V(x,y)=(A4,vB) Ve >0 30, >0{

= B(v,p) =~ _S 55}
vAp

Z dowodem tego twierdzenia mozna zapoznac si¢ np. w pracy Panek [2011], twier-
dzenie 3. Nawigzujac do tej pracy, rozpatrzymy nastepujace zadanie maksymali-
zacji warto$ci produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna) wytworzonej w nie-
stacjonarnej gospodarce w ostatnim okresie horyzontu 7 ={0,1,...,7,} :

max v(t,)B(t,)p (18)

v(t+1D)A(E+1)Sv()B(t) t=0,1,...,t, -1
v(0)=v" >0

(wektor VY ustalony)

A Definicja 4. Rozwiazanie (v (7)) 1, zadania (18)~(19) nazywamy (v°, t,p)
— optymalng trajektoriq intensywnos’ci W niestacjonarnej gospodarce von Neu-

manna. Ciagi (x" (1) Lo.(»" (r))t o» gdzie x”(£) = v (DA@) , y" (1) =V () B(),

nazywamy (odpowiednio): ( x° , |, P ) —optymalng trajektorig naktadow (z poczat-

0

kowym wektorem naktadéw x~ = vOA(O)) oraz ( yO , 1, P ) — optymalng trajek-

torig produkcji (z poczatkowym wektorem produkcji yo =v"B(0)). O tréjce cia-
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, * * * t , . . ..
gow (v (1),x (1),y (t))L, mowimy, ze opisuje optymalny proces wzrostu
W niestacjonarnej gospodarce von Neumanna.

A
o0 Twierdzenie 4. (,,Stabe” twierdzenie o magistrali).
Jezeli niestacjonarna gospodarka von Neumanna spetnia warunki (N1)—(N7), to
V& >0, istnieje taka liczba naturalna k, , ze liczba okresow, w ktorych zachodzi
ktorykolwiek z warunkow:

o
0

“|
3

(20)

nie przekracza k, . Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu ¢, .
Dowéd. Niech (v (1)), bedzie (+°, t,, P) — optymalna trajektorig intensywno-

$ci (rozwigzaniem zadania (18)—(19)).
Poniewaz:

vt ((x*(t)a Y(0) = (A0, V ()B() e Z(t) < Z)

wigc zgodnie z (7):

B,y () <ay(p,x (1)) (21)
czyli:
V(OBOP <ayw OADp  t=0,1,...1,
oraz:
V(E+DAE+1) SV (OB  t=01,..1
(zgodnie z (19)), czyli:

VIE+ DA+ D)< ayy (DA P t=0,1,....t, -1 (22)

Oznaczmy przez L, zbior tych okresow ¢ € T, w ktorych zachodzi ktorykolwiek
z warunkow (20). Niech /,. bedzie liczba elementow zbioru L, . Wobec (N3):

2 0((x"(1)0) = (v ()AW), v (1)B(1) = (v' 4,V'B))
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Wtedy, zgodnie z twierdzeniem 3:
VIOADP < (ay =8)V (0OAp  dla  tel, (23)

Z (22), (23) otrzymujemy:
Vi) AP < al ' (ay —6,)"" vY A(0) p (24)

Zgodnie z (N6) i twierdzeniem 2 istnieje taki (xo, t;) — dopuszczalny proces
wzrostu (V(t),X(Z),y(t))?:O 1 taki okres f<ll, ze:

x(t) =v()A(t) =a''os e N

y(t)=v(t)B(t) =aly " 'o5s e N

dla pewnej liczby o > 0 i t=1,1+1,..,t.
Wowecezas:

V' (6)B(1)P 2 v(t)B(6)p = o o(7,5) > 0 (25)
Laczac (24), (25) (oraz pamictajac, ze V' (t)B(t)p < v (t;)A(t,)p), docho-
dzimy do nier6wnoSci:

tl—tv-%—l

0<ay "o(p,5) <V (1)B(t)p < ayv (,)Al)D <
<ay ' (ay -8, v 4(0) p

ktora pozwala na oszacowanie gornego ograniczenia liczby /. :

InA4
& = . = B
Inay —In(ay —9,)
.0 =
ayv A0
gdzie 4= N‘Qf(_;p W charakterze liczby k, wystarczy wzigé najmniejsza
o{p,s

liczbe naturalng wigksza od min {0,B}.

[
Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, optymalne procesy wzrostu w niestacjo-
narnej gospodarce von Neumanna ,,prawie zawsze” ¢, niezaleznie od dlugosci

¢ To znaczy, zawsze poza pewna skonczona liczba okresow.
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horyzontu 7' ={0,1,...,7,; } przebiegaja w dowolnie bliskim otoczeniu magistrali
produkcyjnej, ktorg wyznacza graniczna technologia 4, B. Tempo wzrostu produk-
cji na magistrali jest najwyzszym tempem mozliwym do osiagnigcia przez
gospodarke.

Niewielkim wysitkiem mozna otrzymac teraz tzw. ,,bardzo silng” wersj¢ twier-
dzenia o magistrali w niestacjonarnej gospodarce von Neumanna.

o Twierdzenie 5. (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali).
Jezeli niestacjonarna gospodarka von Neumanna spetlnia warunki (N1)—(N 5), (N7)

i optymalny proces wzrostu o (t) x (), y (t))t 'y, W pewnym okresie [ <t
dochodzi do magistrali, tzn. ¢; V(@) =ay, to:

vezils () =V () A eN oraz y'(6)=v'(t) B(e N)

Dowod. Wezmy optymalny proces wzrostu o @), x 1),y (1)), . Trajektoria
W' () 1, jest rozwigzaniem zadania (18)—(19) oraz x*(t) =y () A2),
y"(t) =V (t) B(t). Z zalozenia proces ten w okresie 7 <{, prowadzi do magi-
strali, zatem zgodnie z twierdzeniem 2 istnieje taka liczba o > 0 oraz taki dopusz-
czalny proces wzrostu (v(¢), x(¢), ¥(¢))L, z trajektoria intensywnosci:

“(¢),dla t=0,1,.... -1
V(t)Z v (t), a 7
vi(e), dlat=1,f +1,..¢

x(1) =x"(t) = v () A()
y(0) =y (O = (0)B(@)
dlar=0,1,...,f —1, oraz:
x(t) =V (AW = ay' o5eN
y(O)=V'(OB(t) =y M oseN

dlat=t,t+1,..., t,. Wowczas:

V() B(t)P = x(t)B(t)P = aiy' " o(p,5) >0 (27)
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Z drugiej strony, postepujac analogicznie jak przy dowodzie twierdzenia 4 z (22)

(pamictajac, ze V' (t)B(t)p<«a WV (t)A)p ), otrzymujemy:

Vi (e)B(t)P < ey (0)AW)P Sayy'(h -DAlG -Dp<

I3l —f+1

<al "V (A p=ay ! o(p,s)

Zalozmy, ze w pewnym okresie 7 > [ x ()= v (r)A(r) ¢ N, tzn.:

(o)

| v .
[ o

de>0 2
V(@)

EZSVH &

i zgodnie z twierdzeniem 3:
36, >0 (v (c +DA(T +1)p <V (2)B(2)P < (ay -6,V (1) A(r) p))
co tacznie z (28) prowadzi do nierdwnosci:
V()B)P < a @y =5,) o(p.)
Z (27), (30) otrzymujemy warunek:

al (@=3,) o(p,5) 2ak'™

o(p,S)
z ktérego wynika, ze 0, < 0.

Otrzymana sprzecznos$¢ konczy dowod twierdzenia. m

(28)

29)

(30)

Twierdzenie glosi, ze ,,wej$cie” optymalnego procesu wzrostu na magistrale
w niestacjonarnej gospodarce von Neumanna (z technologia zbiezng do pewnej

technologii granicznej) jest bezpowrotne.

Uwaga 1. Jezeli poczatkowy wektor intensywnosci v! w zadaniu (18)—-(19)
(w optymalnym procesie wzrostu) jest dodatni, wtedy obydwa twierdzenia o magi-

strali sa prawdziwe takze bez warunku (N6).

Uwaga 2. Obydwa twierdzenia pozostajg prawdziwe, jezeli kryterium (18) mak-
symalizacji warto$ci produkcji mierzonej w cenach von Neumanna w ostatnim
okresie horyzontu 7 zastapimy kryterium maksymalizacji dowolnej spotecznej
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funkcji uzytecznosci u(y(t;) = g((p,»(t,))), gdzie g jest monotonicznie
rosnaca, ciagla funkcja z R, do R oraz y(t,) = v(t,)B(t,).

Uwaga 3. Wydaje si¢, ze wlasnosci podobne do sformutowanych w twierdzeniach
4, 5 maja takze optymalne procesy wzrostu w niestacjonarnej gospodarce von
Neumanna z kryterium maksymalizacji tacznej wartosci produkcji (mierzonej
w cenach von Neumanna) wytworzonej w catym horyzoncie 7 = {0,1,...,#;} (anie
tylko w jego koncowym okresie). Wymaga to jednak dalszych badan.
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NON-STATIONARY VON NEUMANN MODEL WITH LIMIT
TECHNOLOGY

Abstract: The vast majority of papers on the turnpike theory consider a stationary econ-
omy with constant technology (over time). There are only few attempts to go beyond the
,vicious circle” of stationarity and to trace the so called turnpike effect in a non-stationary
Neumann-Gale economy with unstable technology. This article undertakes this task. In
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the paper ,,weak” and ,,very strong” versions of the turnpike theorem in a non-stationary
von Neumann economy are presented, with the technology converging to a certain tech-
nology limit.

Key words: non-stationary von Neumann model, limit technology, ,,weak” and ,,very
strong” turnpike theorem.



