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Wprowadzenie

W literaturze przedmiotu prezentowane sa réznorodne rozktady empiryczne,
z ktorych do najwazniejszych naleza: system krzywych K. Pearsona (1894), zawarty
w pracy Pearsona (1948, por. takze Domanski, Pruska, 2000), system Johnsona
przedstawiony w pracy Hahna i Shapiro (1967), rozktad Burra (1973) czy rozktad
Tukey’a (1960).

W artykule przedstawiony bedzie rozklad Lambda-Tukey’a z czterema pa-
rametrami, pozwalajacy na prezentacje wielu roznorodnych ksztattow krzywych.
Zamieszczono takze fragmenty tablic wartosci parametrow opracowane dla tego
rozktadu, ktére utatwiaja szacowanie jego parametrow.

Do innych waznych zastosowan prezentowanego rozkladu nalezy genero-
wanie liczb losowych dla badan symulacyjnych oraz analiz Monte Carlo spraw-
dzajacych odporno$¢ procedur statystycznych.

1. Uogdlnienie rozktadu 4 Tukey’a

Z reguly ciagly rozklad prawdopodobienstwa definiuje sig¢ za pomoca dys-
trybuanty lub funkcji gestosci. Alternatywnie mozna go okresli¢ przez funkcjg
kwantylowa (percentylowa). Ujmujac to najprosciej, funkcja kwantylowa jest
funkcja odwrotna do dystrybuanty.

Badania nad uogoélnionym rozkltadem A Tukey’a prowadzili m.in. Ram-
berg, Tadikamalla, Dudkiewicz, Mykytka (1979). Prezentowany przez tych au-
toréw rozktad jest czteroparametrowy, uwzgledniajacy parametry: potozenia,
skali, skosnosci i kurtozy.

" Praca napisana w ramach projektu sfinansowanego ze $rodkéw Narodowego Centrum Nauki
przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/02746.
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Szczegdnym przypadkiem funkcji kwantylowej jest funkcja 4 Tukey’a (1960):

2 _ (1= p)*
R(p)z%, 0<p<l 1)

okre$lona dla wartosci A # 0.
Jezeli A — 0, to otrzymamy rozktad logistyczny.

Ramberg i Schmeiser (1974) przedstawili rozktad (1) z czterema parame-
trami danego funkcja kwantylowa postaci:

p" —(1-p)*
R(p)=h+—————, 0<p<l @)
/12
gdzie:
A, —parametr polozenia,
22 — parametr skali,
A, — parametr sko$nosci,

A, — parametr kurtozy.

Funkcja gestosci odpowiadajaca (2) dana jest wzorem:

A
= IR = , 0<p<i 3
SO = RPN = p 3)

Wyznaczenie funkcji ggstosci dla ustalonych parametrow A4,,4,, 4,14, wymaga

znalezienia wartosci (2) i1 (3) dla argumentu p z przedziahu [0,1]. Nastgpnie nanosi
si¢ wartosci f[R(p)] naosi Y wzglgdem wartosci R(p) odtozonych na osi X.
Rozklad ten, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest oryginalny rozklad A
pozwala uzyskac¢ rowniez sko$ne krzywe. Zauwazmy, ze dystrybuanta tego roz-
ktadu nie wystgpuje w postaci jawne;j.
Wzory na warto$¢ oczekiwang, wariancje oraz wspotczynnik skos$nosci
i kurtozy uogélnionego rozktadu A dane sa wzorami:
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gdzie:
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przy czym f3 oznacza funkcjg beta.

. 1
Stad k-ty moment mozna otrzyma¢, gdy min (4, /14)>E .

()

Warto$¢ ta zalezy tylko od parametrow A, iA,, w konsekwencji wspotczynniki

sko$nosci 1 kurtozy rowniez zaleza tylko od tych parametrow.

Prezentowany rozktad z czteroma parametrami pozwala uzyska¢ wiele r6zno-
rodnych ksztaltow krzywych, co zostalo pokazane na rys. 1-3. Na rys. 1 przedsta-
wiona zostata funkcja gestosci dla parametrow f; = 0 oraz £, = 3,5,9, natomiast na
rys. 2 —dla ;=1 oraz ;= 1,6,9, a narys. 3 dla parametrow £; = 0,0.5,1 oraz 5, = 4.

Ramberg, Dudewicz, Tadikamalla i Mykytka (1979) przedstawili tablice
wartosci A,,4,,4,i4, dla wybranych parametrow 5 i fsorazdlap=0io=1.

Wielkos$ci zamieszczone w tych tablicach zostaly uwzglednione przy konstrukcji

rozktadéw prezentowanych na rys. 1-3.
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Rys. 1. Funkcja gestosci dla 3 = 0 oraz 5, = 3,5,9
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Rys. 2. Funkcja gestosci dla 3 = 1 oraz 5, = 4,6,9
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1)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
Rys. 3. Funkcja ggstoséci dla g3 =0,0.5,1, f, =4

Wartosci A4, dla k = 1,2,3,4 (por. wzor 5) zaleza tylko od parametrow
A1 4,, stad wspdtezynniki skosnosci 1 kuriozy zaleza tylko od tych parametrow.

Parametry A, uogdlnionego rozktadu A Tukey’a obliczamy z réwnan:

1=0

o’ =1

p=F, ©
Bi= b,

gdzie f3; i 8, sa obliczone na podstawie wynikow z proby.

Uwzgledniajac wzory (4), otrzymujemy:

P S

A, A+l A, +1
1
(A4, - A =1
ﬁé 2 1
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(A Az)z (A4 _4A1A3 + 6A12A2 _3A14) = 134
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Do rownan (7) podstawimy parametry A, (i = 1,2,3,4) z tablicy 4 artykutu

Ramberga i in. (1979).

Na podstawie programu ,,Mathematica™ lewe strony réwnan (6) oznaczone
sa literami f, g, hi w.

Po podstawieniu parametrow A powinno si¢ otrzymag:

f=0
g=1
h=p;
w= 184
Obliczenia wykonane sa dla 4 przypadkow:

1. Podstawiamy A, =—1,245,1, = 0,2445,4, =0,0178,4, = 0,4748
W wyniku otrzymujemy:

f =0,0002007596

g2 =0,999776

h=0,500145

w=2,40007
W cytowanych tablicach dla wybranych parametréw A p; = 0,5 p, = 2,4.
2. 4, =-0,045,4, =-0,1198,4, =—0,0569, 4, =-0,0617
Wyniki:

£ =0,000277763

g =0,999848

h=-0,148876

w=5,39963

W tablicach S, =0,15, 8, =5,4.
3. 4, =-0,134,4, =-0,2501, 4, =-0,0977,4, = -0,1242
Wyniki:

f =0,0000837921

g =0,99988

h=-0,651818

w=8,20468

" Obliczenia zostaly wykonane przez dr Katarzyng Bolonek-Lason.
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W tablicach S, = 0,65, 5, =8,2.
4. 4, =-0,499,4, =0,1497,4, =0,0538, 4, = 0,1438
Wyniki:

f=-0,000216105

g =1,00005

h=0,550225

w=3,40036

W tablicach S, =0,55, 8, =3,4.

W przedstawionych przypadkach otrzymujemy wyniki zgodne z warto-
$ciami z tablicy 4 artykutu Ramberga i in. (1979).

2. Przyktady zastosowan dla indekséw gietdowych

Dane empiryczne dotycza tygodniowych notowan indeksu DAX z okresu
03.01.1997-27.07.2012 (813 obserwacji, por. rys. 4). Na podstawie tych danych
wyznaczamy parametry rozktadu:

1 =15391,972
o =1338,23

B, =15 =-0,05
(@2

3

B=tr=214
()

Z tab. 1 dla f,=005 i pB,=22 odezytuyjemy A =-0,802,
A,=03314, 4,=0,1128, 4, =0,5802. Przeksztalcamy wielko$ci parame-
trow A, i A, wedlug wzoréow (uwzgledniamy warto$¢ bezwzgledna ze wzgledu
na to, ze wartosci 4, i 4, w tab. 1 podane sa dla zmiennej o warto$ci oczekiwa-
nej zero i wariancji jeden):

A(u,0)=240,1)o + u=-0,802-1338,23+5391,972 =4318,7
A, (u,0)=4,(0,1)/ 0 =0,3314/1338,23 = 0,00025

gdzie p i o to $rednia i odchylenie standardowe obliczone na podstawie danych
empirycznych.
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Zmienna X oraz odpowiadajaca jej funkcja gestosci przyjmuje postaé:

yoAtptHl-pt
/12

8
A (8)

Ap" T+ (1= p)!

f(x)=

Tabela 1

Wybrane warto$ci parametrow A, 4,, 4, i A, dla wspotezynnikéw skosnosci S5
=0.0,0.05,1 kurtozy f,=1.0,....9.0 gdy u=01i0c=1

£;=0.0

- T N N

1.8 0.0 .5774 1.0000 | 1.0000
2.0 0.0 .4952 .5843 .5843
2.2 0.0 .4197 .4092 .4092
2.4 0.0 .3533 .3032 .3032
2.6 0.0 .2949 .2303 .2303
2.8 0.0 .2433 .1765 .1765
3.0 0.0 .1974 .1349 .1349
4.0 0.0 .0262 .0148 .0148
5.0 0.0 -.0676 -.0443 -.0443
6.0 0.0 -.1686 | -.0802 -.0802
7.0 0.0 -.2306 -.1045 -.1045
8.0 0.0 -.2800 -.1223 -.1223
9.0 0.0 -.3203 -.1359 -.1359

;=005

B | A | A | A | A

1.8 -1.703 .2861 .0000 .9502*
2.0 -1.229 .3122 .0505 .7603
2.2 -.802 .3314 11128 .5802
2.4 -.375 .3328 .1876 .3941
2.6 -.143 .2924 .1973 .2605
2.8 -.083 .2429 .1625 .1903
3.0 -.059 .1975 .1276 .1425
4.0 -.026 .0264 .0146 .0153
5.0 -.016 -.0867 -.0435 -.0448
6.0 -.013 -.1682 -.0791 -.0810
7.0 -.011 -.1034 -.1034 -.1054
8.0 -.928+ -.2797 -.1212 -.1232
9.0 -.837+ -.3201 -.1348 -.1368

B,=1.00

184 /11 A 2 A 3 14

3.4 -1.253 1772 .0000* .2854*
4.0 -.886 .1333 .0193 .1588
5.0 -.533 .0340 .9695+ .0285
6.0 -.379 -.0562 -.0187 -.0388
7.0 -.297 -.1291 -.0453 -.0790
8.0 -.248 -.1878 -.0670 -.1058
9.0 -.215 -.2356 -.0844 -.1249

Zrodto: Na podstawie (Ramberg i in., 1979).
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Rys. 4. Histogram wartos$ci notowan indeksu DAX w latach 1997-2012
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Rys. 5. Funkcja ggstosci wyznaczona na podstawie rownan (6) odpowiadajaca notowaniom indeksu DAX
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Wartosci trzeciego i czwartego momentu danych empirycznych znajduja si¢
w obszarze rozktadu beta, zatem w programie ,,Mathematica” dopasowujemy
ten rozktad metoda najmniejszych kwadratow do danych empirycznych (rys. 6),
otrzymujac parametry rozktadu beta:

{BestFitParameters— {a — 3.64419, b—1.98305, ¢ = 2.50873},

Estimate Asymptotic SE CI

a|3.64419 0.452338 {2.7144, 4.57399}
ParameterCITable— ,

b|1.98305 0.120936 {1.59058, 2.37552}

c|2.50873 0.132889 {2.23557, 2.78189}

EstimatedVariance— 0.745372,

DF SumOfSgq MeanSq
Model 3 388.158 129.386
ANOVATable— Error 26 19.3797 0.745372,
Uncorrected Total 29 407.538
Corrected Total 28 62.7104
f(x) — 2950873 x2,64419(1 _ x)0,98305

B(3,64419; 1,98305)

Punkty na rys. 6 oznaczaja dane empiryczne, czyli czgstosci wystgpowania
zmienne] w kazdym przedziale, niebieska krzywa prezentuje funkcjg gestosci
rozktadu beta, natomiast czerwona krzywa przedstawia funkcje gestosci wyzna-
czong na podstawie funkcji kwantylowe;.

Stopien dopasowania rozktadu beta do danych empirycznych mierzony
wspoélczynnikiem determinacji wynosi okoto 74%, dla rozktadu wyznaczonego
na podstawie funkcji kwantylowej wspdtczynnik ten wynosi 76%.

czgstosé

006

0.04 -

VA P e przeskalowane warto$ci notowan
I 05 06 07 038 09 \0

Rys. 6. Funkcja gestosci rozktadu beta oraz rozktadu wyznaczonego na podstawie funkcji kwantylowej
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Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o zgodnosci rozktadu em-
pirycznego z rozkladem wyznaczonym na podstawie funkcji kwantylowej (war-

=30,53

2
to$¢é statystyki testowej £ , warto$¢ krytyczna dla poziomu istotnosci o

2 _ 2
= 0,05 wynosi 424 = 36,415 ). Dla rozktadu beta test zgodnosci X odrzuca hipo-
tezg zerowa o zgodnosci tego rozktadu z rozktadem empirycznym (wartos¢ sta-

2 _
tystyki testowej £ = 38,85 ).

Podsumowanie

Omawiany rozktad pozwala uzyska¢ szeroka game ksztattow krzywych,
ktore jako najprostsze przyktady pokazane sa na rys. 1-3. Ze wzgledu na wysoka
elastyczno$¢ tego rozktadu znajduje on wiele réznorodnych zastosowan w przy-
padku, gdy rzeczywisty rozklad nie jest znany.

Wielu autorow zajmowalo si¢ badaniami wlasno$ci rozwazanego rozktadu
(por. np. Chalabi, Scott, Wuertz, 2012). Literatura z tego zakresu jest stosunko-
wo bogata, co $wiadczy o duzych mozliwosciach zastosowan uogoélnionego
rozktadu A. Tristano (2010) prezentuje np. uogdlniony rozktad A z pigcioma
parametrami, ktory w dalszych badaniach autora bedzie rozwazany.
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LAMBDA-TUKEY DISTRIBUTION AND APPLICATION ATTEMPT

Summary

In the article the generalized Lambda-Tukey distribution was presented with the
following four parameters of: location, scale, skewness and kurtosis.

The distribution presented, due to its high flexibility is widely applied, especially
when empirical distributions are sophisticated and do not show desired accordance with
known classical theoretical distributions.

The examples presented on the fitting of the DAX index distribution to the four pa-
rameter Tukey distribution turn out to be better than the ones for the beta distribution.





