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MODELOWANIE ZALEZNOSCI CEN
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ROLNE NOTOWANYCH NA GIELDZIE
TOWAROWEJ W CHICAGO Z WYKORZYSTANIEM
FUNKCJI KOPULI

Wprowadzenie

Jednym z najwazniejszych poje¢ na rynkach finansowych, budzacym sze-
rokie zainteresowanie zaré6wno praktykow, jak i teoretykow zajmujacych si¢ ba-
daniem tychze rynkow, jest pojecie struktury zaleznos$ci. Jej okreslenie ma istot-
ne znaczenie w zarzadzaniu instrumentami finansowymi, a btedna interpretacja
sily powiazan moze prowadzi¢ do niewlasciwych decyzji inwestycyjnych. Naj-
powszechniejsza i nadal szeroko stosowang miara zaleznosci, ze wzgledu na jej
prostote i tatwos¢ interpretacji, jest wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona.
Nalezy jednak pamigtaé, ze z powodu liniowosci, jest on odpowiednim narze-
dziem do mierzenia zaleznosci tylko pomigdzy zmiennymi rozktadoéw eliptycz-
nych. W sytuacjach, kiedy dane empiryczne pochodza na przyktad z rozktadow
asymetrycznych i nieeliptycznych, charakteryzuja si¢ wysoka kurtoza lub sko-
$noscia, stosowanie wspotczynnika korelacji liniowej nie jest wskazane. W celu
zbadania struktury zalezno$ci nalezy wowczas zastosowac inna miare.

Narzedziem, ktore doskonale nadaje si¢ do modelowania niemal wszystkich
typow zaleznosci migdzy szeregami czasowymi sg kopule. Pojecie kopuli, jako
nazwy obiektu matematycznego, zostalo wprowadzone po raz pierwszy w arty-
kule Sklara [1959]. W ogdlnym i zarazem najprostszym ujeciu kopula jest funk-
cja, ktora pozwala wyrdzni¢ z dystrybuanty tacznego rozktadu wektora losowe-
go sktadowa opisujaca tylko strukture zaleznos$ci.
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Funkcje kopuli staly si¢ powszechnie stosowanym w wielu dziedzinach
wielowymiarowym narzedziem do modelowania, ze wzglgedu na ich latwa im-
plementacje¢, niezmienniczo$¢ wzgledem silnie rosnacych przeksztalcen zmien-
nych losowych oraz fakt, ze wybor konkretnej postaci moze by¢ dokonany spo-
$rod szerokiego wachlarza znanych rodzin kopul. Jedna z najwazniejszych zalet
kopuli jest jednak mozliwo$¢ osobnego modelowania rozktadow brzegowych
i rozktadu tacznego. Z tego powodu kopule maja bardzo duze zastosowanie
w finansach. Umozliwiaja one $cista analiz¢ zalezno$ci, ktore wystepuja, na
przyktad migdzy cenami poszczegdlnych akcji, indeksow gietdowych lub in-
strumentow dhuznych.

Zagadnienie zalezno$ci pomigdzy cenami lub stopami zwrotu réznych in-
strumentéw finansowych doczekato si¢ szerokiego omowienia w literaturze
przedmiotu. Na szczegblna uwage zastuguje w tym kontekscie praca Gurgul i in.
[2008], gdzie autorzy rozwazaja zalezno$ci rownoczesne i przyczynowe pomig-
dzy stopami zwrotu, ich zmiennoscia i wielkoscia obrotow dla wybranych naj-
wiekszych spotek gietdowych, tworzacych indeks DAX. Rownie interesujacy
jest artykut Gurgula i Syreka [2007], w ktorym poréwnano klasyczna metode
Markowitza konstrukcji portfela z metoda oparta na kopule i teorii wartosci eks-
tremalnych. Inne przyktady zastosowan kopuli w finansach to: alokacja zaso-
bow, ocena zdolnosci kredytowej, modelowanie ryzyka niewyptacalnosci, za-
rzadzanie ryzykiem [zob. Embrechts et al. 2003; Cherubini et al. 2004].

W kontekscie badania wspoélzaleznosci za pomoca kopuli zaznaczyla sig
rowniez popularno$§¢ modelu warunkowej wariancji, w szczegélno$ci modelu
GARCH w jego najczgstszej parametryzacji GARCH(1,1), stosowanego do mo-
delowania stop zwrotu instrumentéw finansowych. W pracy Rocha i Alegre
[2005] model tej klasy, uzupelniony o ARMA(1,1) w rownaniu $redniej, zostat
uzyty do wyestymowania warunkowych rozktadéow brzegowy. Przefiltrowane
W ten sposob szeregi zostaly nastepnie uzyte w procesie estymacji parametrow
kopuli. Jak mozna zauwazy¢, wybor wiasciwego rozktadu warunkowego modelu
GARCH odgrywa w praktyce kluczowa rolg i decyduje o poprawnosci catego
podejécia. W zwiazku z tym w literaturze przedmiotu sa prezentowane liczne
modyfikacje podstawowej parametryzacji GARCH. Przyktadem jest praca Jonde-
au 1 Rockingera [2006], w ktorej autorzy wykorzystuja skosny rozktad Hansena ze
zmiennymi w czasie parametrami skosnosci i kurtozy.

Kopule maja rowniez szerokie zastosowanie w modelowaniu ryzyka ubez-
pieczeniowego. Przyktadem jest rachunek aktuarialny, gdzie kopule sg uzywane
do modelowania zaleznos$ci pomigdzy $miertelnoscia a stratami ubezpieczyciela
[zob. Frees et al. 1996; Frees et al. 2005]. Trivedi i Zimmer [2006] wykorzystuja
z kolei kopule do modelowania ubezpieczenia kosztéw leczenia, popytu na ushu-
gi medyczne i wyboré6w dokonywanych przez zamegzne pary. Pelny model
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wspomnianych wyzej autoré6w zawiera dychotomiczne réwnanie wyboru dla ro-
dzinnego ubezpieczenia kosztow leczenia i osobne rownanie dla wykorzystania
ustug medycznych przez parg. W inzynierii kopule sa stosowane w procesach
wielowymiarowego sterowania i modelowania hydrologicznego [zob. Yan 2006;
Genest 1 Faure 2007].

Niniejsza praca zostata poswigcona zbadaniu struktury wspolzaleznos$ci cen
kontraktéw terminowych na kukurydze, soj¢ oraz pszenice. Aby zrealizowac ten
cel, dopasowano rozne rozklady teoretyczne do szeregéw przetransformowa-
nych cen. Nastgpnie za§ wyznaczono zmienna, co do ktorej przyjeto zatozenie
o jednostajnosci na podstawie dystrybuanty najlepszego rozkladu opisujacego
proces przetransformowanych cen oraz wskazania testow dobroci dopasowania
rozktadow teoretycznych. Dwuetapowa metoda najwigkszej wiarygodnos$ci zo-
stala wykorzystana na etapie estymacji parametréw rozwazanych tréjwymiaro-
wych kopuli, normalnej oraz #-studenta. Oprocz testowania dobroci dopasowania
alternatywnych kopuli, zweryfikowano réwniez zespot hipotez odnoszacych si¢
do postaci macierzy korelacji. Otrzymane wyniki empiryczne wskazuja jedno-
znacznie na przewage kopuli z-studenta jako narzedzia modelowania wspotza-
leznosci cen kontraktow terminowych na produkty rolne, o niestrukturyzowanej
macierzy korelacji.

W pierwszym podrozdziale zaprezentowano elementarne podstawy teorii
kopul. Kolejny zostat podzielony na dwie czg$ci. Pierwsza z nich zawiera cha-
rakterystyke proby badawczej oraz metodyke dopasowania rozktadow teore-
tycznych do danych empirycznych, wraz z oméwieniem wynikéw dopasowania
rozwazanych rozktadow. Druga natomiast przedstawia metodologi¢ estymacji
parametrow funkcji kopuli oraz procedury testowania. Prezentacja wynikdéw ba-
dan empirycznych dopasowania kopul znajduje si¢ w podrozdziale trzecim. Pod-
sumowanie stanowi przeglad najwazniejszych wnioskéw sformutowanych w to-
ku badania, z uwzglednieniem dywagacji na temat celowosci i kierunkow
przysztych wysitkow badawczych.

1. Elementy teorii kopul

Funkcje kopula, nazywane réwniez funkcjami powiazan, to funkcje, ktore
tacza wielowymiarowa dystrybuant¢ zmiennej losowej z jej jednowymiarowymi
dystrybuantami brzegowymi. Ogolnie mozna powiedzieé¢, ze kopula jest wielo-
wymiarowym rozktadem prawdopodobienstwa okreSlonym na d-wymiarowe;j
kostce [O,l]d, z jednostajnymi rozktadami brzegowymi na odcinku [0, 1].

W podrozdziale tym przypomnimy krétko podstawowe informacje dotyczace
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elementow teorii kopul. Czytelnik zainteresowany szerzej tematem moze znalez¢é
pelen przeglad zastosowan i wiasnosci funkcji kopuli w pracach: Joego [1997] oraz
Nelsena [1999]. Rozpoczniemy od prezentacji definicji kopuli tréjwymiarowe;,
ktora jest przedstawiona nastepujaco:

Definicja 1

Kopula trojwymiarowa nazywamy kazda funkcje C :[0, 1]3 - [0, 1] , ktora

spetnia nast¢pujace warunki:

1. Dla kazdego u,,u,,u, e [O, 1] , mamy: C(ul,uz,u3) =0, jezeli co najmniej
jedna ze wspotrzednych wynosi zero, czyli: v, =0, dla i =1, 2,3.

Inaczej mowimy po prostu, ze funkcja C jest przytwierdzona lub uziemiona.

2. Dla kazdego u,,u,,u, e [O, 1] , mamy: C(u,,1,1)=u, oraz C(1,1,u;) =u;.

3. C jest 3-rosnaca, czyli C-miara na kazdej kostce, ktorej wierzchotki leza

w [0, I]Sjest nieujemna.

Jednym z podstawowych i niezwykle waznych ze wzgledu na analizg za-
leznosci wielowymiarowych twierdzen dotyczacym teorii kopul jest twierdzenie
Sklara [1959]".

Podstawowa konkluzja z twierdzenia Sklara jest fakt, ze nieznany tréjwy-
miarowy, jak i rowniez uogoélniajac, wielowymiarowy, taczny rozktad, moze by¢
przyblizony najlepiej dopasowana funkcja kopula oraz odpowiednimi rozktada-
mi brzegowymi. Przydatne wydaje si¢ rowniez twierdzenie odwrotne, ktore przy
podanym rozktadzie tacznym oraz dystrybuantach rozktadow brzegowych daje jaw-
ny wzor na funkcj¢ kopuli. Nalezy jednak pamigtac, ze twierdzenie odwrotne bedzie
dziata¢ natychmiastowo w przypadku zmiennych losowych ciagltych. W przeciw-
nym razie moze si¢ okaza¢, ze odwrocenie funkcji nie zawsze jest mozliwe.

Wazna wilasnoscia kopul jest ich niezmienniczo$¢ wzgledem $ci§le mono-
tonicznych przeksztatcen. Wtasno$¢ ta oznacza, ze struktura zalezno$ci migdzy
zmiennymi jest ujgta za pomoca kopuli, niezaleznie od rozktadow brzegowych.

W czesci trzeciej artykulu, wykorzystujac metode najwigkszej wiarygodnosci,
bedziemy zajmowa¢ si¢ estymacja parametrow funkcji kopuli, dlatego warto w tym
miejscu wprowadzi¢ pojecie ggstosci kopuli oraz jej reprezentacje kanoniczna.

' W pracy Sklara z 1959 r. oraz w pozniejszym artykule z 1974 r., ktérego autorami sa Schweizer
i Sklar mozna znalez¢é dowody tego twierdzenia, przy czym dowodd zamieszczony w publikacji
z 1974 r. ma nieco mniej skomplikowang posta¢ niz dowdd, ktdry powstat jako pierwszy.
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Definicja 2
Gestos¢ trojwymiarowej kopuli C, o ile istnieje, oznaczamy symbolem c i okre-
Slamy wzorem:

3

c(u"u”%)zw‘ 0
u,0u,Ou,

Definicja 3

Dla ciagtych zmiennych losowych z trojwymiarowa dystrybuanta taczna H jest

zwiazana gesto$¢ rozktadu 4, ktoéra nazywamy reprezentacja kanoniczna H. Da-

na jest ona wzorem:

h(xl,xz,x3)=C(FI (xl),Fz(xz),F;(x3))'f1(x1)-f2(x2)'f3(x3), )

gdzie f,, f,, f, — to gestosci rozktadow brzegowych odpowiednio Fi, F,, F;.

Wprowadzmy teraz definicje kopul, ktore bedziemy stosowaé w naszych
badaniach empirycznych. Podstawowa rodzing kopul stanowia tzw. kopule elip-
tyczne, wsrod ktorych do najczgsciej stosowanych naleza kopule gaussowskie
oraz kopule t-studenta.

Kopula Gaussa
Definicja wielowymiarowej kopuli Gaussa, czy tez ujmujac inaczej kopuli wie-
lowymiarowego rozktadu normalnego jest opisana nastgpujaco:

Cy (“1»-~-a”d):q)1e ((D_I(”l)s“'?q)_l(“d))’ 3)

gdzie @, oznacza dystrybuant¢ wielowymiarowego standaryzowanego rozkta-

du normalnego z macierza korelacji R, natomiast @ to standardowy, jednowy-
miarowy rozktad normalny. Wzor (3) mozna napisa¢ rowniez nast¢pujaco:

O w) 7 (uy)

[ | ——
== )R

Gestos¢ kopuli Gaussa wyraza si¢ wzorem:

cga(ul,...,ud):ﬁexp(_%gT(R—l—])gj, (5)

cs (ul,,,.,ud)z exp(—%xTRlxjdxl...dxd. 4)
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T

gdzie, g:(d)_l (ul),d)_l (uz),..., q)_l(ud)) )

Kopulat-studenta
Definicja wielowymiarowej kopuli t-studenta wyglada nastgpujaco:

Cr, (et ) =1, (lvf1 (), (1t )), (6)

gdzie t,, jest dystrybuanta wielowymiarowa rozkladu t-studenta o v stopniach

swobody, z macierza korelacji R, natomiast 7 oznacza standardowy jednowy-

miarowy rozktad t-studenta o v stopniach swobody.
Wzor (6) definiujacy kopulg t-studenta mozna rowniez przedstawic nastgpujaco:

) G uy) vd _v+d
Cgfv(ul,...,ud)z I .[ F( 2 )d (l+leR_1xj ’ dx,...dx,. (7)
= = T3)y(vr) R[N Y

v+d
1 70 2
. (%) () dﬂ”v” g)
i (1ot ) = [Rr(z) (T (%) I
’ 2 f[ 1+£ 2
J= v

gdzie, ¢, :tv"l(uj).

2. Opis proby badawczej, metodologia badania oraz
procedura testowania

2.1. Opis proby badawczej i metodyka ustalenia najlepszego
rozktadu teoretycznego

Probe badawcza stanowity dzienne notowania kontraktéw terminowych dla
trzech produktow, mianowicie kukurydzy, soi oraz pszenicy, notowanych na
gieldzie towarowej w Chicago. Dobor produktow uwzglednial zarowno znacze-
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nie dla obrotow na rynku terminowym, jak i dostgpno$¢ odpowiednio dtugich
szeregoOw czasowych. Dane pochodzily z lat 1975-2010 i obejmowaly ceng za-
mknigcia kontraktu o najkrétszym terminie wygasnigcia. W ten sposob szereg
notowan mozna uwazac za cen¢ terminowa o najkrétszym mozliwym terminie
realizacji. Dane empiryczne zostaly sprawdzone pod wzgledem ewentualnych
nieciaglosci 1 bledoéw. Nie stosowano zadnych metod korygowania lub uzupet-
niania danych empirycznych, aby zminimalizowa¢ wptyw arbitralnych ingeren-
cji na otrzymywane wyniki. Pojedynczy szereg danych liczyl przecigtnie ponad
dziesigc tysigcy obserwacji.

Szeregi cen instrumentdéw finansowych naleza najczgsciej do grupy proce-
sOw niestacjonarnych, ktorych stopien integracji nie przekracza jednak jednosci.
Zazwyczaj tez wystgpuje autokorelacja, cho¢ szybko zanikajaca dla wyzszych
opoOznien [zob. Brzeszczynski i Kelm 2002; Weron 1 Weron 1999]. Aby wyeli-
minowa¢ zaréwno niestacjonarnos¢, jak i mozliwa autokorelacj¢ badanych sze-
regow, wykorzystano model ARIMA [zob. Box i Jenkins 1983], ktory jest od-
powiedni dla szeregéw o pewnym skonczonym i catkowitym stopniu integracji d
oraz strukturze zaleznosci zawierajacej obok parametrow autoregresyjnych rowniez
parametry $redniej ruchomej bledow. Ogolnie posta¢ ARIMA wyraza si¢ wzorem:

(1 Z¢L’]l L)’ (1 ZHL’j )

gdzie L oznacza operator opoznienia.

Estymacje modelu ARIMA powinno poprzedza¢ wyznaczenie stopnia inte-
gracji szeregu d oraz identyfikacja wlasciwej postaci modelu, tzn. okreslenie
liczby parametréw autoregresyjnych (p) i $redniej ruchomej (¢)_ Dla zbadania

stopnia integracji szeregow cen rozwazanych produktéw rolnych wykorzystano
uogolniony test DF [zob. Charemza i Deadman 1997; Dickey i Fuller 1979,
1981]. Liczba opoznien w tescie zostata dobrana w sposéb empiryczny, tzn. te-
stowanie rozpoczgto dla maksymalnego opoznienia, a nastgpnie w kolejnej run-
dzie testu opdznienie zmniejszano o jeden, az do odrzucenia hipotezy zerowej
o istnieniu pierwiastka jednostkowego. Testowanie pozwolilo na ustalenie stop-
nia integracji szeregdéw cen produktow rolnych na d =1. Wybér konkretnej pa-
rametryzacji modelu przebiegal dwuetapowo. Oglad przebiegu funkcji autokore-
lacji 1 funkcji autokorelacji czastkowej dostarczyt ogdlnych wskazéwek co do
liczby parametréw autoregresyjnych i $redniej ruchomej [zob. Gurgul i Majdosz
2003]. Ostatecznym sprawdzianem byta wartos¢ kryterium informacyjnego AIC.
Estymacj¢ modelu ARIMA przeprowadzono metoda najwigkszej wiarygodnosci,
zbadano statystyczna istotno$¢ parametréOw oraz wyznaczono szeregi reszt, ktore
poshuzyly za podstawg dalszego badania. Czytelnik zainteresowany przegladem
wynikow estymacji dla poszczegdlnych modeli znajdzie go w pracy Malik [2011].
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W celu jak najlepszego scharakteryzowania statycznych wlasnosci rozkladu
cen produktow rolnych na rynku terminowym zbadano ich zgodno$¢ z roznymi
rozktadami teoretycznymi. Wybrano najpopularniejsze rozktady, ktorych przy-
datnos$¢ do opisu procesu cen znajduje potwierdzenie w literaturze przedmiotu
[zob. Suder et al. 2004; Aparicio i Estrada 2001], a mianowicie: rozktad logi-
styczny, skalowany rozktad t-studenta, rozktad potgegowo-wyktadniczy, rozktad
hiperboliczny, mieszanka rozktadow normalnych, rozktad normalny odwrotny
gaussowski oraz rozkltad a-stabilny. W celu dopasowania rozktadow teoretycz-
nych w wigkszosci przypadkoéw wykorzystano metodg najwigkszej wiarygodnosci.
Wyjatek stanowila mieszanka rozktadow normalnych, gdzie ze wzgledu na pro-
blem nieokreslono$ci parametru prawdopodobienstwa dla zwyczajnej metody
najwigkszej wiarygodno$ci, wykorzystano maksymalizacje wartosci oczekiwa-
nej. Ze wzgledu na ograniczona obszerno$¢ niniejszego artykulu nie prezentu-
jemy wynikow estymacji parametrow rozktadéw dla rozwazanych szeregow da-
nych, ani wynikow testowania dobroci dopasowania, przeprowadzonych za
pomoca trzech testow najczesciej rekomendowanych w literaturze [zob. Weron
i Weron 1999], a mianowicie testu j~, testu Kolmogorowa i testu Andersona-

-Darlinga. Czytelnik zainteresowany wynikami znajdzie peten ich przeglad
w pracy Malik [2011].

Sposrdéd siedmiu rozwazanych rozktadow teoretycznych najlepiej do opisu
rozktadu cen produktow rolnych notowanych na gietdzie towarowej w Chicago
nadaja si¢ rozktady, ktore sa w stanie modelowa¢ zjawisko grubych ogonow,
wtym w szczegolnosci skalowany rozklad t-studenta oraz rodzina rozkladow
a-stabilnych. Wniosek taki sugeruja wyniki testowania dobroci dopasowania na
podstawie trzech wspomnianych powyzej testow, dla ktorych warto$ci krytyczne
otrzymano metodami symulacyjnymi [Malik 2011].

2.2. Metodologia estymacji parametréw funkcji kopuli i procedury testowania

Jedna z podstawowych i zarazem najpopularniejsza metoda estymacji pa-
rametrow jest metoda najwigkszej wiarygodnosci. Teoria kopul pokazuje, ze
kazda wielowymiarowa laczna dystrybuant¢ zmiennej losowej mozemy rozdzie-
li¢ na jednowymiarowe dystrybuanty brzegowe i funkcje¢ kopula, ktora opisuje
zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi. Niech X = (X X X, d) bedzie wektorem
zmiennych losowych, gdzie X, posiada jednowymiarowa funkcjg dystrybuanty
F. z parametrem «;, oznaczang Fl.(xl.;al.) i odpowiadajaca jej ggstos¢

f (xl.;al.). Parametry odpowiedzialne za rozktady brzegowe oznaczmy przez
A
6, = (alr,...,adr) , hatomiast parametry zwiazane z kopula przez @, i niech

0= (6’1T 0] )T . Rozwazmy model postaci:
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F(Xp30nx,30) = C(F (x300))..0r F (xd;ad);é’z), (10)

gdzie C jest kopulg z wektorem parametrow @,, przy czym pomigdzy parame-
trami 6,60, nie wystepuja zadne wiazace je ograniczenia. Dla danych rozkta-

déw brzegowych mozna sformutowaé rézne wielowymiarowe dystrybuanty wy-
korzystujac rézne funkcje kopuli. Zaktadajac, ze kopula C ma ggsto$¢ ¢, dla
zadanej probki x, :(x xtz,...,xtd), gdzie t=1,...,T logarytmiczna funkcje

t1°
wiarygodnos$ci modelu (10) mozna, wykorzystujac zalezno$¢ (2) , zapisa¢ za

pomoca wzoru ponizej, dekomponujac ja na dwie sktadowe:

T T d
1(0)=Zln c(F1 (xtl;al),...,Fd (xtd;ad);92)+221nfj (xtj;aj). (11)
t=1 -

=1 j=1

Estymacja metoda najwigkszej wiarygodnosci zaktada maksymalizacje logaryt-
mu funkcji wiarygodno$ci w odniesieniu do wszystkich parametrow jednocze-
$nie. W praktyce jednak, ze wzgledu na skomplikowana posta¢ funkcji wiary-
godnosci, co w konsekwencji wplywa na nadmierna ztozono$¢ obliczeniowa,
trudno jest osiagnac ten cel. Po za tym, estymujac jednoczesnie wszystkie para-
metry nie wykorzystalibysmy zasadniczej wtasno$ci teorii kopul, a mianowicie
mozliwosci rozdzielenia wielowymiarowej dystrybuanty na rozktady brzegowe
i funkcje kopula. Z tych wtasnie powodow wprowadzono dwustopniowa metode
najwigkszej wiarygodnosci. Metoda ta jest nazywana metoda funkcji wniosko-
wania dla rozktadéw brzegowych, w skrocie IFM (ang. the method of Inference
Functions for Margins), a zaproponowano ja w pracach Joego i Xu w 1996 r.
oraz Joego w 1997 r. Procedura przebiega dwuetapowo. W pierwszym kroku za
pomoca metody najwigkszej wiarygodnosci sa wyestymowane parametry roz-
ktadow brzegowych. W tym celu maksymalizujemy funkcje:

L(a) =Yg (via) j=hd (12
t=1

W kroku drugim z kolei, wykorzystujac juz wyestymowane parametry é1 , prze-

prowadzamy estymacj¢ parametréw kopuli jako:

A T N A
0, = ArgMalen C(F1 (xtl;al)an"Fd (xzd;ad);HZ)- (13)

0, t=1
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Patton w swojej pracy [2006] wykazat, ze pod pewnymi warunkami regu-
larnosci metoda IFM daje zgodne i asymptotycznie normalne estymatory. Nale-
zy jednak pamigtacé, ze istnieje pewna strata efektywnos$ci estymacji, poniewaz
krok pierwszy nie bierze pod uwage zaleznosci migdzy rozktadami brzegowymi.

Aby sprawdzi¢ czy struktura zalezno$ci wyestymowanego modelu kopuli
jest odpowiednio dopasowana zastosujemy testy zgodno$ci. W literaturze mozna
znalez¢ kilka propozycji dotyczacych testow zgodnosci dla modeli kopuli. W ni-
niejszym artykule test dobroci dopasowania kopuli do danych empirycznych
opiera si¢ na statystyce Cramer-Mises zdefiniowanej w pracy Genesta i in.
[2009], dla ktorej wartosci krytyczne zostaly wyznaczone za pomoca boostrapu
parametrycznego [zob. tez Kojadinovic i Yan 2011; Kojadinovic et al. 2011; Ni-
koloulopoulos i1 Karlis 2008].

3. Wyniki empiryczne dopasowania kopul

Kopule eliptyczne, do ktorych nalezg zaréwno kopula Gaussa, jak i kopula
t-studenta posiadaja macierze korelacji, wywiedzione jako konsekwencja roz-
ktadu eliptycznego, przy czym kopula t-studenta ma jeszcze dodatkowy para-
metr odpowiedzialny za liczbg stopni swobody. Jak wynika z teorii zawartej
w podrozdziale 1, kopule s niezmiennicze wzgledem $cisle monotonicznych
przeksztatcen rozktadow brzegowych, dlatego strukture zaleznosci migdzy réz-
nymi obserwacjami empirycznymi mozemy okresli¢ za pomoca macierzy kore-
lacji. Wprowadzone do powszechnego stosowania struktury zaleznosci to mig-
dzy innymi struktura wymienna, gdzie wszystkie wspotczynniki korelacji sa
sobie rowne oraz macierz niestrukturyzowana o wszystkich parametrach roz-
nych [zob. Yan 2007]. Odpowiednie macierze korelacji w przypadku wymiaru
rownego 3 dane sg za pomocg WZorow:

I pp L p p
ex=|p 1 pj, un=|p 1 py| (14)
p p 1 P py 1

gdzie, p oraz P J=12,3 oznaczaja wspolczynniki korelacji. Pierwsza ma-

cierz (ex) zaklada, ze wszystkie wspotczynniki korelacji sa jednakowe, podczas
gdy druga (un) dopuszcza r6zne wspotczynniki dla kazdej pary zmiennych. Ma-
cierze korelacji (14) pozwalaja zbada¢ zaleznoSci, jakie moga wystgpowac po-
migdzy trzema badanymi produktami rolnymi notowanymi na gietdzie towaro-
wej w Chicago, mianowicie: kukurydza, soja i pszenica. W przypadku macierzy
ex wyestymowane wspolczynniki korelacji sa takie same, co mozemy zinterpre-
towac¢ nie tylko jako dowdd silnej Iub stabej zalezno$ci pomiedzy cenami kazdej
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z par produktow, lecz takze jako przejaw wysokiego stopnia jednorodno$ci gru-
py produktéow rolnych pod wzgledem struktury wewngtrznych zaleznosci.
W macierzy un wspotczynniki korelacji sa z kolei rézne, co oznacza, ze mimo
przynaleznos$ci do tej samej kategorii produktow rolnych, kazda para produktow
powinna by¢ rozpatrywana oddzielnie z punktu widzenia jej struktury zaleznosci.

Whioski otrzymane na podstawie badania dobroci dopasowania réznych
rozktadow teoretycznych do szeregu przefiltrowanych cen produktéw rolnych
dowodza, ze rozklady, ktore najlepiej nadaja si¢ do opisu to skalowany rozklad
t-studenta (dla kukurydzy) oraz rodzina rozktadéw a-stabilnych (dla soi i pszenicy).
Uzycie dystrybuant odpowiednich rozkladéw z parametrami wyestymowanymi
na podstawie danych empirycznych daje zatem wystarczajaca podstaweg do
twierdzenia, ze przetransformowany za pomoca dystrybuanty szereg ma rozktad
jednostajny. Na podstawie skonstruowanych w ten sposob szeregdw danych
przeprowadzono nastgpnie estymacj¢ parametrow rozwazanych kopuli (drugi
etap estymacji). Wyniki zostaty zebrane w tabeli 1.

Tabela 1

Wyniki estymacji parametréw kopuli

kukurydza—soja kukurydza — soja— pszenica
P P pszenica o, Ps
Kopula 0,5025 0,6005 0,4926 0,4077
Gaussa (4,453E-03) (5,060E-03) (5,915E-03) (7,248E-03)
Kopula 0,5078 0,6107 0,4966 0,4100
t-studenta (2,139E-04) (1,579E-04) (1,562E-04) (8,188E-05)

* ‘W nawiasach okraglych podano wartosci btedow estymacji odpowiednich parametrow.

Kolejnym etapem badania byto sprawdzenie, czy struktura zalezno$ci opi-
sana za pomocg wyestymowanych kopuli jest dostatecznym przyblizeniem rze-
czywistosci i nadaje si¢ do modelowania danych empirycznych. W tym celu za-
stosowano test dobroci dopasowania, opierajacy si¢ na statystyce Cramer-Mises,
dla ktorej wartos$ci krytyczne zostaty wyznaczone za pomoca boostrapu parame-
trycznego. Wyniki testowania dobroci dopasowania znajduja si¢ w tabeli 2.

Tabela 2

Wyniki testowania dobroci dopasowania kopul

Kopula Macierz Statystyka Cramer-Mises
ex 0,4759%%*%*
Kopula Gaussa un 022205
ex 0,3012%%*
Kopulat-studenta un 0.1212

* — istotno$¢ na poziomie 10%, ** — istotno$¢ na poziomie 5%, *** — istotno$¢ na poziomie 1%.
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Obraz wylaniajacy si¢ z wynikéw testow dobroci dopasowania wskazuje
jednoznacznie na odrzucenie kopuli normalnej jako przydatnej do opisu zalezno-
$ci migdzy badanymi produktami rolnymi zaréwno dla macierzy wskazujacej na
jednakowe wspotczynniki korelacji, jak i dla macierzy o réznych wspoétczynni-
kach korelacji. W przypadku kopuli #-studenta wskazania testéw dobroci dopa-
sowania sg rozne dla hipotezy o rownych wszystkich wspotczynnikach korelacji
(macierz ex) oraz hipotezy zaktadajacej r6zne wspodtczynniki korelacji dla kazde;j
pary badanych produktéw rolnych (macierz un). O ile bowiem w pierwszym
przypadku statystyka testowa jest istotna na wysokim (1%) poziomie istotnosci,
w drugim — brak podstaw do odrzucenia hipotezy na zwyczajowo przyjmowa-
nym poziomie istotno$ci (statystyka testowa pozostaje nieistotna nawet dla 10%
poziomu istotnoséci). Otrzymane wyniki empiryczne wskazuja zatem jedno-
znacznie na kopule #-studenta jako wtasciwa do opisu wspotzaleznos$ci cen pro-
duktéw rolnych. Kazda para produktow powinna jednak by¢ rozpatrywana od-
dzielnie, co wyraza niestrukturyzowana macierz korelacji.

Podsumowanie

W artykule tym autorzy zbadali zalezno$ci, jakie moga wystepowaé pomig-
dzy produktami rolnymi notowanymi na gietdzie towarowej w Chicago. Probe
badawcza stanowily trzy podstawowe produkty, a mianowicie: kukurydza, soja
oraz pszenica. Okreslenie struktury zalezno$ci ma istotne znaczenie w zarzadza-
niu instrumentami finansowymi, a btgdna interpretacja sity powiazan moze pro-
wadzi¢ do niewlasciwych decyzji inwestycyjnych. Wyniki empiryczne dostar-
czyly przekonujacych dowoddéw, ze kopula t-studenta zdecydowanie lepiej
modeluje zalezno$ci pomigdzy badanymi produktami rolnymi niz kopula Gaus-
sa. Wyestymowane wspotczynniki korelacji okazaly si¢ natomiast rézne dla
kazdej pary zmiennych, co moze sugerowac znaczne zrdznicowanie wiasnosci
cen poszczegolnych produktow rolnych migdzy soba.

Niniejsze badanie jest pierwszym zamiarem autor6w w powyzszym obsza-
rze. Jako takie nie stanowi ono kompleksowego ujecia badanego problemu, lecz
raczej pierwszy krok na drodze wiodacej ku temu celowi. Prezentowane wyniki
nalezy zatem ocenia¢ przez pryzmat ograniczen przyjgtego podejscia. Autorzy
sa ich w pelni $wiadomi i maja nadziej¢ na kontynuowanie badan w powyzszym
zakresie w przysztosci, w celu wyeliminowania przynajmniej niektorych z nich.
Wysitek badawczy powinien si¢ skoncentrowaé w szczego6lnosci na dwoch ob-
szarach. Pierwszym z nich jest petniejsze zweryfikowanie zalozen dotyczacych
rozktadow brzegowych modelowanych kopuli. Wydaje si¢ celowe rozwazenie
alternatywnych modeli cen, w tym modeli klasy GARCH i ARIMA-GARCH
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oraz poglebione testowanie hipotezy przetransformowanych szeregow reszt.
Drugim obszarem, w ktorym autorzy dostrzegaja mozliwo$¢ ulepszen jest dobor
wyjsciowego zbioru funkcji kopuli do przetestowania. Oprocz kopuli normalne;j
oraz t-studenta, warto rowniez uwzgledni¢ kopule, ktére dopuszczaja asyme-
tryczna relacje w ogonach rozktadu.
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COPULA-BASED MODELING THE CORRELATIONS BETWEEN
COMMODITY FUTURES PRICES QUOTED ON THE CME

Summary

The goal of this article was to investigate the correlations between futures prices of
commodities quoted on the CME. The sample includes corn, soybeans and wheat. Using
ARIMA model for which best parameterization was identified based upon the AIC valu-
e, the raw time series of the prices for the contract with the shortest time left to expira-
tion were subject to the process of removing a stochastic trend as well as autocorrelation.
The transformed time series were then used as an input in fitting various theoretical di-
stributions whose practical importance in describing the process of prices had been
proven in the literature. The unknown parameters were estimated by means of the ML.
Three different tests, namely %, Kolomogorov and AD, were employed in order to inve-
stigate/verify the goodness-of-fit of these distributions. Finally, the parameters of normal
as well as t copulas were estimated by means of the two-step ML method, with different
hypotheses concerning the form of a correlation matrix. The goodness-of-fit test based
on Cramer-Mises statistic was used to choose between the alternative copulas, with the
critical values being obtained via non-parametric boostrap.



