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METODY APROKSYMACJI INDEKSU
OGONA ROZKLADOW ALFA-STABILNYCH
NA PRZYKLADZIE GPW W WARSZAWIE

Wprowadzenie

Procesy i zjawiska ekonomiczne obserwowane na przestrzeni ostatnich kil-
kunastu lat charakteryzuja si¢ wysokim poziomem nieprzewidywalnosci. Go-
spodarki wielu krajéw zmagaja si¢ ze wspolnym problemem narastajacej nie-
pewnosci, a co za tym idzie — szeroko rozumianego ryzyka. Klasyczne modele
statystyczno-ekonometryczne ttumaczace zjawiska gospodarcze, a zarazem sta-
nowiace metodologiczne zabezpieczenie przed rosnacym ryzykiem (aspekt pro-
gnostyczny modelu), staja si¢ w coraz mniejszym stopniu uzyteczne. W zwiazku
z tym $rodowiska naukowe na calym $wiecie staraja si¢ wypracowac takie me-
tody ilosciowe, ktore w sposob rzetelny i trafny modelowalyby rzeczywisto$¢
gospodarcza.

Rynek finansowy stanowi jeden z najbardziej dynamicznie rozwijajacych
si¢ segmentow gospodarki. Biorac pod uwage ten wtasnie rynek nalezy zwroci¢
szczegblna uwage na wilasnosci, jakimi charakteryzuja si¢ finansowe szeregi
czasowe. Podejscie to jest niezwykle istotne z punktu widzenia inwestora, gdyz
dobor odpowiedniego modelu moze znaczaco wplywaé na poziom ryzyka, a tym
samym uptywaé na podejmowane decyzje inwestycyjne. Jak wykazano juz
w drugiej potowie XX w. empiryczne szeregi czasowe obserwowane na rynku
finansowym cechuja si¢ istotnie wysokim poziomem zmiennosci, wystgpowa-
niem skupisk danych, heteroskedastyczno$cia wariancji, leptokurtoza lub tez po-
siadaja wlasnos¢ wystgpowania grubych ogondéw ich empirycznych rozktadow
[Mandelbrot, 1963; Fama, 1965]. Klasycznie przyjmowane zalozenie
o normalnos$ci rozktadu stopy zwrotu okazuje si¢ nie by¢ stosownym podejsciem
przy konstrukcji optymalnych portfeli inwestycyjnych. Ominigcie w analizach
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wspomnianych wlasnos$ci moze negatywnie wptywac na optymalna alokacjg ka-
pitatu, a tym samym na efektywno$¢ inwestycji. W zwiazku z tym zapropono-
wano nowa klas¢ rozktadow prawdopodobienstwa, ktore w sposob bardziej do-
ktadny aproksymuja rozklady empiryczne, a mianowicie rozktady stabilne.
Rozklady klasyfikowane jako stabilne cechuja si¢ pewnym parametrem ksztattu,
za pomoca ktérego mozliwe jest modelowanie asymetrii oraz grubosci ogona
rozktadu. Dlatego tez sa one uzytecznym narzedziem teoretycznym wykorzy-
stywanym w wielu dziedzinach nauki.

1. Metodologia

Rozktady alfa-stabilne najczesciej sa opisywane za pomoca funkcji charak-
terystycznej. Tym samym, zmienna losowa X posiada rozktad alfa-stabilny wte-

d
dy i tylko wtedy, gdy X=yZ+0, y> 0, & € R oraz Z jest zmienng losowa
okreslona funkcja charakterystyczna postaci:

exp{— |t|a {1 —if sgn(t)tan %}}, a#1
exp{— |t|[l + iﬂzsgn(t)lnkq}, a=1
V4

os(t)=E| explitZ | = . ()

l<t>0
gdzie0 < a<2,-1< <1 oraz sgn(t)z 0<1=0.
-11t<0

Aby w pehi opisac rozktad alfa-stabilny, sa wykorzystywane cztery parametry,
z ktérych najwazniejsza role, okreslajac tym samym cata klas¢ rozktadow, od-
grywa parametr ksztattu' ¢. Determinuje on grubo$¢ ogona rozktadu zmiennej
losowej i przyjmuje wartosci z przedziatu 0 < a < 2. Pozostate parametry odpo-
wiedzialne za ksztatt krzywej gestosci to indeks skosnosci f € (—1;1), parametr
skali > 0 oraz parametr potozenia J € ‘R.

Przedmiotem niniejszego artykutu jest prezentacja wybranych metod sza-
cowania indeksu ogona rozkladow alfa-stabilnych. W literaturze przedmiotu
najpopularniejszymi sa:

' Okreslany takze jako indeks ogona, wyktadnik charakterystyczny, indeks stabilnosci [przyp.
autora].
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— metoda szacowania indeksu ogona® (MIO, ang. Tail Exponent Estimation),

— Metoda Kwantyli (MK, ang. Quantile Method Estimation),

— Metoda Najwickszej Wiarygodnosci (MNW, ang. Maximum Likelihood Method).
W literaturze sa takze wykorzystywane Metoda Momentow oraz metoda

aproksymacji funkcji ggstosci rozktadu alfa-stabilnego za pomoca transformacji

Fouriera funkcji charakterystycznej, jednakze jej stosowanie, podobnie jak wy-

korzystanie Metody Najwigkszej Wiarygodnosci, dostarcza wielu trudnosci nu-

merycznych.

1.1. Metoda szacowania indeksu ogona (MIO)

Z uwagi na zalozenie stabilno$ci rozkladu, najwazniejszym parametrem
modeli alfa-stabilnych jest parametr a. Najprostsza i zarazem bezposrednia me-
toda szacowania jego wartosci jest, wspomniana powyzej, metoda indeksu ogo-
na. Polega ona na graficznym wyznaczeniu prawego ogona empirycznej dystry-
buanty rozktadu w skali podwojnie logarytmicznej, a nast¢pnie na oszacowaniu
(za pomocag analizy regresji liniowej) wartosci wspolczynnika kierunkowego dla
odpowiednio duzych warto$ci zmiennej losowej. Warto§¢ wspotczynnika kie-
runkowego jest oszacowaniem indeksu ogona rozktadu alfa-stabilnego, przy
czym zachodzi zalezno$¢, iz warto$¢ v rowna jest warto§ci wspotczynnika kie-
runkowego wspomnianej linii regresji, podanego z przeciwnym znakiem’. Me-
toda ta posiada jednak istotna wadeg — jest wrazliwa na rozmiar proby. Wraz ze
wzrostem liczby obserwacji, warto$ci szacowanego wspotczynnika kierunkowe-
go daza do nieznanej rzeczywistej wartosci indeksu ogona. Oszacowanie prowa-
dzi si¢ dla odpowiednio duzych (prawy ogon) lub odpowiednio matych (lewy
ogon) warto$ci analizowanej zmiennej [Borak, Hardle, Weron, 2005].

Inna metoda zostata zaproponowana przez M.B. Hilla [1975]. Jesli prawy
ogon rozktadu podlega prawu Pareto, wtedy estymator Hilla parametru « po-
zwala zmierzy¢ jego grubo$¢. Zakladajac skonczona n-elementowa probe
X1,Xa,...,X,, estymator Hilla parametru « jest dany wzorem:

. 1
Cn =7 % ; 2)

Z ln(X n+l=jin )_ ln(X n—kn )

Jj=1

1
k

2 Wykorzystujaca estymator Hilla.
3> Warto$¢ indeksu stabilnosci jest rowna wartosci wspodtczynnika kierunkowego przemnozonej
przez (-1) [przyp. autora].
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gdzie X, oznacza j-ta wartoS¢ X w uporzadkowanej n-elementowej probie
X1,Xa,...,X,, natomiast k jest pewna dodatnig stata, okreslajaca punkt startowy
szacowania parametru ogona [Rachev, Mittnik, 2000]. Btad standardowy esty-
macji jest okreslony nastepujaco:

. ko,
= , k>2. 3
sles) e ke G)

Glowna wada tej metody jest przeszacowywanie indeksu stabilno$ci (jesli para-
metr alfa zmierza do warto$ci 2 oraz proba nie jest dostatecznie duza).

1.2. Metoda Kwantyli (MK)

Kolejna z metod wyznaczania parametru zostala zaproponowana przez
J.H. McCullocha w 1986 r. [1986, 1109-1136]. Wykazat on, iz parametry roz-
ktadow alfa-stabilnych moga zosta¢ oszacowane w sposob jednoznaczny na
podstawie pigciu, okreslonych uprzednio, kwantyli z préby oraz przy wykorzy-
staniu specjalnych tablic pomocniczych, powiazanych z parametrami « oraz f,
przy sztywnym zatoZeniu, ze a > 0,6. Oznaczajac przez x, kwantyl rzedu p
zmiennej losowej X, nalezy wyznaczy¢ nastgpujace statystyki:

. (Tt T W

X(0,75) 7 X(0,25)

v, = X(095) + X(0.05) = 2X(05) )
X(0,95) ~ %(0,05)

Zardwno v,, jak 1 v sa niezalezne od warto$ci parametrow polozenia J oraz skali
7. Odpowiednie estymatory z proby dla powyzszych statystyk oznaczono jako

V; oraz V;. Z racji tego, ze v, 1 v s funkcjami parametrow o oraz f [McCul-
loch, 1986, s. 1114-11171, 4. v, = 4z, B). a takze v, = ¢, (@, B), dodatkowo

wyznaczono zaleznos¢ odwrotna:
a=p(v,.vy), (6)
= plvesvy). 7)

Odpowiednikami powyzszych statystyk, oszacowangmi na podstawie proby, sa

odpowiednio & "= () VZ,V; oraz ﬂ* =, (VZ,V; . Wykorzystujac interpola-
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cj¢ liniowa pomigdzy odpowiednimi wartosciami przedstawionymi w specjal-
nych tablicach zaproponowanych przez McCullocha uzyskuje si¢ estymatory
rzeczywistych parametréw « oraz f. Parametry potozenia ¢ oraz skali y wyzna-
cza si¢ w podobny sposob, wykorzystujac wspomniane tablice interpolacyjne.
Szczegoly opis procedury szacowania wszystkich czterech parametrow rozkta-
doéw alfa-stabilnych Metoda Kwantyli mozna znalez¢é we wspomnianej pracy
McCullocha.

1.3. Metoda Najwiekszej Wiarygodnosci (MNW)

Szacowanie parametréw rozkladow alfa-stabilnych Metoda Najwigkszej
Wiarygodnosci nie rozni si¢ istotnie od szacowania parametrow ta metoda dla
rozktadow innych klas. Majac dany wektor obserwacji x = {x,x,,...,X,}, to 0sza-
cowania wektora parametrow 6 = {a,[f,7,0} rozkladu alfa-stabilnego metoda
MNW uzyskuje si¢ poprzez maksymalizacje logarytmu funkcji wiarygodnos$ci
postact:

L,(x)= ilog fi(x,,0), (8)
i=1

gdzie f ; jest funkcja gestosci rozktadu alfa-stabilnego (nieznana, konieczna do

oszacowania numerycznie).

Metody MNW opisywane w literaturze roznia si¢ przede wszystkim wybo-
rem odpowiedniego algorytmu aproksymujacego nieznany wektor parametrow
rozktadu. Niemniej jednak wszystkie metody MNW posiadaja jedna, wspdlna
ceche — przy wprowadzeniu pewnych szczegdtowych zatozen oszacowania
MNW posiadaja asymptotycznie rozktad normalny z wariancja okre§lona macie-
rza informacji Fishera. Ze wzgledu na skomplikowane procedury numeryczne
stosowanie klasycznej metody MNW, mimo doktadno$ci wynikow, nie jest bar-
dzo popularne w srodowisku naukowcow i badaczy. Obecnie znacznie czesciej,
ze wzgledu na szybki rozwdj narzedzi informatycznych oraz skrocenie czasu po-
trzebnego na prowadzenie obliczen, popularnymi staja si¢ modyfikacje metod
szacowania parametréw w obrgbie MNW. Popularnym jest podejscie oparte na
transformacji Fouriera (Fast Fourier Transform — FFT) lub tez wykorzystywanie
bezposrednich metod rachunku catkowego. Obie metody sa poréwnywalne
w sensie efektywnosci uzyskanych estymatoréw, a ewentualne réznice w ich
wartos$ciach wynikaja ze sposobu szacowania funkcji gestosci rozktadu prawdo-
podobienstwa alfa-stabilnej zmiennej losowe;j.
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2. Analiza empiryczna

Analizy poréwnawczej opisanych metod szacowania indeksu ogona rozkta-
dow alfa-stabilnych dokonano wykorzystujac wybrane spotki Gietdy Papierow
Warto$ciowych w Warszawie. Badanie prowadzono na podstawie notowan
APATOR, SWIG80, MOSTALZAB oraz WIGTELKOM w okresie 03.01.2000-
-30.06.2011. Za kryterium wyboru analizowanych spoétek przyjeto graficzna
oceng niezgodnosci rozkladéw empirycznych z rozktadem normalnym (wybrano
spotki o najwigkszej rozbieznosci na podstawie wykresu kwantyl-kwantyl). Wy-
niki dopasowania przedstawiono na wykresach ponizej:

Wykres 1
Wykres kwantyl-kwantyl dla zmiennych APATOR oraz SWIG80
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Wykres kwantyl-kwantyl dla zmiennych MISTALZAB oraz WIGTELKOM
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Zgodnos¢ z rozktadem weryfikowano za pomoca nastgpujacych testow sta-
tystycznych:
— testu Kolmogorowa-Smirnowa (K-S),
— testu Shapiro-Wilka (S-W),
— testu Lillieforsa,
— testu Jarque’a-Bera (J-B).
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We wszystkich powyzszych testach weryfikowano hipotezg zerowa, glosza-
ca, 1z empiryczny rozklad prawdopodobienstwa jest zgodny z rozktadem nor-
malnym. Wyniki przedstawia tab. 1.

Tabela 1
Testy zgodnosci z rozktadem normalnym
Statystyka testujaca / Spotka APATOR MOSTALZAB SWIGS80 WIGTELKOM
Statystyka K-S 0,10434 0,10630 0,07045 0,04331
p-value 0,00000 0,00000 0,00000 0,00004
Statystyka A-D 81,01910 57,45690 31,86590 12,69920
p-value 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
Statystyka C-VM 15,48600 10,41130 5,26160 2,10295
p-value 0,00000 0,00000 0,00000 0,00001
Statystyka Kuipera 0,20834 0,18984 0,12326 0,08541
p-value 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
Statystyka U Watsona 15,46090 10,30770 5,05707 2,10240
p-value 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

W przypadku wszystkich czterech walorow odrzucono hipoteze o normal-
nos$ci empirycznego rozktadu juz na poziomie 0,01. W zwiazku z tym nalezy od-
rzuci¢ klasyczne wnioskowanie na podstawie modelu Gaussa.

Biorac pod uwage wyniki testowania zgodnosci empirycznych rozktadow
stop zwrotu z rozkladem normalnym zaproponowano probg dopasowania roz-
ktadow alfa-stabilnych. Weryfikacje zgodnosci przeprowadzono na podstawie

oceny graficznej (wykresy 3-4).
Wykres 3

Wykres kwantyl-kwantyl dla zmiennych APATOR oraz SWIG80

APATOR stabilny SWIGS0 stabilny
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Wykres 4
Wykres kwantyl-kwantyl dla zmiennych MISTALZAB oraz WIGTELKOM

MOSTALZAB stabilny
T

WIGTELKOM stabilny
T T T

0.10

) J‘ﬁ;:"

005 005 |

0.00
000

005

005 -

010 L . . . . . , , . . .
005 000 005 006 004 00 000 00 004 006

Graficzna ocena jednoznacznie potwierdza wysoka jako$¢ dopasowania teore-
tycznych rozkladéw alfa-stabilnych do danych empirycznych. Koniecznos¢ za-
stosowania innej klasy rozktadéw niz z rodziny normalnych wynika przede
wszystkim z faktu wystgpowania w empirycznych rozktadach obserwacji istot-
nie oddalonych od warto$ci oczekiwanej oraz istotnej statystycznie koncentracji
wartosci stopy zwrotu wokot wartosci $redniej (leptokurtoza).

Wykorzystujac metodologi¢ przedstawiona w podpunktach 1.1-1.3 oszaco-
wano nastgpnie warto$ci indeksu ogona dla badanych spotek. W przypadku me-
tody MIO wykorzystano estymator Hilla prawego ogona rozktadu. Wyniki
przedstawiono w tab. 2.

Tabela 2
Oszacowania indeksu ogona rozktadu alfa-stabilnego
Spotka / Metoda estymacji MNW MK MIO (Hill)
APATOR 1,38371 1,32848 1,57450
MOSTALZAB 1,51655 1,41997 1,58588
SWIG80 1,65783 1,54990 1,99162
WIGTELKOM 1,76116 1,61822 1,97559

Jak wynika z przedstawionych obliczen wartosci indeksu stabilnosci roézni-
cuja sie¢ w zalezno$ci od przyjetej metody estymacji. Najwigksze warto$ci para-
metru « uzyskano w przypadku szacowania metoda MIO wykorzystujac estyma-
tor Hilla. Najnizsze natomiast przy wykorzystaniu metody MK. Oszacowana
warto$¢ indeksu ogona jest niezwykle istotna z punktu widzenia szacowania
prawdopodobienstwa wystapienia realizacji stopy zwrotu na poziomie znacznie
oddalonym od centralnej czeséci rozktadu. Najwieksze zréznicowanie uzyskano
w przypadku zmiennych SWIG80 oraz WIGTELKOM®*. Réznice w szacunkach

4 Ocena poziomu indeksu ogona jest niezalezna od postaci zmiennej (indeks, pojedyncza spotka) —
[przyp. autora].
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parametru « dla tych walorow wynosza w przyblizeniu odpowiednio 0,44 oraz
0,36. Biorac pod uwagg oszacowania parametru stabilnosci dla indeksu SWIGS0
oraz przyjmujac dowolny punkt progowy w prawym ogonie rozktadu, wykaza-
no, ze w przypadku metody MIO prawdopodobienstwo przekroczenia tego pro-
gu bedzie znacznie mniejsze niz w przypadku metod MK oraz MNW.

Podsumowanie

Gléwnym celem badania byta prezentacja wybranych metod szacowania
indeksu ogona rozktadu alfa-stabilnego, dopasowanego do empirycznych roz-
ktadow dziennych logarytmicznych stop zwrotu wybranych waloréw Gieldy Pa-
pierow Warto§ciowych w Warszawie. Analiza wykazata konieczno$¢ odrzucenia
hipotezy o normalnosci empirycznych rozkladéw na korzy$¢ hipotezy alterna-
tywnej. Wykorzystujac charakterystyki rozktadow empirycznych, zaproponowa-
no rodzing alfa-stabilnych rozkladow prawdopodobienstwa. Wyniki graficznej
oceny dopasowania sugeruja zasadnos$¢ ich wykorzystania. Nast¢pnie dokonano
poréwnania warto$ci indeksu ogona rozktadow wybranych walorow, wykorzy-
stujac rozne metody szacowania parametrow. Uzyskane wartosci indeksu ogona
r6znia si¢ w zalezno$ci od przyjetej techniki estymacji. Najmniejsze wartosci
uzyskano dla metody MK, najwigksze natomiast dla metody MIO. Wyniki te sa
zgodne z wlasnos$ciami estymatorow, ktore w przypadku metody MK niedosza-
cowuja, natomiast w przypadku metody MIO — przeszacowuja wartosci indeksu
ogona. Optymalne rozwiazanie mozna uzyskac stosujac metodg MNW. Wynika
stad, iz zastosowanie konkretnej metody szacowania parametrow rozktadow al-
fa-stabilnych moze w znaczacy sposob wptyna¢ na podejmowane decyzje inwe-
stycyjne. Istotno$¢ wniosku jest szczegdlnie wazna w sytuacjach oceny prawdo-
podobienstwa realizacji stopy zwrotu na poziomie istotnie oddalonym od
centralnej czgsci rozkladu.
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TAIL INDEX APPROXIMATION METHODS OF ALPHA-STABLE
DISTRIBUTIONS ON THE WARSAW STOCK

Summary

The main purpose of this paper is to present some estimation methods of parame-
ters of alpha-stable distributions. Two classes of methods are presented: the classical
Maximum Likelihood Method and non-classical ones: Quantile Methods and Tail Expo-
nent Estimation (based on Hill estimator). The results show significant difference in va-
lues of stability index depending on estimation method. The choice of method may signi-
ficantly affect investment decisions.
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