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ZE.0ZONY MIESZANY ROZKEAD POISSONA
— ZASTOSOWANIA UBEZPIECZENIOWE

Streszczenie: Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie pewnego ztozonego miesza-
nego rozkladu Poissona, korzystajac z tego, ze zlozony rozktad Poisson—gamma jest
szczegblnym przypadkiem rozktadu Tweedie. Wykorzystujemy fakt, iz z kolei rozktad
Tweedie nalezy do dyspersyjnej rodziny rozktadow wyktadniczych. W tym celu w pierwszej
czesci pracy rozwazamy mieszany rozktad Poissona, w ktorym uwzgledniamy zmienna
niecobserwowalng. Nastgpnie charakteryzujemy ztozony mieszany rozklad Poissona. W dru-
giej czgscei przedstawiamy mozliwos¢ wykorzystania tego rozkladu w szacowaniu ocze-
kiwanej tacznej wartosci szkod dla pojedynczego ryzyka w masowym portfelu ryzyk.

Stowa kluczowe: mieszany rozktad Poissona, ztozony mieszany rozklad Poissona,
ubezpieczenia, taryfikacja, estymacja.

Wprowadzenie

Rozktad Poissona odgrywa bardzo znaczaca role w modelowaniu zjawisk
uwzgledniajacych zmienne zliczajace. Przyczyny tego faktu tkwia w szczeg6lnej
przydatnosci tego rozktadu w przypadkach, kiedy modelowana zmienna ma charak-
ter stricte losowy, a rozpatrywana populacja jest jednorodna. Niestety w przy-
padku wielu rzeczywistych zbiorow danych przyjmowanie takich zatozen jest
nierealistyczne. Dla danych niejednorodnych alternatywa do modelowania z wyko-
rzystaniem klasycznego rozktadu Poissona jest zastosowanie mieszanych rozkta-
déw Poissona. Na szczegblng uwage zastuguje przypadek, w ktorym badana popu-
lacja w istocie skfada si¢ ze skonczonej liczby jednorodnych podpopulacji. Rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej w catej badanej populacji mozna wowczas trakto-
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wac jako mieszaning rozktadu Poissona oraz rozktadu pewnej zmiennej nieobser-
wowalnej 6. Przykladem jest najpopularniejsza mieszanina Poisson—gamma.

Szczegdlnym przypadkiem jest analiza danych ubezpieczeniowych doty-
czacych krotkoterminowych ubezpieczen majatkowych, takich jak ubezpiecze-
nia komunikacyjne czy ubezpieczenia nieruchomosci (mieszkan, domow itd.).
Problem nieobserwowalnej (ukrytej) niejednorodnosci w danych ubezpieczenio-
wych w ubezpieczeniach komunikacyjnych wynika na przyktad z faktu, ze aktu-
ariusz nie ma dostgpu do danych dotyczacych réznic w zachowaniach oraz stylu
prowadzenia pojazdow poszczegdlnych kierowcow. Jedng ze znanych konsekwencji
owej niejednorodno$ci w danych dla zmiennych zliczajacych jest tzw. efekt
nadmiernej dyspersji, ktory oznacza, ze wariancja tej zmiennej zliczajacej jest
wieksza niz jej warto$¢ przecietna. Oprocz wspomnianych konsekwencji wysta-
pienia niejednorodnosci dla warto$ci momentow niskich rzedow badanej zmien-
nej, ta ukryta niejednorodno$¢ wptywa réwniez istotnie na posta¢ estymowanego
rozktadu. Dla wielu zbioréw danych ubezpieczeniowych charakterystyczne jest
(wynikajace wlasnie z ukrytej niejednorodno$ci) wystgpowanie bardzo wielu
warto$ci zerowych, jak rowniez bardzo silna asymetria prawostronna (gruby
prawy ogon rozktadu).

Ukryta niejednorodno$¢ uwzglednia si¢ w modelowaniu przez natozenie
dodatkowego zatozenia, ze warto$¢ przecigtna (parametr) rozktadu Poissona nie
jest staty, lecz jest zmienng losowg o pewnym rozktadzie (w modelowaniu mo-
wimy wtedy o uwzglednieniu tzw. efektu losowego). Budowane w ten sposob
modele nazywamy modelami mieszanek Poissona. Na przyktad w modelowaniu
szkdd roczna oczekiwana frakcja polis zwigzanych z wyptata odszkodowania
moze by¢ traktowana jako zmienna losowa.

Celem niniejszego artykutu jest zaproponowanie zastosowania ztozonego
mieszanego rozkladu Poissona w krotkoterminowych ubezpieczeniach majatko-
wych, w ktérych dysponujemy masowym portfelem ryzyk. Pojedyncze ryzyko
w portfelu rozumiemy tu jako zmienng losowa o okreslonym rozktadzie praw-
dopodobienstwa. Moze to by¢ np. liczba szkdd, wartos¢ pojedynczej szkody czy
taczna warto$¢ szkdd dla pojedynczego ryzyka. W pierwszej czesci definiujemy
rozklady: mieszany Poissona, zlozony Poissona, ztozony mieszany Poissona.
Definiujemy wektor parametrow rozktadéow, wyznaczamy pierwsze dwa mo-
menty oraz omawiamy mozliwe metody estymacji parametréw tych rozktadow.
W drugiej czesci pracy przedstawiamy przyktad empiryczny. Obliczenia wyko-
nujemy korzystajac z programu R [zob. R Core Team, 2014].
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1. Mieszany rozklad Poissona (MPOIS)

Rozwazmy dyskretna zmienna losowa N o rozktadzie Poissona z parame-
trem A (ozn. POIS). Dobrze znana warto$¢ funkcji prawdopodobienstwa ma

wtedy postac:
k J—
P[Nzk]zleXTp'(ﬂ), k=0,1,2,... (1)
Latwo mozna wykazaé, ze dla rozktadu Poissona zachodzi nastepujaca rownosc:
E[N]=Var[N]=A. 2)

W wielu zagadnieniach, rowniez ubezpieczeniowych, specyfika danych
powoduje, iz czesto roOwnanie (2) nie jest spelnione. Wystepuje wtedy, wspo-
mniany we wprowadzeniu, efekt nadmiernej dyspersji. Efekt ten jest thumaczony
najczesciej faktem, iz nie uwzglednia si¢ pewnej nieobserwowalnej zmiennej ©
wplywajacej na zmienng N . Aby uwzgledni¢ t¢ zmienng, randomizuje si¢ pa-
rametr A rozktadu Poissona poprzez wprowadzenie zmiennej losowej ©® , ktora
moze mie¢ zarowno rozklad dyskretny, jak rowniez ciagly. Uzyskuje si¢ wtedy
mieszany rozklad Poissona (ozn. MPOIS), bedacy szczegdlnym przypadkiem
mieszaniny rozkltadéw [zob. Winkelmann, 2003, s. 33, 134]. Brzegowa funkcja
prawdopodobienstwa dana jest wtedy wzorem:

PIN =k]= [PIN =k |01/,(0)d, 3)

0O
gdzie P[N =k|60] jest funkcjg prawdopodobienstwa rozktadu Poissona
zmiennej N | @ ~ POIS(A0), f,(-) jest gestoscia rozktadu zmiennej nieobser-

wowalnej @, natomiast @° jest zbiorem wszystkich mozliwych zmiennych ©® .
Zachodzi wigc rownos¢:

E[N|0]=Var[N |0]= 4. 4)
Wtedy warto$¢ oczekiwana i wariancja rozktadu MPOIS wynosza:
E[N]=E[E[N | 0]] = E[A0] = AE[ 0] Q)
Var[N]= E[Var[N | 8]]+Var[E[N | 0]] = E[10] +Var[10] =
= AE[0]+ A*Var{6] - ©

Wektor parametrow p rozktadu MPOIS sklada si¢ zatem z parametru A
warunkowego rozktadu zmiennej N | @ oraz parametrow rozktadu zmiennej 6.
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Najbardziej popularnym w zagadnieniach ubezpieczeniowych rozktadem
MPOIS jest mieszanina Poisson—gamma, w ktorej uzyskuje si¢ rozktad ujemny
dwumianowy z wektorem parametrow p = (A, @)" (ozn. NB). W rozkladzie

NB zaklada si¢, iz zmienna nieobserwowalna & ma rozklad gamma, dla ktore-
go E[0]=1, natomiast Var[0]= « . Latwo wykazaé, iz tak skonstruowany

rozktad NB charakteryzuje si¢ zawsze efektem nadmiernej dyspersji. Korzysta-
jac z zatozenia o rozktadzie warunkowym N |8 ~ POIS(A6), brzegowa war-

to$¢ oczekiwana i brzegowa wariancja zmiennej N wynosza:

E[N]=4, (7)
Var[N]= A+ A Var[8] = A1+ La). (8)

Podobng konstrukcja jak wyzej charakteryzuja si¢ rowniez inne popularne
mieszaniny, w ktorych zaktada si¢ réznorodne rozklady dla zmiennej nieobser-
wowalnej. Tab. 1 zawiera stosowne zestawienie.

Tab. 1. Zestawienie wybranych mieszanek rozktadéw Poissona

Nazwa rozktadu MPOIS ze wskazaniem rozktadu zmiennej nieobserwowalnej

Hermite’a (Poisson—normalny)

Poisson-Odwrotny—normalny

Lindleya (Poisson—Lindley)

Poisson—Ujemny dwumianowy

Neymana (Poisson—Poisson)

Poisson—Logarytmiczno—normalny

Zrodto: Na podstawie: [Karlis, 2001].

Estymacja parametrow p mieszanego rozktadu Poissona MPOIS jest

mniej lub bardziej skomplikowana w zalezno$ci od zatozonego rozktadu zmien-
nej 6. W przypadku gdy dla konkretnej mieszaniny catke (3) mozna obliczy¢
analitycznie, jak np. w przypadku rozkladu ujemnego dwumianowego, bezpo-
srednie zastosowanie znajduje metoda najwickszej wiarygodnosci. Jesli nato-
miast catka ta nie ma swojej analitycznej postaci, mozna wykorzystac takie algo-
rytmy, jak algorytm EM (Expectation—Maximization algorithm) [Dempster,
Laird, Rubin, 1977] czy algorytm H—IWSL (Hierarchical Iterative Weighted Least
Square) [Lee, Nelder, 1996].

Przedstawiony powyzej rozktad MPOIS znajduje bezposrednie zastosowanie
w zagadnieniu taryfikacji (grupowania ryzyk) w krotkoterminowych ubezpie-
czeniach majatkowych, takich jak ubezpieczenia komunikacyjne czy ubezpie-
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czenia domow/mieszkan. Istotne jest wtedy szacowanie wartosci E[N, ], gdzie
N, oznacza liczbg szkdd wygenerowanag przez i-te ryzyko w portfelu ryzyk

[Denuit i in., 2007; Antonio, Valdez, 2012; Wolny-Dominiak, 2013]. W punkcie 3.
rozwazamy liczbe szkod dla portfela ryzyk, gdzie parametry rozktadu MPOIS
szacujemy metoda EM, gdzie posta¢ E-kroku oraz M-kroku zostata zaczerpniegta
z pracy Karlisa [2001].

2. Z1lozony mieszany rozklad Poissona (CMPOIS)

Rozwazmy zmienng losowg Y skonstruowang nastepujgco:
N
Y=YV, )
=1

gdzie N jest zmienng dyskretng o rozktadzie Poissona, zmienne V,, k =1,...,N

sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tych samych rozkladach oraz niezalez-
nymi od N . Ponadto Y =0, je$li N =0. Wtedy zmienna Y posiada ztozony
rozktad Poissona (ozn. CPOIS). Warto$¢ oczekiwana E[Y] oraz wariancja

Var[Y] sa dane wzorem:
E[Y]= E[V]E[N], (10)
Var[Y]= E*[V,Var[N]+ E[NWVar[V,]. (11)

Oczywiscie rowniez i w tym przypadku moze wystgpi¢ efekt nadmiernej
dyspersji dla zmiennej N, tlumaczony wystegpowaniem niecobserwowalnej
zmiennej €. W celu uwzglednienia tego efektu w rozkladzie zmiennej ¥, przyj-
muje si¢ wigc zalozenie, iz N ma mieszany rozktad Poissona N ~ MPOIS .
Uzyskuje si¢ wtedy ztozony mieszany rozktad Poissona (ozn. CMPOIS'). Ko-
rzystajac z tego, iz N | @ ~ POIS(A0), mozna wyprowadzi¢ warto$¢ oczeki-
wang i wariancj¢ zmiennej ¥ ~ CMPOIS :

E[Y]= E[V,JE[N] = E[V, ]E[E[N | 0]] = AE[V,]E[6], (12)
Var[Y]= E*[V,Var[N]+ E[NWVar[V,] =
= MEX[V,\(E[0]+ AVar[0]) + Var[V,1E[0]}

Wektor parametréow p rozktadu CMPOIS, analogicznie jak dla MPOIS,
zawiera parametr A warunkowego rozkladu zmiennej N |6 oraz parametru

(13)

rozktadu zmiennej 6.
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Funkcja gestosci rozktadu zlozonego nie ma swojej analitycznej postaci, co
prowadzi do komplikacji estymacji parametrow tego rozktadu. Bezposrednie zasto-
sowanie znajduje tutaj metoda PQOL [Breslow, Clayton, 1993]. Wynika to z faktu,
iz w metodzie tej korzysta si¢ jedynie z dwoch pierwszych momentow rozktadu.

W zastosowaniach ubezpieczeniowych czgsto przyjmuje si¢ rozktad gamma
dla zmiennych V, . Wtedy alternatywnym rozwiazaniem moze by¢ wykorzysta-

nie pewnej wlasnosci ztozonego rozktadu Poisson—gamma. W pracy [Jorgensen,
Paes De Souza, 1994] autorzy przedstawili ten rozktad jako szczegolny przypa-
dek rozktadu Tweedie z parametrem 1< p < 2. Rozklad Tweedie nalezy do dys-
persyjnej rodziny rozktadoéw wyktadniczych i charakteryzuje si¢ tym, iz funkcja
wariancji V' (u) = u” . Rozklad ten posiada zatem trzy parametry: p = (1,4, p)',
gdzie @ jest parametrem dyspersji (o dyspersyjnej rodzinie rozktadow wyktad-
niczych zob. [Jorgensen, 1987]). Przyjmujac, Ze:

1) N jest zmienng licznikowg o rozkladzie Poissona z parametrem A,

2) zmienne Y, ,k =1,...,N sa niezalezne o rozkladzie gamma z parametrem

skali o' i parametrem ksztattu f' oraz niezalezne od N ,

parametry ztozonego rozktadu Poisson—gamma jako przypadku rozktadu Twe-
edie majg postaé:
. f'+2 AP (a' B
/u = //i'a ﬂ s p = ¢ = :

4
g+l 2-p o

Wtedy E[Y]= u oraz Var[Y]=gu”. Latwo dalej uzyskaé ztozony roz-
ktad mieszany CMPOIS poprzez randomizacj¢ parametru £/, przyjmujac, iz
zmienna N ma rozktad MPOIS oraz N |8 ~ POIS(A6). Wektor parametrow
rozkladu CMPOIS sktada si¢ z: wektora (p,@)', parametru A warunkowego
rozktadu zmiennej N | @ oraz parametréw rozktadu zmiennej 6.

Istota powyzszego podejscia jest fakt, iz wektor parametrow P rozktadu
CPOIS mozna szacowac, wykorzystujac klasyczny algorytm /WSL stosowany
w modelach regresyjnych klasy GLM [Mccullagh, Nelder, 1989]. W przypadku
rozktadu CMPOIS mozna z kolei wykorzysta¢ wspomniany juz wczesniej algo-
rytm PQL lub hierarchiczny algorytm H—IWSL [Lee, Nelder, 1996; Wolny-
-Dominiak, 2013]. W kazdej z tych metod nie jest wymagana znajomos$¢ postaci
funkcji gestosci, a jedynie dwoch pierwszych momentow. Alternatywnie mozna
bezposrednio zastosowaé funkcj¢ brzegowej wiarygodnosci, co wymaga catko-
wania numerycznego [Zhang, 2013].



Ztozony mieszany rozktad Poissona... 91

Omowiony rozktad CMPOIS (w szczegolnosci jako przypadek rozktadu
Tweedie), podobnie jak rozktad MPOIS, znajduje bezposrednie zastosowanie
w taryfikacji. W tym przypadku poszukuje si¢ wartosci E[Y, ], gdzie ¥, oznacza

faczng warto$¢ szkod wygenerowang przez i-te ryzyko w portfelu ryzyk [Smyth,
2002; Wolny-Dominiak, 2014]. Rozktad ten jest rowniez stosowany w zagad-
nieniu szacowania rezerwy szkodowej [Peters i in., 2009]. W punkcie 3. rozwa-
zamy problem szacowania E[Y,]. Do estymacji parametréw rozktadu CMPOIS

stosujemy funkcje brzegowej wiarygodnosci i catkowanie metoda Laplace’a.

3. Zastosowania MPOIS oraz CMPOIS
w krotkoterminowych ubezpieczeniach majatkowych

Rozwazmy portfel ryzyk w krotkoterminowych ubezpieczeniach majat-
kowych. Kazdemu ryzyku w portfelu sa przypisane zmienne losowe N, oraz Y,

oznaczajace odpowiednio: liczbe szkod oraz taczng warto$é szkod dla i-tego ry-
zyka. Zaktadamy jednakowa ekspozycje na ryzyko dla catego portfela. W celu
uwzglednienia zmiennej nieobserwowalnej € przyjmujemy odpowiednio: mie-
szany rozktad Poissona N, ~ MPOIS oraz ztozony mieszany rozktad Poissona
Y. ~CMPOIS . Zmienna @ jest interpretowana jako zmienna nieobserwowal-

na, opisujaca osobiste cechy osoby ubezpieczajacej si¢, wpltywajace na szkodo-
wos¢ danego ryzyka (risk profile). Jest ona zatem charakterystyczna dla indywi-
dualnego ryzyka. W obliczeniach wykorzystujemy portfel zaczerpnigty z pakietu
insuranceData [Wolny-Dominiak, Trzgsiok, 2014] programu R o nazwie Cla-
imsLong. Ponizej przedstawiamy przyktady proponowanych zastosowan rozkta-
doéw MPOIS oraz CMPOIS w ubezpieczeniach.

Przyklad 1. Szacowanie oczekiwanej liczby szkdod dla pojedynczego ryzyka
w portfelu

Zaktadamy rozktad MPOIS liczby szkod dla pojedynczego ryzyka w portfelu.
Liczba szkod ma alternatywnie rozktad MPOIS — mieszanina Poisson—gamma
lub MPOIS — mieszanina Poisson—Lindley. Oczywiscie mozna to rozwazac jako
rozktad ujemny dwumianowy i szacowa¢ parametry rozktadu, korzystajac z me-
tody MLE. My przedstawiamy inne rozwigzanie, w ktorym korzystamy z algo-
rytmu EM. Algorytm ten jest elastyczny i daje mozliwo$¢ zmiany rozktadu
zmiennej nieobserwowalne;j.
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Przyjmijmy dalej, Ze liczba szkod ma rozktad warunkowy N | @ ~ POIS(60).
Zmienna nieobserwowalna ma z kolei rozktad 8 ~ Gamma(e, ) o funkcji gesto-
a-1 _ a

I'(a)

Do szacowania parametrow «,  stosujemy algorytm EM, w ktorym dla danych

 x>0,a,>0 oraz E[0] =1, Var[d] =%.

warto$ci &, oraz [3,,, iteracyjnie sa wykonywane nastgpujace kroki [por. Karlis,

2001, s. 11]:
1. Krok E: wyznaczenie wartosci:

X +a
t,=E@0,|x)="—7" oraz 5, = ¥(a,, +x,)~In(B,, +1),
1+ old
dlai=1,...,n, gdzie W¥(-) oznacza funkcje digamma.

2. Krok M: etap maksymalizacji, ktory w przypadku tego rozktadu sprowadza
sie do obliczenia nowych warto$ci parametréw « i [, zgodnie z wzorami:

oraz o =
new old ‘P
3 (CZ old )

ﬂ — aold _ T(aold ) + ln(lgnew) B E
new ZT

2

d¥Y
gdzie W, (x) = e oznacza funkcje¢ trigamma.
X

Dalej zmieniono zatozenie odnos$nie do rozktadu zmiennej nieobserwo-
walnej 1 przyjeto rozklad Lindleya &~ LD(p) o funkcji gestosci
2
+2
£,x) =L —(x+Dexp(-px), x,p>0. Wtedy E[0]=—L"" oraz
p+l p(p+1
2(p+3
Var[0] = 2Ap+3)

2

p(p+)
do szacowania parametru p stosujemy algorytm EM, w ktorym dla danej wartosci
P, iteracyjnie sa wykonywane nastgpujace kroki [por. Karlis, 2001, s. 8]:

. Podobnie jak w przypadku mieszaniny Poisson—gamma,

1. Krok E: wyznaczenie wartosci:

(Pog +x; +3)(x; +1)
(Poa +X: +2)(Poy +1) ’

t,=E@, |x)= dlai=1,...,n.
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2. Krok M: etap maksymalizacji, ktory w przypadku tego rozkladu sprowadza
si¢ do obliczenia nowej warto$ci parametru p zgodnie ze wzorem

=D+ 6+
new 2t_ .

W obliczeniach wykorzystujemy implementacje wtasna algorytmu EM w pro-
gramie R. Zmienng N jest liczba szkod dla pojedynczego ryzyka (claim.num),

dla ktorego zarejestrowano przynajmniej jedna szkode. Jako wartosci poczatkowe
oszacowywanych metoda EM parametrow przyjeto: dla mieszanki Poisson—gamma
A,y =1, B, =03, zas dla mieszanki Poisson-Lindley p,,, =0,1. Prostymi
metodami symulacyjnymi sprawdzono réwniez wrazliwo$¢ na zadane wartosci
poczatkowe przyjete do oszacowania metoda EM i stwierdzono brak istotnych
réznic w wyznaczonych ocenach parametréw. Zakonczenie iteracyjnej procedu-
ry estymacji metoda EM, opisanej powyzej, nastepowato wtedy, gdy oszacowa-
nia nowych warto$ci parametrow w kroku M roznily sie od wartosci wyznaczo-
nych w poprzedniej iteracji o nie wigcej niz & >0. Przyjeto & =10".
Oszacowane parametry dla Poisson-gamma wynoszg & = 1,8 oraz ,é =103,
natomiast parametr p w rozktadzie Lindleya p = 0,86 . Wtedy warto$¢ oczeki-
wana liczby szkdd dla pojedynczego ryzyka w portfelu wynosi: E[N]=1,7442
(Poisson—gamma) oraz E[N]=1,7736 (Poisson—Lindley). W tym bardzo upro-
szonym podej$ciu jest ona taka sama dla wszystkich ryzyk w portfelu, jednak sy-
tuacje zmieni wprowadzenie regresorow (czynnikow wptywajacych na liczbe
szkod, opisujacych osobe ubezpieczajacy si¢, przedmiot ubezpieczenia oraz ob-
szar geograficzny). Regresory spowoduja zréznicowanie portfela i w wyniku
otrzymamy nie jedng wartos¢ E[N], ale kilka warto$ci w zaleznosci od liczby

regresorow oraz liczby ich kategorii.
Przyklad 2. Szacowanie lacznej warto$ci szkéd dla pojedynczego ryzyka

w portfelu

Zaktadamy rozktad CMPOIS Yacznej wartosci szkod dla pojedynczego ryzyka
w portfelu, w ktorym liczba szkod dla pojedynczego ryzyka ma warunkowy rozktad
N | 6@ ~ POIS(A0) oraz zmienna nieobserwowalna wynosi @ = exp(€'), gdzie
@' ma rozktad N(0,0,,) . Szacujemy zatem wektor parametrow (A, p,@,c,.)'.
Z zalezno$ci (14) mozna dalej tatwo wyznaczy¢ parametry a', ' rozkladu
zmiennej nieobserwowalne;j.

W obliczeniach wykorzystujemy funkcje cpglmm{cplm} oraz catkowanie
metodg Laplace’a. Dane dotycza polis zawartych w kolejnych trzech okresach.
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Zmienng Y jest taczna warto$¢ szkod dla pojedynczego ryzyka (claim.cost), dla
ktorego zarejestrowano przynajmniej jedng szkode w przeciagu trzech okresow.
Oszacowane parametry rozkladu CMPOIS sa rowne: A =0,7, p=1,51
¢=87,77, a'=0,97, ['=1498,48 . Wyznaczona oczekiwana faczna warto$¢
szkdd dla pojedynczego ryzyka jest rtowna E[Y]=1013,11. Podobnie jak w przy-
ktadzie 1., jest to przypadek prosty, w ktorym nie rdéznicujemy w zaden sposob
ryzyk w portfelu poprzez np. wprowadzenie regresorow.

Podsumowanie

W modelowaniu wielu zjawisk o charakterze spoteczno-ekonomicznym
wymagane jest uwzglednienie nieobserwowalnej niejednorodnosci (heteroge-
nicznos$ci) wystepujacej w danych. W pracy przedstawiono podejscie, w ktorym
ta niejednorodnos$¢ jest reprezentowana przez pewng nieobserwowalng zmienng
losowa o zadanym przez nas rozkladzie prawdopodobienstwa. Wykorzystanie
mieszanego rozktadu Poissona, przedstawianego bezposrednio jako pewna nie-
skonczona mieszanina, jest zdecydowanie bardziej elastycznym podejsciem i da-
je znacznie wigksze mozliwosci uwzgledniania nieobserwowalnej niejednorod-
no$ci w danych poprzez rdzne zatozenia odno$nie do rozktadu zmiennej 6.
O ile parametry rozktadu MPOIS mozna w miar¢ tatwo oszacowaé za pomocag
algorytmu EM, o tyle dla rozktadu CMPOIS jest to ciagle problem ztozony. Za-
proponowane przez nas rozwigzanie, wykorzystujace rozktad Tweedie, daje
praktyczne mozliwosci modelowania tacznej wartosci szkod dla pojedynczego
ryzyka w portfelu z uwzglednieniem nieobserwowalnej niejednorodnosci.
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COMPOUND MIXED POISSON DISTRIBUTION
AND ITS APPLICATION IN INSURANCE

Summary: The paper presents compound mixed Poisson distributions in the context of
Tweedie distribution, since e.g. the compound Poisson-gamma distribution is its special
case. We use the fact, that Tweedie distribution belongs to overdispersed exponential
family of distributions. In the first part of the paper the problem of overdispersion is ad-
dressed by considering mixed Poisson distribution, where the unobserved variable is in-
troduced. Then we specify compound mixed Poisson distribution. In the second part we
present the possibilities of making use of this distribution in estimating the total claim
costs for the individual risk in the automobile insurance portfolio.

Keywords: mixed Poisson, compound mixed Poisson, non-life insurance, ratemaking,
estimation.





