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WYKRES COSINUSA JEST ELIPSA

Streszczenie: Artykut ma trzy cele: dydaktyczny, naukowy i kulturalny. Proponuje si¢, analo-
gicznie do okres$lenia ciggu, nowa definicj¢ funkcji okresowej. Funkcja okresowa jest kazda
funkcja, ktorej dziedzing jest grupa kota T'={z € C: |z| = 1} liczb zespolonych o module 1.

Wykres funkcji okresowej lezy na cylindrze 7' x R. Wynika stad, ze wykresem cosinusa jest
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Consuetudo est altera natura.
(Przyzwyczajenie jest drugq naturq.)

Funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych, nazywa si¢ krétko ciggiem;
z tych samych powodow — precyzja i gleboka tres¢ — funkcje okresowe potrzeba

definiowac inaczej niz dotychczas — krocej i jasniej. Funkcja okre$lona na kole, czyli

funkcja, ktorej dziedzing jest grupa kota, 7 = <{e”: te R} , nazywa si¢ funkcja okreso-
wa. Multiplikatywna grupa 7 jest bowiem izomorficzna z addytywna grupg ilorazo-
wa R/2m liczb rzeczywistych R, gdzie naturalnie R/2m jest rodzing klas abstrakcji
relacji rtownowaznosci x = y (mod 2xn). Jak wykresem funkcji f: X — Y jest podzbior
produktu X x Y, tak wykres funkcji okresowej lezy na cylindrze T x R lub ogélniej
T x Y. Funkcje okresowe — rozumiane tradycyjnie — sa funkcjami niezmienniczymi —
automorfizmami — wzgledem dziatania podgrupy addytywne;j {Zﬂ'k ‘keZ } grupy R,
gdzie Z jest grupg liczb catkowitych; orbita funkcji okresowej jest jednym punktem.

Uwaga. Wykresem funkcji cosinus {(e”, cos t) ite R} Jjest elipsa
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Wida¢ to nieomal bezposrednio. Funkcja i R? —R dwdch zmiennych, okreslo-
na wzorem f{x, y) = x, osiaga ekstrema warunkowe, pod warunkiem x* +)° =1,
w punktach: 4 = (1, 0) — maksimum, oraz B = (-1, 0) — minimum. Naturalnie

{(x, y) eR ¥ +y' = 1} = {(Cost, sint): teR } ;
przecigcie plaszczyzny z = x, czyli zbioru
{(x, y, Y)eR™ (x,y) e R},
z cylindrem
{(x,y,z)eR3: (x,y)eRz, X'+ =1},

w R3, jest wlasnie wykresem funkcji cosinus, a wiec elipsa. Rownanie tej elipsy,
zapisane w nowych wspolrzednych:

X—L)H—LZ
202
Y=y,
1 1
Z=—=Xx+—71z,
V27 2

jest dane wyzej; jest bowiem z = x, wiec: X =+/2x, Y =y, Z= 0. Réwnania paramet-
ryczne za$ dane s3 wzorami:

X=+2cost,Y=sint,Z=0,¢ € R.

Analogicznie, badajac ekstrema warunkowe funkcji g(x, y), przy tym samym
warunku, widzimy, iz wykresem funkcji sinus jest elipsa
2
x+ Xy
2

Jest to obrocony o > wykres funkcji cosinus.

Funkcje f{x, y) = x oraz g(x, y) = y sa naturalnie rzutami na pierwsza i drugg os.
Funkcja A(x, y) = max {x, y} nie jest projekcja, ale zashuguje na nazwe semiprojek-
cji. Nie jest to funkcja gtadka — w punktach prostej y = x nie ma pochodne;j. Cztery
punkty:

_ R T e I
A—(o,l),B—(ﬁ,ﬁJ,c 1.0). D ( =, ﬁj

sa lokalnymi ekstremami warunkowymi / na zbiorze x”+y>=1; w 4 i C funk-
cja h osiaga maksima, a w B i D — minima. Przecigcie cylindra wykresem funkcji 4
jest nowa funkcja okresowa — w potowie sinusem i w potowie cosinusem. Wykres
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tej funkcji nie jest tworem ptaskim. Podobnie rzecz si¢ ma, gdy zamiast # wezmie-
my funkcje¢ j(x, y) = min {x, y}. Przyklady te niegladkich cigglych funkcji okreso-
wych typu spline — funkcji sklejanych — pokazuja, jak produktywna dydaktycznie
jest zmiana definicji funkcji okresowej. Ciagta funkcja okresowa f € C(7, R) jest
przecigciem powierzchni F e C ([-1,1]% R) z cylindrem. Odwzorowanie przestrzeni
Banacha C([-1,1]%, R) w przestrzen C(T, R), ktore funkcji F przypisuje jej zawezenie
do zbioru 7, jest liniowa surjekcjg o normie 1; w obu przestrzeniach myslimy o nor-
mie Czebyszewa.

Wierze, ze wzmianka o wykresie funkcji sinus i definicji funkcji okresowe;j
w ogolnosci bedzie uzyteczna dla nauczycieli — szczegolnie tych, ktorzy widza ma-
tematyke jako nauke o §wiecie fizycznym, dla ktérych matematyka nie jest odmiang
abstrakcyjnych wielowymiarowych szachow. Poznajemy to tylko, co istnieje. Nie
ma nauki o niebycie. Przyjecie grupy kota T za dziedzing funkcji okresowej wyjas-
nia istot¢ wszystkich przebiegéw periodycznych w naturze: biologii, fizyce, ekono-
mii, kosmosie. W wirach powietrznych mieszkaja przecie pickne panny — eteryczne
wily. Ruch wirowy jest powszechny. Jego istota jest bowiem dazenie do rOwnowagi.
Czas ma natur¢ kotowa — co jest, juz byto, co byto — bedzie. Jesli celem szkoty jest
wychowywanie, przekazywanie wiedzy i urabianie kultury naukowej, to niewatpli-
wie funkcje okresowe tak wlasnie trzeba traktowac. Stare nawyki jednak zmienia
si¢ opornie — tradycja jest stabilna. Sondaz wsréd matematykow roznego szczebla
(proba — z pewnosciag niereprezentatywna — liczyta kilkanascie osob) pokazat, ze
idea tu gtoszona jest catkowicie obca dzisiejszym absolwentom wydziatow matema-
tycznych. Nawet para — nulla calamitas sola — tytularnych profesoréw matematyki,
po dwoch dniach detalicznych objasnien, nie chwycita, czym jest cosinus. Pomyst
z nieznanych mi powodow ostro zwalczany, jak szkodliwa i zta nauka, nie przysta-
je wiec do stanu umystow dzisiejszych matematykoéw. Moze przewaza ek przed
nowym 1 prostym? Tak bywa u ludzi starszych — nie trzeba si¢ uczyé, wystarcza
rutyna. Moimi rozméwcami byli jednak w przewadze ludzie mtodzi i bardzo mlodzi.
Durnowo krysty, win kryczy pusty. To dosadne przystowie Rusinow lepiej pasuje do
nas — rozpasanych w swej wolnosci — Polakow niz do dumnych Kozakow. Zawsze
mamy swoje zdanie. By¢ moze nawet ten esej jest tego przyktadem. A ponadto juz
Arystoteles uwazal, ze purus mathematicus to purus stupidus. Pewnie co§ w tym
jest, bo méwi sig, iz matka znanego matematyka zalila si¢ — chyba jednak z poczu-
ciem dumy — sgsiadce: mam trzech synow — dwoch normalnych i matematyka.

Ja wiem lepiej — sinus jest liniq falistq i niczym wigcej. W6jtow matematycznych
skorych do takich wypowiedzi jest w naszej — polskiej — matematyce sporo. A przeciez
jest to stara idea — koto jako dziedzina funkcji okresowej — dobrze znana specjalistom
od analizy Fouriera. Tytutem przyktadu podam dwa cytaty. Najpierw z trudnej popu-
larnej ksiazki Kalejdoskop matematyczny Hugona Steinhausa: ,,Gdy nawiniemy pa-
pier na $wiecg, potem przetniemy swiece ukosnie ostrym nozem i rozwiniemy papier,
otrzymamy sinusoid¢” [Steinhaus 1954, s. 234]. Cytat drugi jest z rownie pigknie na-
pisanej ksigzki — tym razem specjalistycznej; jest nim pierwsze zdanie wstepu Jean-
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-Pierre’a Kahane’a do jego dzieta o szeregach Fouriera zbieznych absolutnie [Ka-
hane 1970]: ,,Ksigzka traktuje o funkcjach klasy 4, czyli o funkcjach ciggtych na
okrggu o absolutnie zbieznym szeregu Fouriera”. Steinhaus rozwija elips¢ i poka-
zuje sinusoide, Kahane zwija sinusoide i otrzymuje elipsg, chociaz tego wyraznie
nie pisze. Jest wigc sinusoida — linia falista, jest elipsa — sinus. Przestrzen Banacha
okresowych ciaglych funkcji na prostej jest izomorficzna i izometryczna z przestrze-
nig funkcji ciggltych na okregu. Repetitio est mater studiorum. Dziedzing funkcji
okresowej ex definitione jest grupa kota 7. Definicja ta rozszerza si¢ natychmiast na
funkcje dwuokresowe okreslone na torusie 7% i ogolnie na funkcje wielookresowe,
ktorych dziedzing jest produkt 7". W tym jest cata sprawa. Mozna to uwaza¢ — mo-
wigc gornolotnie — za namiastke nowego paradygmatu w teorii funkcji okresowych.
Odrzuémy wygodnag rutyne, a bedzie lepiej, naturalniej, prosciej. Moze najwigcej
zyska si¢ zwolennikoéw kotowej dziedziny funkcji okresowych, gdy poszerzymy wy-
ktad o przedstawiong tu mysl. Stuchacze sami zadecyduja, co przyjac za definicje.
Pojawi si¢ wigcej modeli, teoria stanie si¢ bogatsza, a wiedza szersza. Celem nauki
jest wszak doskonatos¢.

August Kekulé, chemik niemiecki, tworca teorii budowy zwigzkow organicz-
nych, w 1865 roku odkryt pierscieniowa natur¢ benzenu i podat klasyczny dzis wzor
strukturalny. Wzor ten powstal w sennej wizji, gdy zdrzemnat si¢ przy biurku. Byto
to prawdziwe ol$nienie. Podobnie rzecz ma si¢ z elipsg i cosinusem. Elipsa jako wy-
kres cosinusa pojawita si¢ we $nie. Zashuguje wigc na uwage i z tego takze powodu.
Sny bywaja prorocze. Jest to drobny przyczynek — toutes proportions gardées — do
psychologii odkry¢ naukowych. Najwigkszym pomnikiem sinusa jest chyba wro-
ctawska wieza niebianska Sky Tower (rys. 1).

Z powodu cosinusowej batalii profesor Bolestaw Kopocinski wygotowat fraszke
na wzor nagrobkéw hrycianskich; Hrycianki to wie§ koto Nowogrodka. Zart w pore
zawsze jest celny — trafia w sedno: czasem wspiera, innym razem rujnuje. Dzigkuje
w imieniu wszystkich sinuséw i cosinuséw bez wzgledu na skutek.

Epitafium

Tut lazyt Anton Smaljuk,
Prafiessor wsjakich nauk.
Na miaso nie miel wkusa,
A dumat o kasinusach.
Ho! ho! ho!

Szczoz wsiakim da taho?
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Rys. 1. Monument sinusa

Literatura

Kahane J.-P., Séries de Fourier absolument convergentes, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete, Band 50, Springer-Verlag. Berlin1970.

Steinhaus H., Kalejdoskop matematyczny, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa
1954.

GRAPH OF THE COSINE FUNCTION IS AN ELLIPSE

Summary: Periodic function — it is a proposition of a new definition — has as its domain the
multiplicative group 7= {z €C : |z] = 1 } of complex numbers with module one. Therefore the
graph of the function f: 7 — R lies on the cylinder 7 x R, and so the graph of cosine function

2
is the ellipse %+y2 =1.
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