Daniel Iskra
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

OPTYMALIZACJA PORTFELA INWESTYCYJNEGO
ZE WZGLEDU NA MINIMALNY POZIOM
TOLERANCJI DLA USTALONEGO VaR

Wprowadzenie

W ostatnich latach bardzo popularna miara ryzyka stata si¢ warto§¢ zagro-
zona (warto$¢ narazona na ryzyko, Value at Risk lub w skrocie VaR). Definicja
warto$ci zagrozonej VaR (a,t) z poziomem tolerancji & dla ustalonego czasu ¢

jest nastepujaca [1; 7]:
P(S, - S, >VaR(a,t))=a, (1)

gdzie:
S., S — warto$¢ poczatkowa i koncowa procesu ceny instrumentu finansowe-
0 t

go (portfela),
o — poziom tolerancji (poziom istotnosci) dla szacowanej wartosci VaR.

Warto$¢ zagrozona to taka strata wartosci instrumentu finansowego, ze stra-
ty wigksze lub réwne VaR moga wystapi¢ z zadanym prawdopodobienstwem
(poziomem tolerancji) « .

W artykule opisano model optymalizacji struktury portfela inwestycyjnego,
w ktérym dla zatozonego poziomu akceptowalnej straty (warto$ci zagrozonej)
minimalizowano poziom tolerancji & (czyli prawdopodobienstwo, ze straty
w portfelu beda wigksze od zatozonej). Rozktady uzyte do opisu logarytmiczne;j
stopy zwrotu z portfela byly rozktadami empirycznymi wyznaczanymi ,,metoda
historyczna” (na podstawie danych historycznych) oraz jej rozszerzeniem
uwzgledniajacym jednodniowa pamig¢é. Pamigé modelowano procesem Marko-
wa [2; 3; 6], w ktoérym stan byl determinowany znakiem ostatniej stopy zwrotu.
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1. Test zgodnosci poziomu tolerancji warto$ci zagrozonej

Weryfikacje, czy prognozowany poziom tolerancji o (dla ustalonego po-
ziomu wartosci zagrozonej) jest zgodny z rzeczywistym prawdopodobienstwem,
mozna oprze¢ na szeregu przekroczen VaR.

Niech /, bedzie zmienng zero-jedynkowa, ktéra przyjmuje warto$¢ 1 z praw-
dopodobienstwem ¢, (P(I,=1)=«,), jezeli spadek wartosci portfela jest
rowny lub wigkszy od ustalonej wartosci VaR w dniu ¢ 1 0 w przeciwnym przy-
padku (P(I, =0)=1-¢,). Nalezy podkresli¢, ze dla ustalonej wartosci VaR
(jednakowej dla kazdego ¢), prawdopodobienstwo ¢, w kazdym dniu moze by¢
i w praktyce jest rozne. Konstrukcje testu weryfikujacego, czy poziom tolerancji
oy (warto$¢ teoretyczna obliczona na podstawie przyjetego w pracy modelu) jest
zgodny z rzeczywistym prawdopodobienstwem przekroczen ustalonej warto$ci
VaR, oparto na porownaniu istotnych réznic pomigdzy oczekiwanym odsetkiem
przekroczen a §rednim odsetkiem przekroczen (policzonym z proby). Rozpatru-
jac N-elementowy szereg (N dni), warto$¢ oczekiwana ilosci przekroczen usta-
lonej wartos$ci VaR zapisuje si¢ jako:

Ztl ! zl (2)

natomiast:

1 1
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jest oczekiwanym odsetkiem ilo$ci przekroczen ustalonej warto$ci zagrozonej
w ciagu N dni.
Przez [ : oznaczono funkcjg¢ przyjmujaca warto$¢ 1, jezeli w dniu ¢ zaob-

serwowano przekroczenie ustalonej wartosci VaR (ex post), 1 zero w przeciwnym przy-
padku. Woéwczas srednia warto$¢ odsetka przekroczen policzona z N-elemen-towe;j
proby (N dni) jest opisana wzorem:

Ztl £ (4)

Stad tez w przeprowadzonym tescie hipoteza zerowa ma postac:

Ztl t E[_Zt 1 t (5)
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gdzie:
N — ilos¢ probek uzytych w tescie.

Opisana hipoteza zerowa zaktada, ze rzeczywisty odsetek przekroczen poli-
czony z proby nie rézni si¢ istotnie od wartosci teoretycznej. Statystyka uzyta
W opisywanym tescie przyjmuje postac:

1 " 1
Ly eml
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(6)

gdzie:
E(e), D(®) —warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe.

Jezeli przyjmie sig, ze suma zmiennych losowych (niezaleznych) /, ma

asymptotyczny rozklad normalny, wowczas statystyka (6) opisywanego testu
powinna pochodzi¢ z zestandaryzowanego rozktadu normalnego N(0,1).

2. Efekt pamieci modelowany procesem Markowa

W badaniach efekt pamigci modelowano procesem Markowa, w ktorym
stan rynku byt okre$lony znakiem ostatniej logarytmicznej stopy zwrotu (bada-
nia oparto na jednodniowych logarytmicznych stopach zwrotu) [4; 5]. W zalez-
nosci od stanu rynku (od znaku ostatniej logarytmicznej stopy zwrotu) kolejna
stopa zwrotu pochodzi z innego rozkladu. Dla instrumentéw finansowych noto-
wanych na polskim rynku nalezy wyr6zni¢ trzy stany [4; 5]:

— ,.minus” — gdy ostatnia odnotowana stopa zwrotu ma znak ujemny,
— ,,zero” — gdy ostatnia odnotowana stopa zwrotu jest rowna zero,
— ,,plus” — gdy ostatnia odnotowana stopa zwrotu ma znak dodatni.

Wprowadzenie stanu ,,zero” jest uzasadnione ze wzgledu na ilo$¢ wystapien
stopy zerowej w historycznych notowaniach instrumentéw (na GPW w Warsza-
wie), ktora jest statystycznie istotna. Zazwyczaj w 75% badanych spotek wyste-
puje co najmniej 8% stop zerowych [4; 5].

Aby moéc rozwazaé wystepowanie efektu pamigci w instrumentach finan-
sowych, nalezy zdefiniowad, jak jest rozumiane pojecie pamieci [4; 5]: ,,Powie-
my, ze wystepuje efekt pamigci, jezeli przynajmniej dwa rozktady stop zwrotu
beda istotnie rozne od siebie. Jezeli rozktady stop zwrotu w kazdym stanie nie sa
statystycznie istotnie rézne od pozostalych rozktadow, woéwczas powiemy, ze
nie wystgpuje efekt pamigci”.
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W opisywanym podejsciu szereg logarytmicznych stép zwrotu dzieli si¢ na
trzy rozktady: ,,minus”, ,,zero” i ,,plus” (nazwy analogiczne do stanow). Kazdy
z tych trzech rozkladoéw sktada si¢ z czesci ciaglej i czesci dyskretnej w zerze
(atom w zerze). W kazdej parze rozktadéw porownywano ze soba czesci ciagle
i czgsci dyskretne.

~Powiemy, ze wystapita istotna roznica pomigdzy dwoma rozktadami stop
zwrotu w dwoch réznych stanach, jezeli wystapita istotna réznica pomigdzy cze-
$ciami ciaglymi lub pomigdzy czegsciami dyskretnymi tych rozktadow” [4; 5].

Wystgpowanie opisanego powyzej efektu pamigci sprawdzono dla bada-
nych instrumentéw. Do symulacji wybrano instrumenty finansowe (akcje) noto-
wane na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie w okresie od poczatku
2000 roku do konca 2011 roku, ktorych $rednia ilos¢ notowan w badanym okre-
sie wynosila co najmniej 240 na rok. Do weryfikacji istotnych réznic pomigdzy
ciaglymi czgs$ciami rozkladéw uzyto testu Kolmogorowa-Smirnowa [8] z po-
ziomem istotnosci 0,05, pomigdzy dyskretnymi czg¢sciami rozkladow — testu
wskaznika struktury [8] rdéwniez z poziomem istotnosci 0,05.

W tabeli 1 przedstawiono strukture istotnych réznic pomigdzy poszczego6l-
nymi rozktadami. Mozna byto zaobserwowac brak istotnych r6znic (brak pamig-
ci) do 6 istotnych réznic (réznice w 3 parach czesci ciagtych i 3 parach czesci
dyskretnych).

Tabela 1
Ilo$¢ istotnych réznic pomigdzy rozktadami
I104¢ istotnych réznic Ilo$¢ instrumentéw Odsetek instrumentow
0 2 2,44%
1 3 3,66%
2 20 24,39%
3 22 26,83%
4 24 29,27%
5 10 12,20%
6 1 1,22%

Z tabeli 1 wynika, iz efekt pamigci zaobserwowano w okoto 97% spotek;
tylko w 2 instrumentach (z 82) pamigci nie zaobserwowano. Podobne wyniki
byly obserwowane we wczesniejszych badaniach. Zazwyczaj najwigcej obser-
wowano 2 lub 3 istotne réznice pomigdzy rozkladami, a takze nieznacznie wigk-
sza ilo$¢ réznic pomiedzy dyskretnymi czesciami rozktadow niz ich cze$ciami
ciagtymi. Opisywany przypadek takze nie odbiega od tego schematu.

Opisany model mozna zastosowaé réwniez do portfela inwestycyjnego.
W artykule w modelowaniu efektu pamigci portfela wyrézniono tylko dwa sta-
ny: ,,minus” i ,,plus”. W pojedynczej spotce wystgpowato srednio okoto 13%
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stop zerowych w badanym okresie, co przektada si¢ w przypadku portfela dwu-
sktadnikowego na $rednio okoto 1,7% stop zerowych. Skutkiem matej ilosci danych
w stanie ,,zero” sg gorsze wyniki (badania empiryczne) niz w przypadku modelu
z dwoma stanami: ,,minus” i ,,plus”. Stad tez w artykule zrezygnowano ze stanu
zerowego w przypadku portfela inwestycyjnego. Jezeli jednak wystapita stopa ze-
rowa, przydzielano ja losowo do jednego z rozktadow ,,minus” Iub ,,plus” (obecnie
oba rozktady sa ciagle, nie ma w tym przypadku czesci dyskretnych w zerze).

Zwazywszy na fakt, iz w portfelu inwestycyjnym wystepuja tylko dwa sta-
ny: ,,minus” i ,,plus” i oba rozktady w tych stanach sa ciagle, istnieje najwicksza
szansa wystapienia efektu pamigci w portfelu, jezeli wystepuja istotne réznice
pomigdzy ciaglymi czg§ciami rozkladéw ,,minus” i ,,plus” instrumentéw wcho-
dzacych w jego sktad. Badania wykazuja, ze pamig¢ instrumentow w tym przy-
padku przenosi si¢ na portfel inwestycyjny (dwusktadnikowy) w okoto 50%
symulacji. Jezeli rozktady wyznaczano w portfelach zawierajacych spotki bez
pamigcei, efekt pamigci wystgpowal bardzo rzadko lub wcale. W pozostatych
przypadkach wyniki byly posrednie.

3. Efekt pamieci modelowany procesem Markowa
- minimalizacja poziomu tolerancji dla ustalonej wartosci VaR

Opisany model zostanie uzyty do wyznaczania struktury portfela inwesty-
cyjnego o minimalnej tolerancji ¢ dla ustalonej jednodniowej warto$ci zagro-
zonej (doktadniej dla wzglednej wartosci zagrozonej w stosunku do poczatkowe;j
wartosci portfela, ktora dalej bedzie oznaczana jako wzVaR). Zostanie on porowna-
ny z typowym modelem, w ktérym rozklady empiryczne wyznacza si¢ na podstawie
danych historycznych, nie uwzgledniajac efektu pamigci. Modele te w dalszej czgsci
beda krétko nazywane modelem z pamigcia i modelem bez pamigci.

Na potrzeby symulacji skonstruowano 50 portfeli o losowo dobranych
dwoch spoétkach. Dla kazdego z 50 portfeli inwestycyjnych minimalizacj¢ po-
ziomu tolerancji przeprowadzono dla warto$ci wzVaR ustalonej na poziomie
0,01, 0,03 oraz 0,05. Empiryczne rozktady stop zwrotu dla kazdego mozliwego
sktadu portfela (w obu przypadkach, model z pamigcia i bez pamigci) wyzna-
czano na podstawie 250 oraz 500 notowan. W symulacjach dla kazdego mozli-
wego sktadu portfela wyznaczano rozktad logarytmicznych stop zwrotu, nastep-
nie na jego podstawie poziom tolerancji dla ustalonej jednodniowej wzglednej
wartosci zagrozonej. Sktad portfela zmieniano co 1%, czyli co 1 akcje, zaktada-
jac, ze w portfelu jest w sumie 100 akcji. Utrzymujac staly stosunek ilosci akcji
jednej spotki do ilosci akeji drugiej spotki, mozna otrzymacé portfel o dowolnej
warto$ci poczatkowej i zawsze takich samych stopach zwrotu. Kolejnym etapem
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byt wybor sktadu, dla ktérego poziom tolerancji & byt minimalny. Jezeli roz-
ktad stop zwrotu byt wyznaczany np. z 250 danych, woéwczas jego postac byta
utrzymywana przez kolejne 10 dni (z 500 danych przez 20 dni). Po ich uptywie
szereg notowan przesuwano o 10 dni (20 dni) i procedurg powtarzano od poczatku.

W modelu uwzgledniajacym pami¢é procedura optymalizacji struktury
portfela byta analogiczna. Réznica tkwila w wyznaczaniu dwoéch rozktadow
logarytmicznych stop zwrotu portfela: ,,plus” i ,,minus”. Nastgpnie sprawdzano,
czy rozklady te istotnie si¢ roznia, tzn. czy wystepuje pamigé (za pomoca testu
Kotmogorowa-Smirnowa z poziomem istotnos$ci 0,05). Jezeli dla danej struktury
portfela nie wystgpowata pamig¢, portfel o tej strukturze pomijano. Z wszystkich
mozliwych sktadéw portfela, dla ktérych zaobserwowano pamigé, wybierano
portfel o minimalnym poziomie tolerancji ¢ .

Do weryfikacji zgodnos$ci oszacowanego minimalnego poziomu tolerancji
uzyto testu opisanego w rozdziale 2 z poziomem istotnosci 0,05.

Z przeprowadzonych badan wynika, ze najlepsze wyniki uzyskano odpo-
wiednio w przypadku modelu z pamigcia konstruowanego na podstawie 250
logarytmicznych stop zwrotu i dla modelu nieuwzgledniajacego pamigci na pod-
stawie 500 logarytmicznych stop zwrotu. Uzasadnione bedzie zatem poréwnanie
tych dwoch przypadkow. W tabeli 2 przedstawiono syntetyczne wyniki, odsetek
portfeli, w ktéorych minimalny poziom tolerancji & dla ustalonego wzVaR (VaR
w stosunku do wartosci poczatkowej portfela) byt pozytywnie zweryfikowany
z poziomem istotnosci 0,05 (za pomoca testu opisanego w rozdziale 2).

Tabela 2

Zgodno$¢ prognoz poziomu tolerancji. Poréwnanie

Odsetek portfeli, w ktorych poziom tolerancji przeszedl pozytywnie test zgodnosci
(wzVaR — wzgledna warto$¢ VaR do poczatkowej wartosci portfela)

Zgodnos¢ prognoz poziomu tolerancji (dla poziomu wzVaR = 0.01 )

MODEL BEZ PAMIECI MODEL Z PAMIECIA
(500 DANYCH) (250 DANYCH)
52% 70%

Zgodnos¢ prognoz poziomu tolerancji (dla poziomu wzVaR = 0.03)

MODEL BEZ PAMIECI MODEL Z PAMIECIA
(500 DANYCH) (250 DANYCH)
58% 86%

Zgodnos¢ prognoz poziomu tolerancji (dla poziomu wzVaR = 0.05)

MODEL BEZ PAMIECI MODEL Z PAMIECIA
(500 DANYCH) (250 DANYCH)
68% 88%
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Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze model uwzgled-
niajacy pamig¢ zdecydowanie lepiej prognozuje (co do testu zgodno$ci) poziom
tolerancji wartosci zagrozonej. Uzyskane wyniki to od 70% do 88% portfeli,
ktorych prognozy poziomu tolerancji byly zgodne z rzeczywistym prawdopodo-
bienstwem przekroczenia ustalonej warto$ci zagrozonej. W modelu bez pamigci
odsetek portfeli o pozytywnie zweryfikowanym poziomie tolerancji wynosi od
52% do 68%. Model z pamigcia ma te przewage, iz wykorzystuje efekt pamigci,
czyli réznice pomiedzy rozkladami konstruowanymi na podstawie znaku ostat-
nio zaobserwowanej stopy zwrotu. Oba modele sa nieparametryczne, co jest
niewatpliwie zarowno ich zaleta (pomija si¢ estymacj¢ parametrow), jak i wada.
Cala informacja o rozktadzie stop zwrotu, ktéra jest dostgpna za pomoca empi-
rycznej dystrybuanty, dotyczy danych zawartych pomigdzy minimalna i maksy-
malna stopa zwrotu zaobserwowana w okresie, z ktorego wyznaczano rozktady.
Nie sa uwzgledniane potencjalne skrajne wartosci, ktore teoretycznie moga wy-
stapi¢, a ktorych dotad nie zaobserwowano.

W tabeli 3 przedstawiono wyniki kolejnych symulacji, w ktorych czesé da-
nych empirycznych (lewy ogon) byl aproksymowany ogonem rozkladu normal-
nego. Podano najlepsze wyniki dla modelu z pamigcia i bez pamigci dla po-
szczegblnych wzglednych wartosci zagrozonych. Modelowanie przeprowadzano
dla lewego ogona rozktadu empirycznego do kwantyla 25% w przypadku usta-
lonej warto$ci wzVaR = 0,03 1 wzVaR = 0,05 oraz do kwantyla 50% w przypad-
ku wzVaR = 0,01 (w tym przypadku prawdopodobienstwo spadku wartosci port-
fela wigkszego od ustalonego 1% zazwyczaj bylo wigksze niz 0,25).

Parametry warunkowych rozktadow teoretycznych szacowano metoda naj-
wiekszej wiarygodnosci, testujac kazdorazowo zgodno$¢ dopasowania rozktadu
warunkowego do danych empirycznych. Testy oparto na statystyce Kolmogoro-
wa-Smirnowa wyznaczanej metoda Monte-Carlo na podstawie 5000 symulacji.

Tabela 3

Zgodno$¢ prognoz poziomu tolerancji. Pordéwnanie

Model, w ktérym lewy ogon rozkladéw empirycznych aproksymowano warunkowym
rozkladem normalnym
Odsetek portfeli, w ktorych poziom tolerancji przeszedl pozytywnie test zgodnosci
(wzVaR — wzgledna warto$¢ VaR do poczatkowej wartosci portfela)

Zgodnosé prognoz poziomu tolerancji (dla poziomu wzVaR = 0.01 )

MODEL BEZ PAMIECI MODEL Z PAMIECIA
(500 DANYCH) (250 DANYCH)
78% 70%

Zgodnos¢ prognoz poziomu tolerancji (dla poziomu wzVaR = 0.03)




56 Daniel Iskra

cd. tabeli 3
MODEL BEZ PAMIECI MODEL Z PAMIECIA
(250 DANYCH) (250 DANYCH)
92% 88%

Zgodnos¢ prognoz poziomu tolerancji (dla poziomu wzVaR = 0.05)

MODEL BEZ PAMIECI MODEL Z PAMIECIA
(250 DANYCH) (250 DANYCH)
58% 72%

Symulacje wykazaty, ze modelowanie ogona rozktadu empirycznego roz-
ktadem normalnym w modelu z pamigcia nie wplynelo pozytywnie na wyniki,
wrgcz nawet zostaly one nieznacznie pogorszone. Zdecydowanie poprawily sig
natomiast wyniki uzyskane z modelu bez pamigci. Jezeli rozktady empiryczne
byly wyznaczane na podstawie 250 stop zwrotu, odsetek portfeli o pozytywnie
zweryfikowanym poziomie tolerancji wzrést do wartosci od 66% do 92%.

Mozna stwierdzi¢, ze model bez pamigci z ogonami modelowanymi rozkta-
dem normalnym daje réwnie dobre rezultaty, jak model z pamigcia (nieparame-
tryczny, bez modelowania ogona rozktadu). W obu modelach (nieparametrycz-
nym z pamigcia i bez pamigci z ogonami normalnymi) do wyznaczania
rozktadow empirycznych stop zwrotu w prawie wszystkich przypadkach naleza-
o uzy¢ 250 danych. Mozna porownac¢ obie metody ze wzgledu na odsetek cza-
su, w ktorym mozna byto aplikowaé oba modele. Nieznaczna przewaga jest na
korzy$¢ modelu z pamigeiag, w ktorym S$rednio w 80% dni badanego okresu
mozna bylo go zastosowac (w tylu przypadkach wystapit efekt pamigci) w po-
réwnaniu do okoto 70% dla modelu bez pamigci (w tylu przypadkach mozna
bylto uzy¢ rozktadu normalnego do modelowania ogona rozktadu empirycznego,
co do testow zgodnosci rozktadow).

Podsumowanie

Niniejszy artykut koncentruje si¢ na wykorzystaniu warto$ci zagrozonej
w optymalizacji struktury portfela inwestycyjnego. Przedstawiono w nim strate-
gi¢ optymalizacji struktury portfela inwestycyjnego ze wzgledu na minimalny
poziom tolerancji ustalonej wartosci zagrozonej. Do opisania rozktadéw loga-
rytmicznej stopy zwrotu z portfela zostaty uzyte rozktady empiryczne szacowa-
ne metoda historyczna oraz jej rozszerzeniem uwzglgdniajacym jednodniowa
pamig¢. W przypadku wyznaczania minimalnej warto$ci zagrozonej na podsta-
wie kwantyla rozktadu empirycznego w modelu z pamigcia, model ten wykazuje
si¢ dobra skuteczno$cia (pomigdzy 70% a 88%, zalezy od ustalonego poziomu
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wzVaR). W modelu bez pamigci dopiero proba modelowania ogona rozktadu empi-
rycznego rozkladem normalnym znaczaco poprawita prognostyczne wtasnosci mo-
delu (skutecznos$¢ pomigdzy 66% a 90%).

Mozna takze nadmieni¢, ze nieparametryczny model z pamigcia przetacza
si¢ catkowicie losowo pomigdzy rozktadami ,,minus” i ,,plus”.
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THE MINIMUM LEVEL OF SIGNIFICANCE FOR FIXED VaR
— PORTFOLIO OPTIMIZATION

Summary

The paper presents the optimization of securities portfolio. Taking into account level of
acceptance o for fixed Value at Risk the optimization concerns the portfolio structure.

The paper proposes a modeling of the memory effect using the multi-state Markov
process where the state is determined by the sign of the last historical growth rate.



