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Wprowadzenie

Statystyka dostarcza wielu roznorodnych metod pozwalajacych na porow-
nanie dwoch populacji. Samo okreslenie porownanie dwdch populacji moze do-
tyczy¢ porownywania np. wartosci przecietnych, wskaznikow struktury, warian-
cji lub wspolczynnikow korelacji. W takim przypadku mamy do czynienia
z wnioskowaniem parametrycznym. Do odpowiedzi na tak postawione zagad-
nienia wykorzystujemy testy parametryczne, jak np. test ¢, test z, test rOwnosci
wskaznikoéw struktury Iub wspdtczynnikow korelacji. Czgsto dokonujac porow-
nan populacji, stawiamy hipoteze o jednakowych rozktadach w tych popula-
cjach. W takim przypadku odwotujemy si¢ do testow nieparametrycznych, jak
np. test serii lub test Manna-Whitneya. W opracowaniu przedstawiono propozy-
cje poréwnania rozktadow dwoch populacji wielowymiarowych. Podstawa po-
roOwnan sa objetosci elipsoid ufnosci dla dwdch populacji oraz dla populacji be-
dacej sumg mnogo$ciowa analizowanych populacji. W rozwazaniach nie
przyjmowano zatozenia o postaci rozktadu. Takie podejscie nie daje mozliwos$ci
wyznaczenia doktadnego rozktadu rozwazanej statystyki i odczytania wartosci
krytycznej testu z tablic. Z tego powodu w analizach wykorzystano testy permu-
tacyjne. Ze wzgledu na mozliwos$¢ poréwnania wlasnosci rozwazanej procedury
z testem T° Hotellinga w analizach symulacyjnych skoncentrowano si¢ na po-
réwnaniu populacji o wielowymiarowych rozktadach normalnych.
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1. Wybrane metody poréwnania dwéch populacji

1.1. Poréwnanie populacji jednowymiarowych

Do najczesciej wykorzystywanych testdéw pozwalajacych na poréwnanie
dwoéch populacji nalezy zaliczy¢ test ¢. Pozwala on na poréwnanie wartosci
oczekiwanych w dwodch populacjach na podstawie pobranych niezaleznie prob. Na-
lezy on do grupy testow parametrycznych. Zwigzane sg z tym okreslone zatozenia.
Proby powinny by¢ pobrane z populacji o rozktadach normalnych, a w przypadku
prob o duzych liczebnosciach jest dopuszczalne, aby rozklad byt zblizony do
normalnego. Dodatkowo, jezeli znane jest odchylenie standardowe rozktadu o,
to jest wykorzystywany test, ktory w literaturze zwykle jest okreslany jako test z
[Kanji 2006]. Jezeli dysponujemy probkami z dwoch populacji o rozktadach
zero-jedynkowych, to dla poréwnania mozemy wykorzysta¢ test réwnosci
wskaznikoéw struktury. Test dla rowno$ci wariancji (test ) pozwala na nieco in-
ne spojrzenie na poréwnanie dwoch populacji. W tescie jest wykorzystywana
statystyka F. Pozwala on na poréwnanie wariancji w dwéch populacjach. Po-
dobnie jak w przypadku testu ¢ zaklada sie¢, ze proby pochodza z populacji o roz-
ktadach normalnych.

Inng grupg testow stanowia testy nieparametryczne. Do najwazniejszych te-
stow nieparametrycznych pozwalajacych na poréwnanie dwoch populacji nalezy
zaliczy¢ test Manna-Whitneya 1 test serii Walda-Wolfowitza [Blalock 1974].
Oba testy nie wymagaja spehnienia ostrych zalozen, jednak jako testy nieparame-
tryczne charakteryzuja si¢ niewielka moca. Powszechnie stosowane testy para-
metryczne wymagaja spetnienia ostrych zatozen dotyczacych postaci rozktadow.
Testy nieparametryczne charakteryzuja si¢ natomiast niewielkag mocg. Alterna-
tywnym rozwigzaniem jest stosowanie testow permutacyjnych [Efron i Tibshirani
1993]. Testy te nie wymagaja spelnienia zatozenia normalnosci rozktadow, co
jest niezbedne przy testach parametrycznych, a mimo to charakteryzujg si¢ po-
dobng moca.

1.2. Poréwnanie populacji wielowymiarowych

Porownujac populacje wielowymiarowe napotykamy problemy, ktére nie
wystepowaly przy podobnej analizie dla populacji jednowymiarowych. Dla
pewnych zmiennych (wspotrzednych wektora) wartosci oczekiwane moga by¢
jednakowe, a dla innych moga si¢ znacznie rézni¢. Wazne w takim przypadku
bedzie nie tylko stwierdzenie, ze wektory wartosci oczekiwanych nie s3 jedna-
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kowe, ale rowniez wskazanie, dla ktorych zmiennych wystepuja roznice w war-
tos$ciach oczekiwanych. Poza rdznicami w wartosciach oczekiwanych moga wy-
stepowac roéznice w macierzach wariancji-kowariancji, co w praktyce przektada
si¢ na inne wielowymiarowe ksztatty populacji.

Dla poréwnania wektorow wartosci przecietnych w dwoch populacjach
wielowymiarowych mozna wykorzystaé np. test 7° Hotellinga. Statystyka ta jest
uogodlnieniem statystyki ¢ wykorzystywanej dla pordwnania populacji ze wzgle-
du na jedng zmienng mierzalng. Dla stosowania tego testu jest wymagane spet-
nienie zatozenia, ze proby pobrano z populacji o wielowymiarowych rozktadach
normalnych [Rencher 2002].

Przyjmijmy, Ze pobrano dwie niezalezne proby x,,,X,,...,X;, : N, (1, X})

0raZ Xy, Xy, Xy, 1N, (,,X,). Zakladajac, ze macierze kowariancji sg
nieznane, ale jednakowe (X, = X, = X) do weryfikacji hipotezy o rownosci

wektorow $rednich:
Hy:p=n,

wykorzystywana jest statystyka [Rencher 2002]:

nn _ _ 1 = —
TP =—12(X,-X,)'S (X, -X,), (1)
l’l1 +n2
gdzie:
1 n _ _ Ny _ _
Sﬁl :m(; (Xli _Xl)(xll _XI)T +;(X2i _XZ)(XZi _Xz)TJ (2)

jest nieobcigzonym estymatorem wariancji 2.

Statystyka (1) ma rozklad Hotellinga. Wartosci krytyczne dla tej statystyki
wyznaczamy wykorzystujac fakt, ze statystyka:

F_nl+n2—p—1T2

- (n,+n,=2)p @

ma rozktad F' o p oraz m;+tny-p-1 stopniach swobody. Weryfikujac hipoteze
o rownos$ci wektorow warto$ci oczekiwanych, obszar krytyczny jest prawo-
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stronny. Statystyka (1) moze by¢ wykorzystana do weryfikacji hipotezy o jed-
nakowych wektorach wartosci przeci¢tnych, gdy jest spelnione zatozenie wie-
lowymiarowej normalno$ci rozwazanych wektoréw. Nieco zmodyfikowana
postac statystyki moze by¢ wykorzystana, jezeli np. znana jest posta¢ macierzy
kowariancji X.

A.C. Rencher przedstawia réwniez test dla porownania wariancji dla
dwoch populacji wielowymiarowych [Rencher 2002]. Do weryfikacji hipotezy
o identycznosci macierzy wariancji H, : X, = X, jest wykorzystywana staty-

styka:

B | Sl |V1/2 +|82 |v2/2

= ; “)
Vi+v,)/2
| Spl |( )

gdzie v = n; — 1, a S; jest macierzg kowariancji dla i-tej probki (i = 1, 2).

W praktyce badan statystycznych bardzo czgsto nie ma podstaw do przyje-
cia zatozenia o normalno$ci rozktadow. W takich przypadkach niezb¢dne sg na-
rzedzia pozwalajagce na poréwnanie dwoch populacji wielowymiarowych nie
przyjmujac dodatkowych zalozen np. odno$nie do postaci rozktadow.

2. Objetos¢ elipsoid ufnosci — poréwnanie
dwdch populacji wielowymiarowych

Rozwazmy dwie populacje o dwuwymiarowych rozktadach normalnych.
W kolejnych czesciach rysunku 1 przedstawiono wykresy rozrzutu dla probek
wylosowanych z dwodch populacji o rozktadach normalnych. Parametry rozkta-
dow normalnych byty identyczne tylko w przypadku przedstawionym na rysun-
ku 1a. W kolejnych czesciach rysunku populacje réznity si¢ wektorami warto$ci
oczekiwanych i/lub macierzami kowariancji. Odpowiednie przypadki zostaty
schematycznie przedstawione na rysunkach la-f. Na tych rysunkach zostaty
rowniez przedstawione elipsoidy ufnosci dla obu probek oraz dla proby bedace;j
mnogosciowa suma tych prob. Tylko dla przypadku a) rozkltady w populacjach
sg jednakowe. W przypadkach b-f rozktady nie sg identyczne. Krétka charakte-
rystyka rozwazanych rozktadow zostata przedstawiona ponizej:
a) rozktady identyczne (jednakowe wartosci oczekiwane, jednakowe macierze

wariancji),

b) rozne wartosci oczekiwane, jednakowe macierze wariancji,
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¢) jednakowe wartosci oczekiwane, rozne macierze wariancji (inne ksztatty),

d) jednakowe wartosci oczekiwane, rozne macierze wariancji (inny rozrzut),

e) jednakowe warto$ci oczekiwane, rdézne macierze wariancji (inny ksztatt
1 rozrzut)

f) rozne wartosci oczekiwane, jednakowe macierze wariancji.

-

@ © 0

Rys. 1. Dwie populacje — wzajemne potozenie

Jak tatwo zauwazy¢, w przypadku gdy probki pochodzg z populacji o roz-
nych rozktadach, elipsoida ufnosci dla sumy prob charakteryzuje si¢ wiekszym
polem (ogoélnie: wieksza objetoscia) niz elipsoida dla kazdej z dwoch prob. Dla
przedstawionych graficznie 6 przypadkow wzajemnego potozenia tylko
w pierwszym przypadku rozktady w dwoch populacjach sa jednakowe. Zasto-
sowanie testu 7° Hotellinga pozwoli wskaza¢ na réznice w populacjach
w przypadkach b) i ). W pozostalych wektory wartosci przecigtnych sa takie
same, ale inne sg macierze wariancji. Proponowany test powinien skutecznie
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wskazywa¢ wystepowanie roznic w rozktadach we wszystkich pigciu przypad-
kach (b-f), a jedynie w przypadku a) prowadzi¢ do stwierdzenia braku podstaw
do odrzucenia hipotezy. Do porownania rozktadéw zostanie wykorzystana sta-
tystyka:

T max {vold,volB,vol(A U B)}
min{volA,volB,vol(A U B)}

)

gdzie:

vol(A4), vol (B) oznaczaja objetos¢ elipsoidy (w przypadku dwuwymiarowym po-
le elipsy) ufnosci otrzymang na podstawie proby odpowiednio
z populacji 4 oraz B,

vol(A U B) oznacza objetos¢ elipsoidy (w przypadku dwuwymiarowym pole

elipsy) ufnosci otrzymana na podstawie potaczonych prob.
Statystyka (5) moze przyjmowac wartosci z przedziatu [1,+ o). W przy-

padku gdy rozklady populacji bgdg identyczne, wartos$ci statystyki beda bliskie

warto$ci 1. Duze wartosci statystyki 7 beda §wiadczyly o wystepujacych rézni-

cach w rozktadach populacji. Obszar krytyczny w proponowanym tescie jest

prawostronny.

3. Testy permutacyjne

Weryfikujac hipoteze Hy, musimy zna¢ wartosci krytyczne, ktore okresla
obszar odrzucenia tej hipotezy. W rozwazanym przypadku, rozktad statystyki te-
stowej jest nieznany — a wigc takze nie jest on stablicowany. Nie jest wiec moz-
liwe odczytanie warto$ci krytycznych. W takich sytuacjach bardzo pomocne be-
dzie zastosowanie testow permutacyjnych [Good 1994, s. 176]. Testy te nie
wymagaja zadnej wiedzy o rozkladzie wykorzystywanej statystyki. W ekspery-
mencie zastosowano test permutacyjny, w ktorym z uwagi na czas obliczen
ograniczono si¢ do N = 1000 permutacji (co dla wigkszosci przypadkow jest ilo-
$cig wystarczajaca) — [Hesterberg et al. 2003, s. 18-60], polegajacych na utwo-
rzeniu podgrup przez losowanie bez zwracania z sumy mnogosciowej prob po-
chodzacych z populacji 4 i B.



152 Jacek Stelmach, Grzegorz Konczak

Warto$¢ p-value testu permutacyjnego wyznaczono z zaleznosci:

card{ie{l,2,..,N}:T" >T}
N b

ASL = 6)

gdzie:
T* — warto$¢ statystyki obliczonej dla proby pierwotnej,
T; — wartos¢ statystyk obliczonych dla prob permutacyjnych.
Wartos$ci p-value mniejsze od przyjetego poziomu istotnosci a prowadza
do odrzucenia hipotezy o identycznos$ci rozktadow, a wigksze od a prowadza do

stwierdzenia o braku podstaw do odrzucenia hipotezy o identycznosci roz-
ktadow.

4. Analiza symulacyjna

Wszystkie analizy symulacyjne i obliczenia wykonano w programie R
(http://www.r-project.org). W symulacjach rozwazano populacje 5-wymiarowe.
Dane o wektorach wartosci oczekiwanych ga i gg oraz macierzach wariancji-
-kowariancji £, i1 Zg populacji przedstawia tabela 1. Kolejne wiersze tabeli (a-f)
koresponduja z prezentacjg graficzng na rysunku 1.

Tabela 1
Wektory wartoSci przecigtnych i macierze wariancji-kowarianc;i
przypadkéw testowych

Przypadek Ha Ms A Zp

a) [0, 0,0, 0, 0] [0, 0,0, 0, 0] I I

b) [0, 0,0, 0, 0] [1,1,1,1,1] I I

c) [0,0,0,0,0] [0,0,0,0,0] Z %,

d) [0, 0,0, 0, 0] [0, 0,0, 0, 0] I 1,71

e) [0,0,0,0,0] [0,0,0,0,0] I 23

f) [0, 0,0, 0, 0] [1,1,1,1,1] % 3
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Macierze wystepujace w tabeli 1 sa zadane nastgpujacymi wzorami:
I — macierz jednostkowa o wymiarach 5 x 5.

1 06 06 0 0]
06 1 06 06 0
X =(06 06 1 06 0
0 06 06 1 06
0 0 0 061

1 -0,6 0,6 0 0
-06 1 -0,6 0,6 0
X,=/06 -06 1 -06 O
0 0,6 -06 1 -0,6
0 0 0 -06 1

1 07 02 0 0]
07 1 07 02 0
X,=/02 07 1 07 02
0 02 07 1 07
0 0 02 07 1

Dla kazdego z przedstawionych w tabeli 1 przypadkéw rozwazano probki
o liczebnosciach n; = n, = 10, 20, 30 i 50. Dla tych przypadkéow generowano
1000-krotnie proby z populacji A oraz B. Nastepnie przyjmujgc poziom istotno-
sci a = 0,05 oraz wykorzystujac statystyke (5), przeprowadzano test permuta-
cyjny. Na tej podstawie wyznaczano oceny prawdopodobienstw odrzucenia hi-
potezy Hy.

Niezaleznie od powyzej opisanych symulacji wykonano analize Monte Car-
lo pozwalajaca poréwnaé whasnosci rozwazanego testu z klasycznym testem 7°
Hotellinga. W tym celu porownywano dwie populacje o dwuwymiarowych roz-

1 0
ktadach normalnych o parametrach p, =[0;0], X, :{0 1:| oraz
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1
l’I’B :[x;x]a EB =|:0

niono probki o liczebnosciach n; = n, = 10, 20, 30 i 50. Na podstawie N = 1000
symulacji dla kazdej takiej pary prob przeprowadzono test permutacyjny oraz T°
Hotellinga. W obu przypadkach wyznaczono liczb¢ odrzucen hipotezy o réwno-
sci wektorow wartosci przecietnych. Na tej podstawie otrzymano oceny praw-
dopodobienstw odrzucenia hipotezy Hj.

J , gdzie x = 0,1; 0,2; ...;2. W symulacjach uwzgled-

5. Wyniki

W analizach uwzglgdniono objetosci elipsoid ufnosci pokrywajacych wie-
lowymiarowa przestrzen z badanymi obserwacjami — z 95% prawdopodobien-
stwem, wykorzystujac procedury pakietu R. Wyniki analiz (dane porownywa-
nych populacji w tabeli 1) umieszczono w tabeli 2. Przedstawiono w niej oceny
prawdopodobienstw odrzucenia hipotezy o identyczno$ci rozkltadow S5-wymia-
rowych populacji (dla rozktadow identycznych — przypadek testowy a) oznacza
btad pierwszego rodzaju, dla pozostalych, w ktoérych symulowano réznice
w rozktadach — moc testu) — z poziomem istotnosci o = 0.05.

Tabela 2
Oceny prawdopodobienstw odrzucenia hipotezy o identycznosci rozktadéw
Liczebno$¢ proby
Przypadek
10 20 30 50
a) 0,036 0,037 0,048 0,037
b) 0,120 0,312 0,337 0,397
c) 0,897 1,000 1,000 1,000
d) 0,095 0,361 0,626 0,890
e) 0,486 0,969 1,000 1,000
f) 0,213 0,615 0,825 0,953

Dla przypadku identycznych rozktadéw populacji (wariant a) rozmiar pro-
ponowanego testu jest nieco mniejszy od przyjetego poziomu istotnosci a. We
wszystkich przypadkach, gdy rozktady nie sg identyczne, test dla wszystkich
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rozwazanych liczebnosci skutecznie wskazuje na wystgpujace roznice. Szcze-
g6lnie dobrze jest to widoczne dla prob o liczebnosci przynajmniej 30. Przecigt-
ny blad oceny szacowanych prawdopodobienstw we wszystkich analizowanych
sytuacjach jest mniejszy od 0,016.

Test permutacyjny

——10 obs.
——20 obs.
—=—30 obs.
50 obs.

prawdopodobienstwo
O O O O O O o o o

04 0506 070809 1 11121314 151617 1819 2 21

0 010203

parametr x

Rys. 2. Oceny prawdopodobiefistwa odrzucenia hipotezy zerowej dla testu permutacyjnego w za-
leznosci od réznicy w warto$ciach wspétrzednych x

Test T2-Hotellinga

0.9
0.8

0.7 1 ——10 obs.

0.6
0.5 —=—20 obs.

0.4 1 —=— 30 obs.
0.3 | -850 obs.
0.2
0.1

0 +—r T T T T T

0 010203040506070809 1 111213 141516171819 2 21

prawdopodobienstwo

parametr x

Rys. 3. Oceny prawdopodobienstwa odrzucenia hipotezy zerowej dla testu T2-Hotellinga w za-
leznosci od réznicy w warto$ciach wspdirzednych x
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Na rysunkach 2 i 3 zawarto wyniki analizy Monte Carlo — poréwnawczo
test permutacyjny ze statystyka testowa jak w (5) oraz test 7° Hotellinga dla
dwuwymiarowych prob o rozktadach rézniacych sie wektorami $rednich. R6zni-
c¢ w wartos$ciach wspotrzednych tych wektoréow opisuje parametr x wykresu le-
zacy na osi odcigtych. Badanie przeprowadzono dla réznych liczebnosci symu-
lowanych prob. Analizujac otrzymane w tej czeSci wyniki, mozna zauwazyc, ze
test 7° Hotellinga skuteczniej odréznia populacje rézniace si¢ wektorami warto-
sci $rednich. Poréwnan dokonano dla populacji o rozktadach normalnych, bo
tylko wowczas jest uprawnione poréwnanie tych dwoch testow. Stosowanie te-
stu 7° Hotellinga wymaga speienia zatozenia o normalnosci rozktadu w bada-
nych populacjach. Zaleta proponowanego testu permutacyjnego jest fakt, ze mo-
ze on by¢ stosowany dla populacji o dowolnych rozktadach.

Podsumowanie

Proponowana statystyka testowa, oparta na analizie objgtosci elipsoid ufno-
$ci obejmujacych badane proby pozwala na weryfikacje hipotez o identycznosci
rozktadéw, takze w przypadkach, w ktorych test 7° Hotellinga z uwagi na row-
no$¢ wartosci srednich z badanych prob nie doprowadzi do odrzucenia hipotezy.
Dodatkowo wykorzystanie testow permutacyjnych zwalnia z weryfikacji zaloze-
nia o zgodnosci badanych rozkladéow z rozkltadem normalnym wielowymiaro-
wym i nie wymaga tablicowania proponowanej statystyki testowej. Przepro-
wadzone badania symulacyjne wykazaty zadowalajace prawdopodobienstwo
odrzucenia hipotezy zerowej dla rozktadow roézniacych si¢ macierzg kowarian-
cji czy wektorem warto$ci przecigtnych juz dla prob o liczebnosci powyzej
30 obserwacji, a wysokie prawdopodobienstwo — dla liczebno$ci ponad 50 ob-
serwacji.

Przeprowadzona analiza Monte Carlo, porownujgca moc testow permuta-
cyjnego i T* Hotellinga, przeprowadzona dla rozktadéow dwuwymiarowych nor-
malnych, r6éznigcych si¢ tylko wektorem wartosci $rednich (a wige dla rozkta-
dow, do ktorych jest predystynowany test parametryczny 7° Hotellinga)
wykazata wigkszg moc testu parametrycznego. Niemniej jednak test permuta-
cyjny cechowal si¢ poréwnywalng wielkoscia bledu pierwszego rodzaju, a zdol-
no$¢ rozpoznawania réznigcych si¢ populacji osiagal dla réznicy wektorow war-
tosci srednich na poziomie [1.0; 1.0].
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ON THE COMPARISON OF TWO MULTIDIMENSIONAL POPULATIONS
USING THE CONFIDENCE ELLIPSOID VOLUMES

Summary

A comparison of two populations seems to be interesting and very common statisti-
cal problem. The most often way is to verify the hypothesis concerned the equality of
certain, characteristic parameter i.e. mean, standard deviation or fraction with parametric
or non-parametric tests. The authors propose to compare the distribution of two popula-
tions — comparing the confidence ellipsoid volumes. Since their distribution is unknown —
permutation tests were applied. A Monte-Carlo simulation let to compare power of these
tests with 7° Hotelling tests. Proposed methods can be used, when the assumptions for
parametric tests couldn’t be verified.



