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ZASTOSOWANIE PRAWIE
DOMINACJI STOCHASTYCZNYCH
W PRESELEKCJI AKCJI

Wprowadzenie

Dla inwestora instytucjonalnego, podobnie jak dla drobnego inwestora in-
dywidualnego, istotna jest liczba akcji tworzacych portfel (stopien dywersyfika-
cji) oraz liczba akcji rozpatrywanych jako zbior potencjalnych sktadnikoéw port-
fela. Mniejsza liczba akcji oznacza mniejsze koszty transakcji, tatwiej tez
zarzadzac portfelem zlozonym z mniejszej ilo§ci waloréw. Ograniczenie popula-
cji dostgpnych waloréw odbywa si¢ przez wstgpna selekcje (preselekcje), naj-
czesciej ustala sig¢ ranking spotek zgodnie z przyjeta przez inwestora zasada
[Kopanska-Brodka, 1999].

Wylonienie najlepszych potencjalnych sktadnikéw portfela poprzez zasto-
sowanie zasady dominacji stochastycznych (w ich tradycyjnym rozumieniu) nie
zawsze jest mozliwe ze wzgledu na nieporéwnywalno$é czesci akceji. Sytuacje,
w ktorych zasady dominacji stochastycznych nie rozstrzygaja wielu wydawato-
by si¢ oczywistych wyborow wymusilty ztagodzenie tych zasad przez sformuto-
wanie zasad prawie dominacji stochastycznych [Levy, 1992]. Wskazane przez
autorki pracy wlasno$ci prawie dominacji stochastycznych umozliwiaja porow-
nywanie wszystkich elementow zbioru losowych wariantow decyzyjnych i two-
rzenie ich rankingu. W pracy przedstawiono propozycje sposobu wykorzystania
prawie dominacji stochastycznych w procesie preselekcji akcji do portfela inwe-

stycyjnego.
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1. Prawie dominacje stochastyczne

Powszechnie akceptowanymi i obiektywnymi, nieparametrycznymi zasa-
dami wyboru sa dominacje stochastyczne. Symbolami Fy; i F, oznaczmy dys-
trybuanty odpowiadajace losowym wariantom decyzyjnym L1 i L2, a symbolem
S zbioér stanowiacy laczny zbior relatywnych wynikow L1 i L2. Zasady domina-
cji pierwszego (FSD) oraz drugiego rzedu (SSD) formuluje si¢ w nastepujacy
sposob [Hanoch, Levy 1969]:

FSD: L1 dominuje L2 w sensie dominacji stochastycznych pierwszego stopnia,
co zapiszemy L1 > gsp L2, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego » € S zachodzi
nier6wnos$¢ Fp(r) — Fa(r) < 0 oraz przynajmniej dla jednej wartosci » € S za-
chodzi Fy(r) — F1(r) < 0.

SSD: L1 dominuje L2 w sensie dominacji stochastycznych drugiego stopnia, co zapi-
szemy L1 > ssp L2, wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego » € S zachodzi nier6wnos$¢
Fﬁ) (r)— FS) (r)<0 oraz przynajmniej dla jednej wartosci » € S zachodzi

F () - FS (1) < 0, gdzie Y (1) = [F, () dt, FE (1) = [F (1) dt

Zasady dominacji stochastycznych czesto jednak nie prowadza do rozstrzy-
gnigcia, ktory z rozwazanych losowych wariantdow decyzyjnych jest lepszy
(cho¢ wybor wydaje sig oczywisty), co pokazuje prosty przyktad.

Przyklad 1
Wariant decyzyjny L1 to zysk 1 zl z prawdopodobienstwem 0,01 i 100 zi
z prawdopodobienstwem 0,99, za§ wariant L2 to pewny zysk wynoszacy 2 zl, co
zapisujemy L1 = ((1;0,01);(100;0,99)) oraz L2 = ((2;1)).

W rozwazanym przykladzie wariant decyzyjny L1 nie dominuje wariantu
L2 w sensie dominacji stochastycznych pierwszego i drugiego stopnia, choc
wigkszo$¢ ,,rozsadnych” decydentow (jesli nie wszyscy) bedzie preferowaé L1
nad L2. Ponadto, analizujac wykresy odpowiednich prawdopodobienstw skumu-
lowanych przedstawionych na rys. 1, stwierdzamy, ze obszar A odpowiadajacy
przedziatowi, w ktérym L2 dominuje L1 jest bardzo maty w stosunku do obsza-
ru B odpowiadajacemu przedziatowi, w ktorym L1 dominuje L2 w sensie domi-
nacji stopnia pierwszego. Mozna wigc powiedzieé, ze L1 ,,prawie” dominuje L2
w sensie dominacji stochastycznych stopnia pierwszego.
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Rys. 1. Wykresy dystrybuant dla wariantow losowych L1 1 L2

Rozwazajac podobne przyktady Leshno i Levy zaproponowali w 2002 r.
pewne ,,ztagodzenie” warunkéw dominacji stochastycznych w postaci koncepcji
prawie dominacji stochastycznych (ASD, almost stochastic dominance) —
[Leshno, Levy, 2002]. Odpowiednie warunki dla prawie dominacji stochastycz-
nych pierwszego i drugiego rzedu maja postac:

AFSD: L1 dominuje L2 w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia
pierwszego, co zapiszemy L1 > spsp L2, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje &,
0 <g<g* taki ze:

J.(FL](’")_FLz(”)) drS8I|FL1(r)_FL2(r)|dra

S, S
gdzie S jest lacznym zbiorem wynikéw wariantow losowych L1 i L2 oraz
S] = {}" S SZFLz(I’) < FLl(l’)}.

ASSD: L1 dominuje L2 w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia

drugiego ASSD, co zapiszemy L1 > sssp L2, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje €,
0 <g<g* taki ze:

J‘(FLl(”)_FLz(”)) drng‘|FLl(r)_FL2(r)|dr )

oraz
E(L1) > E(L2),
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gdzie S jest lacznym zbiorem wynikéw wariantéw losowych L1 i L2 oraz
S, ={reS,:F2(r)<F?(r)}. E(L1), E(L2) oznaczaja wartosci oczekiwane
rozwazanych losowych wariantow decyzyjnych L1, L2.

Zarowno dla prawie dominacji stochastycznych rzedu pierwszego, jak
i drugiego przyjmuje sig, ze warto§¢ parametru £ zwiazanego z obserwowanym
obszarem niezgodnosci powinna by¢ mniejsza niz e* = 0,5'.

W analizowanym wczesniej Przyktadzie 1, losowy wariant decyzyjny L1 nie
dominuje L2 w sensie dominacji pierwszego ani drugiego stopnia, jednak dominu-
je L2 w sensie AFSD dla & = 0,000103°. Podstawowa korzyscia jaka daje stoso-
wanie kryteriow prawie dominacji stochastycznych jest mozliwo$¢ ograniczenia
zbioru nieporéwnywalnych (ze wzgledu na inne kryteria) losowych wariantow de-
cyzyjnych. Ponadto prawie dominacje stochastyczne ujawniaja preferencje zgodne
z intuicja, podczas gdy warunki dominacji stochastycznych (w tradycyjnym rozu-
mieniu) moga nie potwierdza¢ intuicyjnych wyborow decydenta.

Przyklad 2

Rozpatrzmy nastepujace losowe warianty decyzyjne L3 = ((25;0,3);(38;0,3);(49;0,4))
oraz L4 = ((5;0,1);(28;0,5);(61;0,4)).

Dla pary wariantow L3 i L4 nie zachodzi dominacja w sensie kryteriow FSD (co
ilustruje rys. 2) oraz SSD (tab. 1-2).
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Rys. 2. Wykresy dystrybuant dla wariantow losowych L3 i L4

' W literaturze definiuje si¢ takze ¢* — AFSD oraz * — ASSD, gdzie ¢* oznacza wskaznik do-
puszczalnej niezgodnosci (ang. ,,allowed” area violation), przy czym 0 < ¢ < g* < 0,5 [Levy,
Leshno, Leibowitch, 2010].

2 Dla AFSD warto$é parametru & wyznacza si¢ obliczajac iloraz pola obszaru A i sumy pol ob-
szarow A i B.
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Wedhug kryterium AFSD podobnie jak wedlug kryterium ASSD wariantem do-
minujacym jest L4 (tab. 1-2).

Przyklad 3
Rozwazmy losowe warianty decyzyjne L5 = ((26;0,2);(30;0,5);(56;0,3)) oraz
L6 = ((10:0,1)(28;0,3);(46;0,6)).
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Rys. 3. Wykresy dystrybuant dla wariantow losowych L5 1 L6

Dla pary LS5, L6 brak dominacji w sensie kryteriow FSD, SSD oraz AFSD (tab.
1-2). Wedlug kryterium ASSD wariantem dominujacym jest L6. Dla kryterium
ASSD obie warto$ci parametru € sa mniejsze od 0,5, ponadto E(L5) = E(L6) o do-
minacji decyduje wowczas mniejsza wartos¢ parametru €, zatem L6 dominuje L5.

Tabela 1
Warto$ci parametréw dla wariantéw decyzyjnych L1-L6
Warianty decyzyjne
Parametr
L1 L2 L3 L4 L5 L6
E(L) 99,01 2,00 38,50 38,90 37,00 37,00

0,000103 dla (L1, L2)

0,519231 dla (L3, L4)

0,5 dla (L5, L6)

EAFSD

0,999897 dla (L2, L1)

0,480769 dla (L4, L3)

0,5 dla (L6, L5)

0,000103 dla (L1, L2)

0,038462 dla (L3, L4)

0,3 dla (L5, L6)

EASSD

0,999794 dla (L2, L1)

0,480769 dla (L4, L3)

0,2 dla (L6, L5)

Tabela 2
Dominacje dla wariantow decyzyjnych L1-L6
Kryterium decyzyjne Przyktad 1 Przyktad 2 Przyktad 3
FSD - - -
SSD - - -
AFSD L1>12 L4>13 -
ASSD L1>12 L4>13 L6>L5
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Wzajemne zaleznos$ci pomigdzy kryteriami FSD, SSD, AFSD i ASSD ilu-
struje diagram na rys. 4.

FSD —— SSD

I

AFSD ——> ASSD

Rys. 4. Zaleznosci pomigdzy kryteriami decyzyjnymi FSD, SSD, AFSD i ASSD

Zaleznosci te znajduja potwierdzenie w literaturze [Leshno, Levy, 2002; Levy,
1992].

3. Kryterium prawie dominacji stochastycznych
w tworzeniu rankingu akgc;ji

Relacje dominacji stochastycznych pierwszego, drugiego i wyzszych rze-
dow sa porzadkiem czg$ciowym [Dentcheva, Ruszczynski, 2003]. W zbiorze lo-
sowych wariantow decyzyjnych moga wigc wystapic¢ elementy nieporownywal-
ne (ze wzgledu na kryterium decyzyjne w postaci dominacji stochastycznych
okreslonego stopnia), co uniemozliwia utworzenie ich rankingu. Relacja prawie
dominacji stochastycznych stopnia drugiego dla (¢* = 0,5) jest rbwniez porzad-
kiem czesciowym. Co wigcej, badajac relacje prawie dominacji stochastycznych
pierwszego i drugiego stopnia na zbiorze (r6znych) losowych wariantéw decy-
zyjnych zauwazono pewne ciekawe wlasnosci dotyczace wartosci parametrow e.
Dla dowolnych (réznych) wariantdow decyzyjnych Li oraz Lj zachodzi:

(1) earsp(Li, Lj) + earsn(Ly, Li) = 1,

(2) eassp(Li, Lj) + eassp(Lyj, Li) = max{earsp(Li, Lj), earsp(Lyj, Li)},

gdzie earsp(Li, Lj) oznacza udziat obszaru niezgodnos$ci z dominacja pierwszego
stopnia Li nad Lj, w obszarze zawartym pomigdzy dystrybuantami Fy; i Fyj, na-
tomiast €apsp(Lj, Li) oznacza udzial obszaru niezgodnosci z dominacja pierw-
szego stopnia Lj nad Li, w obszarze zawartym pomigdzy dystrybuantami Fy;
1 Fyj, za$ parametry eassp(Li, Lj) oraz eassp(Lj, Li) oznaczaja odpowiednie
udziaty obszarow niezgodno$ci dla dominacji stopnia drugiego w obszarze za-
wartym pomigdzy dystrybuantami Fy; i Fy;. Dla dowolnych dwoch réznych wa-
riantow decyzyjnych Li oraz Lj mamy wigc Li > ossp Lj lub Lj > assp Li Iub Li~
assp Lj. Przy czym Li~ assp Lj 0znacza, ze warianty losowe Li oraz Lj sa indyfe-
rentne, tzn. E(Li)=E(Lj) oraz €assp (Li, Lj) = eassp (Lj, Li) = 0,25. Wskazane
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wlasnosci oznaczaja, ze relacja prawie dominacji stochastycznych stopnia dru-
giego (dla ¢* = 0,5) pozwala na poréwnanie wszystkich elementéw zbioru loso-
wych wariantow decyzyjnych i utworzenie ich rankingu.

W tworzeniu rankingu losowych wariantéw decyzyjnych wykorzystamy za-
proponowang przez Frencha reprezentacje funkcyjna relacji preferencji (ang.
agreeing ordinal value function) — [French, 1993, s. 61-101]. Niech L oznacza
zbior rozwazanych (r6znych) losowych wariantow decyzyjnych, reprezentacja
funkcyjna relacji preferenciji jest funkcja h: L>N w{0}, definiowana nastgpujaco:

h(Li)={ilos¢ losowych wariatow Lj € L takich, ze Li > Lj lub Li ~ Lj}.

Funkcja ta pozwala na przyporzadkowanie danemu losowemu wariantowi
decyzyjnemu liczby oznaczajacej ilos¢ zdominowanych i indyferentnych warian-
tow losowych ze zbioru L. Otrzymane warto$ci okreslaja miejsca w rankingu od-
powiednich klas obojetnosci (tworzonych z wariantow losowych o takiej samej
wartosci funkcji h). Pierwsze miejsce w rankingu zajmuje klasa obojetnosci, ktorej
odpowiada najwigksza z otrzymanych warto$¢ funkcji h(Li), za$ ostatnie miejsce
w rankingu zajmuje klasa obojetnosci z najmniejsza wartoscia h(Li).

Proponowana w pracy metodyke tworzenia rankingu akcji na podstawie
kryterium prawie dominacji stochastycznych zastosowano dla danych rzeczywi-
stych. Przeanalizowano relacje prawie dominacji stochastycznych AFSD i ASSD
(dla &* = 0,5) na zbiorze A={Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9} zawieraja-
cym dziewig¢ rdéznych spotek notowanych na Gieldzie Papieréw Wartosciowych
w Warszawie. Wéroéd wybranych znalazly si¢ spotki nalezace do trzech sekto-
row, ktorych indeksy miaty najwyzsze stopy zwrotu od stycznia do pazdziernika
2012 r. Byly to sektory: chemia, paliwo oraz surowce. Z kazdego z rozwazanych

sektorow wybrano po trzy spoiki:
A={A1-PULAWY, A2-SYNTHOS, A3-AZOTYTARNOW, A4-PKNORLEN,
A5-LOTOS, A6-PGNIG, A7-KGHM, A8-JSW, A9-BOGDANKA}.

Zestawienie wartosci parametrow ¢ dla prawie dominacji stochastycznych
pierwszego 1 drugiego stopnia przedstawiono w tab. 3-4. Dla dowolnych (r6z-
nych) akcji Ai, Aje A zachodzi:

(1) earsp (Al, Aj) + earsp (Aj, Ai) =1,
(2) eassp (Al, Aj) + eassp (Aj, Ai) = max{earsp (Al, Aj), €arsp (Aj, Al)}.

Oznacza to, ze w rozwazanym zbiorze A nie ma elementow nieporéwny-
walnych ze wzgledu na badana relacje ASSD. Co wigcej, w badanym zbiorze A
wszystkie elementy sa porownywalne juz ze wzgledu na kryterium AFSD
(tab. 3).
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Tabela 3
Wartosci parametrow €arsp(Ai,Aj) dla akcji A1-A9
earsp(ALA)) | Al A2 A3 Ad A5 A6 A7 A8 A9
Al 0,37269 | 0,60325 | 0,41137 | 0,42851 | 0,54046 | 0,34908 | 0,26255 | 0,30723
A2 0,62731 0,65070 | 0,54582 | 0,56109 | 0,61315 | 0,47310 | 0,51499 | 0,47202
A3 0,39675 | 0,34930 0,32771 | 0,35056 | 0,46174 | 0,30433 | 0,29619 | 0,26190
A4 0,58863 | 0,45418 | 0,67229 0,52051 | 0,59607 | 0,34085 | 0,45885 | 0,40138
AS 0,57149 | 0,43891 | 0,64944 | 0,47949 0,59981 | 0,36717 | 0,45105 | 0,36640
A6 0,45954 | 0,38685 | 0,53826 | 0,40393 | 0,40019 0,36495 | 0,37965 | 0,35330
A7 0,65092 | 0,52690 | 0,69567 | 0,65915 | 0,63283 | 0,63505 0,54219 | 0,49127
A8 0,73745 | 0,48501 | 0,70381 | 0,54115 | 0,54895 | 0,62035 | 0,45781 0,42413
A9 0,69277 | 0,52798 | 0,73810 | 0,59862 | 0,63360 | 0,64670 | 0,50873 | 0,57587
Tabela 4
Wartos$ci parametréw gxssp(Ai,Aj) dla akeji A1-A9
eassp(ALA]) | Al A2 A3 A4 AS A6 A7 A8 A9

Al 0 0,36913 | 0,01637 0 0,09238 0 0,13318 | 0,05477
A2 0,62731 0,65070 | 0,54582 | 0,56109 | 0,45058 | 0,34233 | 0,51499 | 0,47202
A3 0,23412 0 0,03814 0 0,05510 | 0,00247 | 0,15044 | 0,13127
A4 0,57226 0 0,63415 0,11371 | 0,24710 0 0,44134 | 0,37199
AS 0,57149 0 0,64944 | 0,40679 0,26404 | 0,02972 | 0,44278 | 0,36640
A6 0,44808 | 0,16256 | 0,48316 | 0,34897 | 0,33577 0,22653 | 0,37965 | 0,35330
A7 0,65092 | 0,18457 | 0,69319 | 0,65915 | 0,60311 | 0,40852 0,54219 | 0,48974
A8 0,60427 0 0,55337 | 0,09981 | 0,10617 | 0,24070 0 0,04270
A9 0,63800 | 0,05597 | 0,60683 | 0,22663 | 0,26721 | 0,29340 | 0,01899 | 0,53317

Ustalone relacje prawie dominacji stochastycznych stopnia pierwszego po-
krywaja si¢ z relacjami prawie dominacji stochastycznych stopnia drugiego. Od-
powiadajace poszczegdlnym akcjom wartosci funkcji h(Ai) zawiera tab. 5.

Tabela 5
Relacje prawie dominacji stochastycznych AFSD i ASSD
oraz wartosci funkcji h(Ai) dla akcji A1-A9
ASSD Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 h(Ai)
Al > =< > > =< > > > 6
A2 =< =< =< =< =< - =< - 2
A3 > >~ > > > = > >~ 8
A4 =< > =< =< < > > > 4
AS =< > =< > < > > > 5
A6 - > =< >~ - - >~ - 7
A7 =< < =< =< =< =< =< - 1
A8 < > < < < < = 2= 3
A9 < =< =< < < < =< < 0
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Wyznaczone wartosci funkcji h(Ai) stanowia podstawe do utworzenia ran-
kingu rozwazanych akcji. Otrzymane rézne wartosci funkcji h(Ai) dla akcji
A1-A9 oznaczaja, ze kazda z klas obojgtnosci bedzie zawierata tylko jeden ele-
ment. Pierwsze miejsce w rankingu zajmie zatem akcja, ktorej odpowiada najwigk-
sza z otrzymanych warto$¢ funkcji h(Ai), za$ ostatnie miejsce w rankingu zajmuje
walor z najmniejsza warto$cia h(Ai). Wyniki rankingu przedstawia tab. 6.

Tabela 6
Rankingi akcji A1-A9 wedlug kryterium AFSD i ASSD
Ranking AFSD (lub ASSD)
1 A3
2 A6
3 Al
4 AS
5 Ad
6 A8
7 A2
8 A7
9 A9

Wedhug kryterium prawie dominacji stochastycznych pie¢ najlepszych
spotek w rozwazanym zbiorze to: AZOTY TARNOW, PGNIG, PULAWY, LO-
TOS oraz PKNORLEN.

Podsumowanie

Przedstawiona w pracy propozycja tworzenia rankingu akcji na podstawie
relacji prawie dominacji stochastycznych ASSD jest mozliwa dzigki szczegdl-
nym wlasnosciom tych relacji, ktérych nie posiadaja zwykle dominacje stocha-
styczne. Czgsto tez w przypadku prawie dominacji stochastycznych rozstrzyga-
jaca jest juz dominacja stopnia pierwszego, co zaprezentowano w przykladzie
dotyczacym danych rzeczywistych pochodzacych z Gieldy Papierow Warto-
sciowych w Warszawie. Dla danej listy rankingowej, preselekcja odbywa si¢ ze
wzgledu na ograniczenie liczebnos$ci albo ze wzgledu na warto$¢ parametru, we-
dtug ktorego zostat dokonany ranking.
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ALMOST STOCHASTIC DOMINANCE IN STOCKS PRESELECTION
Summary

The stochastic dominance rules are a very popular tool in the support of decision
making in various fields of economics and management. However the selection of the
best alternative on the basis of stochastic dominance is sometimes impossible due to in-
comparability of alternatives. Some particular properties of almost second degree sto-
chastic dominance (which stochastic dominance do not posses) allow to compare all
elements of the set of random alternatives and to build a ranking of them.

The aim of the article is to propose a stocks preselection method based on almost
stochastic dominance. Our method allow to determine the set of the best stocks and the-
reby to reduce the number of stocks as a potential elements of a portfolio. Such reduction
is very important nowadays because with every year more and more stocks are quoted on
Stock Exchange in Warsaw.
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