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Wprowadzenie

Modele mieszanek, ktorych sktadowe sa charakteryzowane przez rozklady
prawdopodobienstw (tzw. rozktady sktadowe mieszanki) od dawna znajduja
swoje zastosowanie w taksonomii. Modele mieszanek rozkladéw dla zmiennych
jakosciowych (mierzonych na skalach stabych), zwane sa rowniez modelami
(latent class models) lub analiza klas ukrytych (latent class analysis).

W ostatnim czasie coraz bardziej na popularnosci zyskuja modele klas
ukrytych dla danych panelowych czy szeregéw czasowych, gdzie celem jest juz
nie tylko podzial obserwacji na homogeniczne grupy, ale rowniez pewna analiza
zmian w czasie r. W tym przypadku sa stosowane ukryte modele Markowa
(latent Markov model), ktore bardzo czesto wykorzystywane sa w naukach spo-
tecznych. Modele te sg stosowane rowniez w psychologii do modelowania pro-
cesOW uczenia si¢ [zob. np. (Wickens, 1982; Schmittmann et al. 2006, s. 2079-
2091)]. W ekonomii modele te zwane sa rowniez modelami o zmiennych rezi-
mach [zob. np. (Kim, 1994, s. 1-22; Ghysels, 1994, s. 289-298)]. Wsrod innych
zastosowan nalezy rowniez wymieni¢ rozpoznawanie mowy (Rabiner, 1989,
s. 267-295) oraz réznego rodzaju badania genetyczne [zob. np. (Krogh, 1998,
s. 45-63)]. W tego rodzaju aplikacjach modele te sa nazywane modelami ukryte-
go tancucha Markowa (hidden Markov models). W modelach LMM sa najczg-
$ciej analizowane krotkie, wielowymiarowe szeregi czasowe o duzej liczbie ob-
serwacji (dane panelowe), natomiast modele HMM sg stosowane glownie do
dtugich, jednowymiarowych szeregdw czasowych pojedynczych procesow lub
jednostek. Bardziej szczegotowe informacje na temat tego rodzaju modeli moz-
na znalez¢é w pracach Zucchini i Mac Donald (2009), a takze Frithwirth-
Schnatter (2006), jak réwniez Cappe, Moulines i Ryden (2005).
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W literaturze (Visser i Speekenbrink, 2010, s. 1-2) mozna rowniez spotkaé
si¢ z terminem zalezne modele mieszanek (dependent mixture model) na okre-
$lenie zar6wno modeli LMM, jak i HMM.

1. Ukryty model Markowa - definicja

W ukrytym modelu Markowa badana jest funkcja ggstosci wielowymiaro-
wego szeregu czasowego f(Y,), w ktorym ukryta struktura przejs$cia jest zdefi-
niowana za pomocg procesu Markowa. W modelu tym dyskretna zmienna loso-
wa X nie jest bezposrednio mierzalna, a stany tancucha nazywa si¢ ukrytymi.

Ukryty model Markowa mozna zapisa¢ jako:

=Y O X D[/ 1 X, ()
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gdzie:

X)) — funkcja gestosci rozktadu poczatkowego,

X |XH) — prawdopodobienstwo przejscia, ktore okresla prawdopodobienstwo
bycia w ukrytym stanie w czasie ¢, pod warunkiem bycia w tym
stanie w czasie ¢ — /. Ukryta macierz przejscia A o elementach a,,
oznacza prawdopodobienstwo przejécia z ukrytego stanu s do stanu
rt. ay=PX,=r | X1 = 9):

a4y,
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Suma prawdopodobienstw w kazdym wierszu macierzy A jest row-
na jeden.
Y, | X;) — funkcja gestosci rozktadu wielowymiarowego.

Ukryty model Markowa opiera si¢ na dwoch glownych zatozeniach:

Ciag ukrytych standéw jest zgodny z tancuchem Markowa, tj. X; jest zalezny
jedynie od stanu poprzedniego (wystapienie kazdego kolejnego stanu ukrytego
tancucha Markowa zalezy wylacznie od jego poprzednika).

Obserwacje w kazdym czasie sa niezalezne pod warunkiem znajomosci
ukrytego stanu X,. Oznacza to, ze obserwacja w czasie ¢ zalezy tylko od ukrytego
stanu w czasie ¢, co bardzo czgsto odnosi si¢ do zatozenia o lokalnej niezalezno-
$ci, ktora jest gltownym zatozeniem catej grupy modeli ze zmiennymi ukrytymi.



60 Ewa Genge

2. Estymacja parametréw i wybor modelu

Estymacja ukrytych modeli Markowa sprowadza si¢ m.in. do oszacowaniu
parametréw rozktadow sktadowych, jak rowniez parametréw macierzy ukrytych
prawdopodobienstw przej$¢. Parametry wspomnianych modeli szacowane sa za
pomoca funkcji najwigkszej wiarygodnosci. Popularna metoda szacowania pa-
rametrow najwigkszej wiarygodnosci jest algorytm EM (Dempster et al., 1997,
s. 1-38) lub zmodyfikowana wersja tego algorytmu, tj. algorytm Bauma—Welcha
(Baum, Petrie, 1966, s. 1554-1563), wykorzystywana w pakiecie depmixS4.
W algorytmach tych jako brakujace dane traktuje si¢ informacje¢ o przynalezno-
$ci obiektow do poszczegolnych stanoéw . W kroku E sa wyznaczane oceny pa-
rametréow ukrytego modelu Markowa, wykorzystujac prawdopodobienstwa a po-
steriori otrzymane w poprzedniej iteracji. W kroku M, na podstawie uzyskanych
ocen parametrow (w kroku E), sa wyznaczane nowe wartosci prawdopodo-
bienstw a posteriori. Procedure¢ iteracyjna kontynuuje si¢ do momentu, gdy
prawdopodobienstwa a posteriori otrzymane w kolejnych dwach iteracjach bgda
rozni¢ sig nieznacznie, np. dla €= 0,01.

W modelach klas ukrytych na poczatku sprawdza si¢ dopasowanie dla licz-
by stanéw rownej jeden. W kolejnych krokach zwigksza sig liczbg stanéw o je-
den, tak dlugo az model osiagnie najlepsze dopasowanie. Nalezy jednak pamig-
ta¢, ze wraz z dodatkowa liczba stanow, wzrasta liczba szacowanych
parametrow modelu. Dlatego sa najczesciej wykorzystywane kryteria informa-
cyjne, bedace wyrazem kompromisu pomiedzy jakoscia dopasowania a ztozono-
scia modelu. Do najbardziej popularnych kryteriow informacyjnych zaliczane
sa: Bayesowskie kryterium informacyjne Schwarza BIC (Bayesian Information
Criterion), kryterium informacyjne Akaike AIC (4kaike Information Criterion).
Kryteria te moga dawaé niejednoznaczne wskazania co do oceny modeli klas
ukrytych.

Porownania réznych kryteriow informacyjnych mozna znalez¢ m.in. w pra-
cach McLalchlan i Peel (2000, s. 81-116), Biernacki et al. (1999, s. 49-71), Boz-
dogan (2000, s. 62-91), Witek (2011, s. 191-197). W czgsci empirycznej pracy
wykorzystano dwa najbardziej popularne kryteria, tj. BIC oraz AIC. Kryteria te
sa stosowane w celach porownawczych modeli o r6znej liczbie klas.

W ukrytych modelach Markowa liczba standw i przynaleznosé obiektow poczatkowo jest nie-
znana, dlatego tez informacje te sa traktowane jako brakujace dane. Zastosowanie znajduja tu
dlatego algorytmy, tj. EM, czy algorytm Bauma—Welcha.
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3. Analiza empiryczna

Analize klas ukrytych przeprowadzono na podstawie danych panelowych
pochodzacych z Polskiego Generalnego Sondazu Spotecznego (2013). W niniej-
szym artykule rozwazano dane z dwoch ostatnio opublikowanych lat, tj. z roku
2009 oraz 2011. Analiza zostala przeprowadzona z uwzglednieniem siedmiu
zmiennych i z pominigciem odpowiedzi ,,nie wiem”. Badana préba liczyta 1509
obserwacji w kazdym z analizowanych lat (3018 tacznie).

W przykladzie wykorzystano siedem zmiennych Vi, ... , ¥;. W nawiasie
podano oryginalne nazwy ze zbioru udostgpnianego na stronie internetowej, lite-
ra e poprzedzajaca symbol zmiennej (np. a5) dotyczy badania w roku 2009, za$
litera f — badania w roku 2011.

1. Y, (epl01_1, fp98 1, gp_104_1): Zrédto utrzymania gospodarstwa (1 — pra-
cownikéw; 2 — rolnikéw; 3 — pracujacych na wlasny rachunek; 4 — emery-
tow; 5 — rencistow; 6 — utrzymujacych si¢ z niezarobkowych zrédetl innych
niz emerytura czy renta; 7 — kilka rownie waznych zrodet utrzymania).

2. Y, (ef2, fF2): Laczna warto$¢ posiadanych przez gospodarstwo domowe oszczed-

nosci (1 — do wysokosci miesiecznych dochoddéw gospodarstwa; 2 — powyzej

miesigcznych do 3 miesigcznych dochodow; 3 — powyzej 3 miesigcznych-do pot-
rocznych dochodow; 4 — powyzej potrocznych do rocznych dochodéw; 5 — po-
wyzej rocznych dochodoéw gospodarstwa domowego, 6 — trudno powiedziec).

Y; (ef3_1, fF3_1): Lokaty w bankach w ztotych (1 — tak; 2 — nie).

Yy (ef3_2, fF3 2): Lokaty w bankach w walutach obcych (1 — tak; 2 — nie).

Ys (ef3_3, fF3_3): Obligacje (1 — tak; 2 — nie).

Ys (ef3_6, fF3_6): Inwestycje w papierach wartosciowych (1 — tak; 2 — nie).

Y7 (ef 10, fF10): Sytuacja materialna gospodarstwa domowego (1 — pogor-

szyla sig; 2 — poprawila sie; 3 — nie zmienita sig)".

W badaniach wykorzystano pakiet depmixS4 programu R.

Chcac wybra¢ optymalna ukryta liczbe standw, obliczono wartosci kryteriow
informacyjnych AIC oraz BIC. Kryterium BIC wskazato minimalna warto$¢ dla
liczby stanow rownej trzy (rysunek 1). Niewiele wigksza warto§¢ otrzymano dla
czterech stanow, w przypadku kryterium AIC. W takich sytuacjach czgsto wybie-
rane sa modele mniej ztozone (Collins i Lanza, 2011, s. 100-103), dlatego tez
w dalszej czesci pracy analizowano model o trzech stanach ukrytych.

A A e

* Zmienne Y; — Y dotycza pytan o posiadanie np. lokat bankowych czy obligacji. Zmienna Y5
odnosi si¢ do pytania o sytuacj¢ materialng gospodarstwa domowego, w porownaniu do sytuacji
sprzed dwoch lat.
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Rys. 1. Wartosci kryterium BIC dla r6znej liczby stanow

Nastgpnie szacowano ukryty model Markowa dla zmiennych Y; — 17.

W stanie pierwszym, stanowiacym 35% wszystkich respondentow (1071
respondentéw), najwigksza czg$¢ stanowia emeryci (49%) oraz gospodarstwa
pracownikow (33%). Mozna tu znalez¢ rowniez 6% odsetek rolnikow. Dominuja
osoby posiadajace oszczednosci o wartosci od trzech miesigcy do potrocznego
dochodu (33%), niewiele mniej — 22% o0s6b posiada oszczednosci o wartosci
wyzszej niz potroczny dochdd gospodarstwa, prawie tyle samo (21%) respon-
dentéw posiada rowniez oszczgdnosci o warto$ci nizszej niz ich trzymiesigczny
dochod. Az 17% badanych zgromadzito oszczgdnosci powyzej rocznych docho-
dow gospodarstwa domowego. 91% o0so0b posiada oszczg¢dno$ci na lokatach
w zlotowkach, a 7% ankietowanych ma rowniez oszczgdnosci na lokatach w wa-
lutach obcych. 6% badanych w tym stanie stanowia osoby posiadajace obligacje
oraz 4% respondentow posiada jakiekolwiek inwestycje w papierach wartoscio-
wych. Najwigkszy odsetek w tej grupie stanowia gospodarstwa domowe, ktore
oceniaja, ze w porownaniu do sytuacji materialnej sprzed dwoch lat ich stan nie
ulegt zmianie (78%), 12% respondentow twierdzi, ze sytuacja materialna ich go-
spodarstwa domowego ulegta pogorszeniu, natomiast 10% jest zdania, Ze ich sy-
tuacja materialna byta gorsza niz obecnie.

Stan drugi jest stanem najmniej licznym — nalezy tu 27% wszystkich ankie-
towanych (816 respondentéw). Najwigkszy odsetek w tej grupie osob stanowia
gospodarstwa pracujace (79%). W odroznieniu od stanu pierwszego niemata
czes¢ tej grupy stanowia rowniez osoby pracujace na wilasny rachunek (prawie
16%). Jesli chodzi o taczng warto$¢ zgromadzonych oszczednosci, grupa ta jest
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zdecydowanie bardziej zréznicowania. Najwigksza czgs$¢ tej grupy stanowia go-
spodarstwa o oszczedno$ciach powyzej 3-miesigcznych do poétrocznych docho-
doéw (25%), jak rowniez o oszczednosciach do 3-miesiecznych dochodéw
(25%). 17% ankietowanych posiada oszczednosci w wysokosci do rocznych do-
chodow gospodarstwa, a 11% powyzej rocznych dochodéw gospodarstwa do-
mowego. Osoby posiadajace oszczednosci o wartosci ponizej jednego miesiaca
dochodow stanowia 12% tej grupy. Jezeli chodzi o lokowanie zgromadzonych
oszczednosci, grupa ta cechuje si¢ rowniez wigkszym zréznicowaniem. 75% an-
kietowanych posiada oszczednos$ci zgromadzonego na rachunkach w polskiej
walucie. Ankietowani tego stanu wypadaja lepiej, w przypadku oszczgdnos$ci
zgromadzonych na rachunkach w walutach obcych — 10 % gospodarstw domo-
wych. Ponad 5% ankietowanych w tej grupie posiada obligacje oraz 5% inwe-
stuje rOwniez w papiery wartoSciowe. W stanie tym najmniejszy odsetek re-
spondentoéw (8%) twierdzi, ze sytuacja materialna ich gospodarstwa domowego
jest gorsza od sytuacji sprzed dwoch lat. Prawie potowa (45%) jest zdania, ze ich
sytuacja materialna jest lepsza niz przed dwoma laty. Nieco wigcej ankietowa-
nych (47%) w tej klasie nie odnotowato Zzadnej zmiany w sytuacji materialne;
ich gospodarstw domowych.

Do stanu trzeciego zaliczono najwigcej badanych, tj. 1131 oséb (37%).
Najwigkszy odsetek stanowia tu gospodarstwa pracujace (46%) oraz osoby
przebywajace na emeryturze (34%). Znalez¢ tu réwniez mozna 6% osob pracu-
jacych na roli. Ponad 40% badanych posiada oszczg¢dnosci o wartos$ci nie wyz-
szej niz trzymiesigczny oraz jednomiesigczny dochod gospodarstwa (stosownie
43% 1 41%). Tylko 10% ankietowanych posiada oszczedno$ci nie wyzsze niz
warto$¢ potrocznego dochodu, 6% gospodarstw nie sprecyzowato wartosci po-
siadanych przez nie oszczednosci. W stanie tym znajduje si¢ najnizszy odsetek,
w poroéwnaniu do stanu pierwszego i drugiego, osob posiadajacych oszczgdnosci
w walucie polskiej (57%). Jezeli chodzi o inne formy oszczednosci, grupa ta
réwniez najmniej ch¢tnie odktada $rodki na kontach w walucie obcej (0,2%) czy
zakupuje obligacje (0,1%). Znikomy jest rowniez odsetek osob inwestujacych
w papiery warto§ciowe. W stanie tym najwigcej ankietowanych, bo az 26% go-
spodarstw domowych twierdzi, ze ich sytuacja materialna jest gorsza od sytuacji
sprzed dwoch lat. Tylko 7% twierdzi, Zze ich sytuacja materialna jest lepsza niz
przed dwoma laty. Natomiast rowniez najwigkszy odsetek tej grupy stanowia
gospodarstwa, ktore nie odnotowaty poprawy ich sytuacji materialnej (67%).

Oszacowane prawdopodobienstwa przejscia ukrytego modelu Markowa,
obrazujace stabilno$¢ pozostania w danym stanie w kolejnych okresach zostaty
przedstawione w tabeli 1.
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Prawdopodobienstwa przejécia dla trzech stanow

Stan s/Stan r Stan 1 Stan 2 Stan 3
Stan 1 0,46 0,23 0,31
Stan 2 0,34 0,40 0,26
Stan 3 0,27 0,25 0,48

Tabela 1

Wynika z tego, ze gospodarstwa bgdace w danym stanie maja najwigksza
tendencj¢ do pozostawania w nim w kolejnym okresie (na co wskazuja najwyz-
sze prawdopodobienstwa na gtownej przekatnej macierzy przejscia). Najwigksze
prawdopodobienstwo pozostania w tym samym stanie ma stan trzeci, kolejno
pierwszy i drugi. Niestety osoby, ktdre cechuja si¢ najmniejsza sklonnoscia do
oszczgdzania (stan trzeci) najprawdopodobniej nie zmienig swych przyzwycza-
jen. Jezeli jednak uda im si¢ zmieni¢ swoje nastawienie czy pokonaé rdznego
rodzaju bariery, to bardziej prawdopodobne okazuje si¢ przejscie do stanu
pierwszego, tj. az; = 0,27, anizeli do stanu drugiego (as; = 0,25). Niewiele
mniejsze szanse na pozostanie w danym stanie w nastgpnym okresie maja row-
niez respondenci nalezacy do stanu pierwszego (a;; = 0,46). Jezeli zmienia swo-
je nastawienie, to rowniez dla nich mniej prawdopodobne okazuje sig przejs$cie
do stanu drugiego (do stanu o najwigkszym odsetku oséb najlepiej postrzegaja-
cych sytuacje¢ materialng swego gospodarstwa), chetnie oszczedzajacych w obcej
walucie. Ankietowani nalezacy do stanu oséb dywersyfikujacych swoje
oszczednosci i1 ktorych sytuacja materialna ulegta poprawie w ciagu ostatnich lat
(do stanu drugiego), cechuja si¢ najnizsza tendencja pozostania w tym stanie
(ax» = 0,40). Dla tej grupy osob istnieje jednak wigksze prawdopodobienstwo
przejscia do stanu o wigkszej sktonnosci do oszczedzania (tj. stanu 1), anizeli do
grupy 0sob najmniej chetnie oszczgdzajacych (stan 3).

Podsumowanie

W artykule przedstawiono przyklad zastosowania ukrytego modelu Mar-
kowa w ocenie sktonnos$ci do oszczgdzania w naszym kraju. Przedstawiona ana-
liza empiryczna umozliwita podziat respondentéw na podstawie odpowiedzi
udzielonych w badaniu panelowym prowadzonym co dwa lata przez prof. Cza-
pinskiego. Wyodrebniono trzy stany o podobnych wzorcach zachowan i postaw
dla polskich respondentéw. Oszacowano réwniez ukryte prawdopodobienstwa
pozostania w wyodrgbnionych stanach.
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Do stanu pierwszego zaliczono gldwnie emerytéw oraz osoby pracujace,
oceniajace swoja sytuacje materialna jako stabilng (najwiekszy odsetek osob,
twierdzacych, ze sytuacja materialna ich gospodarstwa nie ulegta zmianie). Sq to
osoby zabezpieczone finansowo, oszczedzajace glownie w tradycyjny sposob.
Stan drugi wyr6znia pewna odwaga w inwestowaniu swych oszczedno$ci (inne
formy anizeli oszczednosci na rachunkach w walucie polskiej) oraz pozytywna
ocena swej sytuacji materialnej. Stan ten tworza przede wszystkim osoby ak-
tywne zawodowo, pracujace w réznego rodzaju przedsigbiorstwach oraz prowa-
dzace wlasna dziatalno$¢ gospodarcza. Jezeli chodzi o stan trzeci, to stanowia go
rowniez glownie gospodarstwa 0sob pracujacych, emerytow i rolnikéw, posiada-
jacych najmniejszy odsetek lokat bankowych oraz innych form finansowego za-
bezpieczenia swej przysztosci. Respondenci tego stanu swoja sytuacje¢ material-
na postrzegaja jako najgorsza. Niestety grupa ta wykazuje najwigksze sktonnosci
utrzymania swego nastawienia do oszczgdzania w kolejnych okresach (najwigk-
sza warto$¢ prawdopodobienstwa w ukrytej macierzy przejscia).
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AN APPLICATION OF LATENT MARKOV MODELS
IN POLISH SAVING ATTITUDE

Summary

In latent class analysis it is assumed that each observation comes from one of
a number of classes (groups) and models each with its own probability distribution.
When longitudinal data are to be analyzed, the research questions concern some form of
change over time. Latent transition analysis (LTA) also known as latent Markov model,
is a variation of the latent class model that is designed to model not only the prevalence
of latent class membership, but the incidence of transitions over time in latent class
membership.

We used latent class analysis for grouping and detecting inhomogeneities of Polish
attitude to saving money. We analyzed data collected as part of the Social Diagnosis, ba-
sed on panel research using depmixS4 package of R.



