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1. Wstep

Tematem pracy jest zalezny zloZzony proces Poissona. W procesie tym
dopuszczamy wystepowanie zaleznosci okresow migdzy szkodami
a sgsiedniag szkoda. Oslabienie zatozenia niezalezno$ci wystepujacego
w klasycznym modelu umozliwia lepsze, bardziej realistyczne mode-
lowanie proceséw ubezpieczeniowych, gldéwnie tzw. szkod katastro-
ficznych wystepujacych na przyklad podczas trzgsien ziemi [Boudre-
ault i in. 2006; Cossette i in. 2008]. Zalezne, ztozone procesy Poissona
moga znalez¢ zastosowanie w zagadnieniach ubezpieczeniowych do-
tyczacych teorii kolektywnego ryzyka oraz teorii ruiny.

Struktura zalezno$ci pomigdzy okresami pomig¢dzy szkodami a
szkodami opisana jest w pracy funkcja taczaca (ang. copula) Spear-
mana. Funkcja tgczaca tego typu umozliwia modelowanie catej gamy
dodatnich zalezno$ci migdzy niezaleznoscia a $cista zalezno$cig
(wspotmonotonicznos$cia).

Prace mozna traktowa¢ jako kontynuacje pracy [Heilpern 2014],
w ktorej wyznaczone zostalty momenty zagregowanej szkody na pod-
stawie funkcji wyznaczajacej momenty. W naszej pracy momenty
te zostaly wyznaczone wprost na podstawie metody zaproponowane;j



SLASKI
PRZEGLAD
STATYSTYCZNY

Nr 12(18)

196 Stanistaw Heilpern

w artykule [Bargées i in. 2011]. Dzigki temu mozna rozpatrywaé zdys-
kontowana wersje zagregowanej szkody oraz wyznaczy¢ momenty nie
tylko dla szkdd o rozktadzie wyktadniczym, ale i dla innych rozkta-
dow, np. dla rozktadu Pareta. Nie jest to mozliwe, gdy stosujemy me-
tode rozpatrywang w pracy [Heilpern 2014].

Cze$¢ druga zawiera podstawowe wiadomosci dotyczace zdyskon-
towanego, zaleznego ztozonego rozkladu Poissona. Nastepna czesc
dotyczy funkcji taczacej Spearmana stosowanej w dalszej czgsci pracy
do opisu struktury zaleznos$ci. W czg$ci czwartej wyznaczona zostata
warto$¢ oczekiwana zdyskontowanej, zagregowanej szkody, a w pia-
tej jego drugi moment i wariancja. Ostatnia czg$¢ poswiecona jest
wyznaczaniu warto$ci podstawowych funkcjonatéw sktadek ubezpie-
czeniowych: zasady warto$ci oczekiwanej, zasady odchylenia stan-
dardowego i zasady wariancji. Wykorzystane zostaly w nim rezultaty
otrzymane we wczesniejszych rozdziatach.

2. Zalezny zlozony rozklad Poissona

Podstawa naszych dalszych rozwazan bedzie ztozony proces odnowy
ze zdyskontowanymi szkodami e ~4™X,, > 0, gdzie stopa dyskontowa
0 > 0, oraz momentami wystgpienia szkod 7, okreslony formuta [Bar-
gesiin. 2011]:

N(t)

Ss(t) = Z e~STnX,,

n=1

gdzie proces liczacy szkody N(t) = sup{n:T,, < t} oraz N(0) = 0.
Zmienng losowa Ss(t) mozemy interpretowaé jako zdyskontowana,
zagregowang szkode. Momenty wystapienia szkod wyznaczaja nam
okresy migdzy szkodami: W,, = T,, — T,,_; dlan > 1 oraz W, = T;.

Zaktadamy, ze okresy miedzy szkodami W, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie wykladniczym z dystrybuantg
Fy(W) = 1 — e . Proces liczacy szkody N(t) bedzie wtedy proce-
sem Poissona. Szkody X,, rowniez beda niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o wartosci oczekiwanej m, i dystrybuancie Fy(x). Niezalezne
beda tez wektory losowe (W, X,,), a ich struktura zalezno$ci opisana
bedzie funkcja taczacy (copula) C(u, v).

Ostatnie zatozenie dopuszcza zaleznos¢ zmiennych losowych W,
oraz X,,. Jest to bardziej realistyczne zalozenie niz w przypadku kla-
syczne procesu Poissona, gdzie zaktada si¢ niezalezno$¢ tych zmien-
nych losowych.
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Funkcja taczaca C(u,v) jest tacznikiem miedzy rozktadem tacz-
nym a rozktadami brzegowymi [Nelsen 1999; Heilpern 2007]:

F(w,x) = C(Fy (W), Fx(x)),

gdzie F(w, x) jest dystrybuantg rozktadu tacznego zmiennych W, oraz
X,,. W przypadku klasycznym zaktadajacym niezaleznos$¢ tych zmien-
nych losowych, funkcja taczaca przybiera prosta postac:

(u,v) =uv.

Funkcje taczacg mozemy rowniez traktowac jako faczng dystrybu-
ante zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym na iloczynie
kartezjanskim [0, 1]2.

3. Funkcja laczaca Spearmana

W naszej pracy do modelowania struktury zaleznosci pomigdzy okre-
sem miedzy szkodami W, a nastgpng szkoda X,, wykorzystana bedzie
funkcja taczaca Spearmana. Jest to kombinacja wypukta dwoch prze-
ciwstawnych funkcji taczacych dotyczacych niezaleznosci 77 1 wspot-
monotonicznos$ci M [Hiirlimann 2004; Heilpern 20147]:

C,(u,v) =1 —-a)I(u,v) + aM(u,v),

gdzie 0 < a < 1. Funkcja faczaca wspoétmonotonicznosci odpowiada
scistej, dodatniej zaleznosci zmiennych losowych. Przybiera ona po-
sta¢ [Nelsen 1999; Heilpern 2007]

M(u,v) = min{u, v}.

Mozna pokaza¢ [Nelsen 1999], ze wspotmonotoniczne zmienne
losowe W oraz X zwigzane sg funkcyjng relacja

X =1W) = Fy Y (Fy(W)),

a ich funkcja taczaca M jest dystrybuantg tacznego rozktadu skupio-
nego w sposob jednostajny na przekatnej v = u kwadratu [0, 1]%. Na-
tomiast taczny rozklad wspotmonotonicznych zmiennych losowych W
oraz X skupiony jest na krzywej x = [(w).

Parametr a jest rowny wspotczynnikowi korelacji Spearmana mie-
dzy zmiennymi losowymi W i X. Oddaje wiec on stopien zalezno$ci
tych dwoch zmiennych losowych. Jest to zaleznos¢ dodatnia, czyli
zgodna. Dla @ = 0 mamy niezaleznos¢, a dla @ = 1 $cista, dodatnig
zalezno$¢, wspotmonotoniczno$e.
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e 12a8 | game dodatnich zalezno$ci, od niezalezno$ci do Scistej zaleznosci.
Migdzy innymi mozna bada¢ zalezno$¢ wartosci rozpatrywanych cha-
rakterystyk zdyskontowanej, zagregowanej szkody Ss(t) od stopnia
zaleznosci, ktory jest reprezentowany przez parametr a.

4. Wartos¢ oczekiwana

Wyznaczymy teraz warto$¢ oczekiwang zagregowanej, zdyskontowa-
nej zaleznej szkody ps(t). Jest ona rowna [Barges i in. 2011]

us(t) = E(S5(t)) = E(E(Ss(0)| Wy = w))
= E(E(e™®"1X, + e~ ™1S5(t — W))| W, = w))
—E (E(e—SWX1| W, = w)) + E(e~us(t —w))

=fe“§""E(X1|W1 = w)dF,,(w) +fe‘5"",u5(t—w)dFW(W)

0
t

t
= Af e~ CO*OwW B (X, |[W, = w)dw + /1]. e~ G+Mw o (t — w)dw,
0 0
czyli
pus(t) = A1, (1) + L(1)). (D
Zanim obliczymy catki I, (t), I,(t), wyznaczmy warunkowa dys-

trybuante F(x|w) oraz warunkowa wartos¢ oczekiwang wystepujaca
w I, (t). Sa one odpowiednio rowne

F(xlw)=}li£réP(XSx|W<WSW+h)
F(w+ h,x) — F(w,x)
Tt Pw<W <w+h)
A-a)FFw+hx)+aFyw+hx)— 1 —a)F,(w,x) —aFy,w,x)
h—0 Pw<W<w+h)
= (1 - a)F (x|w) + aFy(x|w),
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0

(o]

=(1—-a)| xdF,(x|w)+a | xdFy(x|w)
[anitorse]

0

=(1- a)f xdFy(x) + al(w) = (1 —a)m; + al(w),

poniewaz gdy W = w, to P(x = l(w)) = 1 dla struktury zaleznosci
zmiennych W oraz X opisanej funkcja taczaca M. Wtedy pierwsza
catka I (t), jest rowna

t t
L) =1-a)m f e~ Hw dy + aj e~ G+DW 1(w)dw
0

0
t

ml(l — e‘(‘”’m) + aj e~ +OW [(w)dw.
0

_1—a
Y

Wyznaczajac obustronnie transformate Laplace’a rownania (1),
otrzymujemy

my

pus(@) = (1 — a)m
A

A
+a51*(p +6+ 1)

+ m us(p),

gdzie f*(p) = fooo e PLf(t)dt jest transformatg Laplace’a funkcji
f(t). Stad otrzymujemy transformat¢ Laplace’a wartosci oczekiwanej
zagregowanej, dyskontowanej straty

(l—a)/lml_l_ pt+do+A1

a

(p+8)p (p+8)p
Odwracajac transformat¢ Laplace’a us(p) zadang wzorem (2),

otrzymujemy w tym przypadku, w odroznieniu od podej$cia przed-

stawionego w pracy [Heilpern 2014], jawng posta¢ wartosci oczeki-
wanej

us(0) = Fp+d6+2). (2)
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ps(®) = (1= ) 5 (1 - e7?)

t
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+ a% f e~ GHAW(§ + 1 — Ae~EW)) [(w)dw.
0
Natomiast dla § = 0 mamy
t
Uo(t) = (1 — a)Am,t + a/lf e ™™ (1 + (t — w)DI(w)dw.
0
Przyjmijmy teraz, ze szkody maja rozktad wyktadniczy. Dystrybu-

anta zmiennej losowej X jest wtedy rowna Fy(x) = 1 — e 5%, a funk-
cja l(w) oraz jej transformata Laplace’a przybierajg postaé

A
I[w)=—=worazl"(p) = —.
B Bp?
Transformata Laplace’a zdyskontowanej, zagregowanej szkody

Wwynosi
A-a)p+d)+2
(p+pB+5+4)

Odwracajac powyzszag transformate, otrzymujemy jawng postacé
warto$ci oczekiwanej zdyskontowanej, zagregowanej szkody:

A ai
25 (1= ) = s
Bé B(6+4)

Widzimy, ze jej warto$¢ maleje liniowo wraz ze wzrostem para-
metru oo oddajacego stopien zaleznosci migdzy zmiennymi W i X. Gdy

1,(t), 6§ = 0, mamy

us(p) =1

us(t) = 1 — e~ (6+A1),

A
Ho(p) = 5t —%(1 —e™ ).

W odroéznieniu od metody zastosowanej w [Heilpern 2014], w tym
przypadku mozemy wyznaczy¢ oczekiwang szkode dla innych rozkta-
dow zmiennej X niz wykladniczy. Na przyktad zalézmy, ze szkody
majg rozktad Pareta z dystrybuantg

a

x+b) ’

R =1-(
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. Ab
1) oraz lI*(p) = yp—

sci szkody jest rowna

, a transformata Laplace’a oczekiwanej warto- I Nr 12a8)

 (p) = b 1-a)alp+d6)+A(a—1)
Holl) = 20 @ —Dp(p + 8)(a(p + 6 + A) — A)

Odwracajac t¢ transformate, otrzymujemy

Ab
us(t) = m(l —e™%t)

alab <1 B e—(5+l—%>t)

T (@a-D@B+1) -2

Gdy 6 =0, to

bA ab (e(%_l)u - 1)

:uo(t):a_lt-l_a (a—1)2

5. Drugi moment

Drugi moment ygz)(t) zdyskontowanej, zagregowanej straty Ss(7)
mozna wyznaczy¢, stosujac podobng metodg, jaka byla zastosowana
do obliczenia pierwszego momentu, a takze zalezno$ci wyprowadzone
w pracy [Barges i in. 2011]. Otrzymujemy wtedy:

u((sz)(t) =F (E ((e‘5WX1 + e WS (t — W))2|W1 = w))

=1 e @HDwWE(X2|W = w)dw

\H

+ 21 | e FHIVEX|W = w)us(t — w)dw

o o

t

+ [ e DD (= wydw = 204 + 2050 +15(0), )

0
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am, = E(X?). Poszczegblne calki J;(t) sg odpowiednio rowne:
t

1—am
jl(t) _ ( -5 +)/1 2 (1 _ e—(26+ﬂ)t) + af e_(Z‘S'M)WlZ(W)dW,
0

L® =1 - am, f e8I (¢ — ) dw
t

+ af e~ DWW s (t — w)dw,

0
t

J(0) = f e—(26+/'l)w’u((§2)(t — w)dw,
0
a ich transformaty Laplace’a wynosza:
1—a)m,

il )_p(p+25+,1)

—(lz) (p+25+2),

A1-am
J2(p) = <m al*(p+ 26 + /D)lla(l?)
=) ®

J3(p) = p+26+ A

Stad oraz z (2) i (3) otrzymujemy og6lng posta¢ transformaty La-
place’a drugiego momentu:

A
() ():— 1—a)m, + « +25+A(l2)* +268
(1) @ G z5) (L~ Om +al () (@

+ )+ 2p(1—a)ym; +a(p+28+)I*(p+ 26

+ ) (s)* (0).
Dla wyktadniczych szkod transformata ta jest rowna

(1?) () =

7 (1 g+ ((a—1)<p+6)—A)((a—1><p+za)—z)1)
pB*(p+26) (p+28+2)2 (p+8)(p+6+1)(p+25+2) :
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przybiera w tym przypadku postaé:

Nr 12(18)

21 et Vig) e ((1—a)s + )2

ug (€ = B2 26+ 52(5 + 1)
e 2t0(52 — (2 — a)6A + A2)
B 262(8 — 1)
. etV aA(§ — ad + al)
53 — 622
N et (263 + 2(1 4+ @)6%2 + (1 + 3a)64% + aA?)
5(8 +1)(26 + 1)2

11-3a 4 4ad a(26 + A1+ 2al)
o (——++ +
2> 6 62 26+ (+1)(25+ 1)

a wariancja jest rowna

e ((-1+a)d — )1 et D¢q)

1
V(Ss(®)) = [))—2/1(2(

526+ ) 26+ 2
e 28(8% + (2 + a)6A + 2?)
26%2(6 — 1)
N e t@H N (283 4+ 2(1 + a)82A + (1 + 3a)8A2% + aA3)
6(6+ )26 + 1)?
1(1 —3a+i+ 4ad +a(26+/1+2a/1)>
2 ) 62 2§+ (+1D25+N)

e‘t(6+"1)a/1(6—a5+a/1)) . /1(1—6_“S n (—1+e t+ g,
53-612 o) S+A )

Gdy nie uwzgledniamy dyskonta (§ = 0), wariancja zagregowanej
szkody przybiera znang posta¢ [Heilpern 20147]:

1
V(Se(®) = 7 (2/1t — 2alt + a?(1 —2ate™ — e‘z’“)),

Powyzsze przeksztalcenia umozliwiajagce wyznaczenie momentow
zdyskontowanej oraz wariancji zagregowanej straty Sg(t) zostaty
wykonane za pomocg programu Mathematica 7. W podobny sposob
mozemy wyznaczy¢ te wartosci dla szkod o rozktadzie Pareta. Jednak
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koncowe wzory maja dos¢ skomplikowang posta¢. Nie zostang przed-
stawione w naszej pracy. Wykorzystane jednak bgda w nastepnym
paragrafie, do wyznaczania wartosci sktadek ubezpieczeniowych
opartych na momentach.

6. Wyznaczanie skladek ubezpieczeniowych

Obliczone momenty zdyskontowanej, zagregowanej straty Ss(t) na
podstawie wzoréw podanych w paragrafach 2 i 3 umozliwig nam wy-
znaczanie podstawowych skladek ubezpieczeniowych przy ustalonym
przedziale czasowym (0, t], sktadek przybierajacych postac:

s(t) = E(Ss(t)) + Ls(1),

gdzie E(Ss(t)) jest tzw. sktadka netto, a obcigzenie ryzykiem Lg(t)
zalezy od momentoéw zmiennej losowej Sg(t).

W naszej pracy begdziemy rozpatrywaé trzy postacie obcigzenia
ryzykiem [Ostasiewicz (red.) 2000; Rolski i in. 1999]:

LE(t) = cE(S5(1)),
LE(@) = cV(S5(0)),

L5(t) = cyV(Ss(0)),

gdzie ¢ = 0 jest wspotczynnikiem bezpieczenstwa. Otrzymujemy
wtedy trzy rodzaje sktadek, tzw. zasade wartosci oczekiwanej ITf (t),
wariancji 1§ (t) i odchylenia standardowego I1Z(t) [Ostasiewicz
(red.) 2000; Barges i in. 2011].

Przedstawimy teraz dwa przyktady wyznaczania wielkosci sktadki
ubezpieczeniowej. W pierwszym szkody maja rozktad wyktadniczy, a
w drugim — rozktad Pareta.

Przyklad 1. Zatéozmy, ze A =1, § = 0,1, t = 2, a szkody X maja
rozktad wyktadniczy z parametrem 8 = 1. W tabeli 1 przedstawione
s warto$ci oczekiwane zagregowane;j straty Sy 1 (1), jej wariancji oraz
sktadek: zasady wartosci oczekiwanej, odchylenia standardowego i
wariancji, gdy c¢= 0,2, dla r6znych wartos$ci parametru a. Wartos$¢
oczekiwana oraz wariancja zagregowanej straty sg wtedy odpowied-
nio rowne
E(S01(1)) = 1,81269 — 0,808361a,

V(Sp1(1)) = 3,2968 — 3,33021a + 0,359067a2.



Zalezny, ztozony proces Poissona — wyznaczanie sktadek ubezpieczeniowych 205

SLASKI
PRZEGLAD
W obydwu przypadkach sa to malejace funkcje ze wzgledu na pa- | STATYSTYCZNY

rametr o oddajacy stopien zaleznosci. Nr 1208)

Tabela 1. Warto$ci wybranych sktadek ubezpieczeniowych dla szkod
o rozktadzie wyktadniczym

Sktadki

a E(So1(1)) | V(So1(1)) g (t) g () my ()
0 1,8127 3,2968 2,1752 2,1758 2,2477
0,2 1,6510 2,6451 1,9812 1,9763 2,0473
0,4 1,4893 2,0222 1,7872 1,7738 1,8468
0,6 1,3277 1,4279 1,5932 1,5667 1,6463
0,8 1,1660 0,8624 1,3992 1,3517 1,4458
1 1,0043 0,3257 1,2052 1,1185 1,2454

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Przyklad 2. (cd. przyktadu 1) Zalézmy teraz, ze szkody maja rozktad
Pareta z parametrami a = 3, b = 2. Wtedy dystrybuanta rozktadu
szkdd przybiera postaé
2 \3
F. X (x) = 1 - ( ) )

x+2

B =1, a warto$§¢ oczekiwana oraz wariancja zagregowanej straty sg
wtedy odpowiednio rowne:

E(Sy1(1)) = 1,81269 — 1,02285a,

V(So1(1)) = 6,5936 — 6,78801a + 0,411417a?.

I w tym przypadku sg to funkcje malejace ze wzgledu na parametr
a. W tabeli 2 przedstawione s3 wartosci oczekiwane zagregowanej
straty Sp1(1), jej wariancji oraz wybranych skladek ubezpieczenio-
wych dla r6znych wartosci parametru a.

Tabela 2. Warto$ci wybranych sktadek ubezpieczeniowych dla szkdd o rozktadzie Pareta

Sktadki
a E(So1(D) | V(Soa(1) 115 (t) O] {0
0 1,8127 6,5936 2,1752 2,3263 2,2477
0,2 1,6081 5,2525 1,9297 2,0665 1,9941
0.4 1,4036 3,9442 1,6843 1,8008 1,7404
0,6 1,1990 2,6689 1,4388 1,5257 1,4867
0,8 0,9944 1,4265 1,1933 1,2333 1,2331
1 0,7898 0,2170 0,9478 0,8830 0,9794

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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7. Podsumowanie

W pracy wyznaczone zostaly dwa pierwsze momenty zdyskontowa-
nej, zagregowanej szkody. Dopuszczona zostala mozliwos¢ wystepo-
wania zaleznosci okresow miedzy szkodami a sgsiednig szkodg. Na-
tomiast struktura zaleznosci opisana zostata funkcjg taczaca Spearma-
na. W odr6znieniu od metody zastosowanej w pracy [Heilpern 2014]
momenty badanej zmiennej losowej zostaty wyznaczone wprost, a nie
na podstawie funkcji tworzacej momenty. Metoda ta umozliwita wy-
znaczenie momentow nie tylko dla szkod o rozktadzie wykladniczym,
ale 1 dla innych rozkladéw, na przyklad o rozkladzie Pareta. Uwzgled-
niono tez mozliwo$¢ zdyskontowania rozpatrywanych szkod. Zaob-
serwowano, ze wraz ze wzrostem stopnia zaleznosci maleje warto$¢
oczekiwana i1 wariancja zagregowanej szkody. Na podstawie wyzna-
czonych momentéw obliczone zostaly warto$ci podstawowych skta-
dek ubezpieczeniowych.

W dalszych badaniach autor zajmowac si¢ bedzie aproksymacja
wybranych charakterystyk zdyskontowanej, zagregowanej szkody,
takich jak VaR, czy TVaR. W tym celu oprocz znajomosci dwoch
pierwszych momentow, potrzebna bedzie znajomo$¢ trzeciego mo-
mentu (patrz [Barges i in. 2011]).
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Summary: The paper is devoted to the dependent compound Poisson process. The de-
pendence of the interclaim times and the neighbouring claim amount is allowed in this
process. The dependent structure is described by the Spearman copula. The values of the
basic insurance premiums based on the moments of discounted aggregated claim are
determined. The values of two first moments and insurance premiums where the claims
are exponentially and Pareto distributed are derived.

Keywords: compound Poisson process, dependence, copula, insurance premium.





