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DYSKONTO A AWERSJA
DO RYZYKA UTRATY PLYNNOSCI

Streszczenie: Warto$¢ biezaca jest rozwazana jako uzytecznos$¢ strumienia finansowego.
Dzigki temu mozna byto okresli¢, w jaki sposob awersja do ryzyka utraty ptynnosci wplywa
na stop¢ dyskonta. Otrzymany model zostat zastosowany w finansach behawioralnych.

Stowa kluczowe: awersja do ryzyka, dyskonto, finanse behawioralne, paradoks réwno-
wagi rynkowej, silnie efektywne rynki finansowe, uzytecznos¢, wartos$¢ biezaca.

Wprowadzenie

W klasycznych modelach arytmetyki finansowej dyskonto zalezy od hory-
zontu czasowego inwestycji i predkosci aprecjacji kapitalu, mierzonej przy po-
mocy nominalnej stopy procentowej. Kazdorazowo dyskonto jest okreslane jako
warto$¢ biezaca przyszlego przeptywu finansowego. Warto$¢ ta jest obarczona
m.in. ryzykiem terminowym. Ryzyko to jest identyfikowane z ryzykiem utraty
ptynnosci implikowanym przez wydtuzanie si¢ horyzontu czasowego inwestycji.
Koszt tego ryzyka zmniejsza warto$¢ biezaca ocenianego przeptywu. Oznacza
to, ze warto$¢ dyskonta jest implikowana przez ryzyko terminu. W tej sytuacji
nie mozna nie wykluczy¢ tego, ze na oceng wartosci dyskonta ma takze wplyw
podatnos¢ oceniajgcego na ryzyko. Kazda metoda dyskontowania jest okreslona
poprzez przebieg zmienno$ci zatozonego modelu aprecjacji kapitatu. Celem tej
pracy jest konstrukcja takich modeli dyskontowania, ktore uwzgledniaja wplyw
awersji do ryzyka na aprecjacje¢ kapitatu. Przedstawiona tez zostanie propozycja
wykorzystania tych modeli w finansach behawioralnych.
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1. Elementy teorii uzytecznosci strumienia finansowego

W analizie rynkow finansowych kazda z ptatnosci jest reprezentowana przez
instrument finansowy opisany jako strumief finansowy (t, C), gdzie symbol ¢
oznacza moment przeptywu strumienia, natomiast symbol C opisuje wartos¢
nominalng tego przeptywu. Kazdy z tych strumieni finansowych moze by¢ na-
lezno$cig lub wymaganym zobowigzaniem. Warto§¢ nominalna kazdej nalezno-
$ci jest nieujemna. Zobowigzania obcigzajace dtuznika stanowiag zawsze nalez-
no$¢ wierzyciela. Wartos¢ zobowigzania jest rowna wzigtej ze znakiem minus
wartosci naleznosci odpowiadajacej temu zobowiazaniu.

Dalsze rozwazania ograniczono do zbioru ® = R{ X R{ wszystkich stru-
mieni finansowych (t,C) opisujacych poszczegdlne wyplaty z tytulu zbycia
praw do kapitatu. Na zbiorze tych wyptat kazdy z inwestorow okresla swoje
preferencje przy pomocy specyficznej funkcji uzytecznosci U: ® — Rg. Kazda
z tych funkcji moze mie¢ subiektywny charakter [Dacey, Zielonka, 2005].
W Piasecki [2012] pokazano, ze szczegdlnym przypadkiem takiej uzytecznosci
jest warto$¢ biezaca PV:® — R{, zdefiniowana przez Peccatiego [1972] jako
dowolna funkcja, spelniajaca warunki:

Veert: PV(0,C) = C, (1)
vCERg:tZ >t1 ZO$PV(t2,C) <PV(t1,C), (2)
Vcl,czele: PV(t,C; +C,) =PV(t,C) + PV(t,C,). 3)

Wartos¢ biezgca dowolnego strumienia finansowego jest identyczna z jego
uzytecznos$cig. Stwierdzenie to w pelni wyjasnia istote pojecia wartosci biezace;.
Z drugiej strony taka identyfikacja wartosci biezacej rodzi pewne wnioski for-
malne, o ktorych bedzie mowa pdznie;.

W Piasecki [2007] pokazano, ze koniunkcja warunkow (1), (2) i (3) jest wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby dowolna funkcja wartosci bieza-
cej PV: ® — R} byta okreslona przez tozsamosé:

PV(t,C) =C-v(b), 4)

gdzie czynnik dyskontujacy jest nierosnaca funkcja czasu, spetiajaca dodatko-
wo warunek brzegowy:

v(0) = 1. (%)

Proces aprecjacji kapitatu jest wtedy opisany za pomoca wartosci przysztej
FV:® — R, okreslonej jednoznacznie przez tozsamos$c¢:

PV(t, FV(t,C)) =C. (6)
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Poréwnanie warunkow (4), (5) i (6) dowodzi, ze dowolna funkcja wartosci
przyszitej FV: ® — R{ jest okreslona przez tozsamosé:

FV(t,C) = C-s(b), (7)

gdzie czynnik aprecjacji s: R$ — [1, +oo jest niemalejacg funkcja, spetniajaca
dodatkowo warunek brzegowy:

s(0)=1. 3

Czynniki aprecjacji i dyskontowanie wyznaczone przez ta samg funkcje
warto$ci biezacej spetniajg warunek:

v(t) = (s(®) . ©)

2. Uzyteczno$¢ kapitatu w przypadku kapitalizacji ciagtej

Ze zjawiskiem kapitalizacji ciaglej mamy do czynienia jedynie wtedy, kiedy
nominalna stopa procentowa opisuje predkos¢ aprecjacji. Przystepujac do wyzna-
czenia przebiegu zmiennosci funkcji warto$ci przysztej FV:® — R{, wyznacza-
my dla dowolnego momentu t = 0 i dowolnej zadanej dlugosci At > 0 okresu
odroczenia ekwiwalenty C(t) i C(t + At) tej samej warto$ci biezacej kapitatu C,.
Wtedy momentowi czasu t > 0 jest przypisana stopa forward:

C(t+At)—C(b)
At-C(t)

pac(t) = (10)

Zgodnie z tym, trend ekwiwalentu wartosci kapitatu spetnia warunek Lip-
schitza, a wigc jest jednostajnie ciggty. Dodatkowo zalozono, ze trend jest dosta-
tecznie gladki', co oznacza, ze zmiany predkosci aprecjacji kapitatu nie beda sie
odbywaty skokowo.

Chwilowg biezacg stope forward zdefiniowano jako biezaca stopg forward ob-
ligacji zerokuponowej” o horyzoncie wymagalnoéci At — 0 [Siegel, Nelson, 1987].
W tej sytuacji w naszych rozwazaniach chwilowa stope forward bedziemy inter-
pretowac jako chwilowa wzgledng predkos¢ aprecjacji kapitatu. Zmierzajac do
wyznaczenia tej stopy, wyznaczamy granice:

Ct+AD-C(t) _ 1 dC _
At-C(t)  c(®) dt ®

(11

limp; o+ pae (t) = limp, o+

' Oznacza to istnienie ciaglej pierwszej pochodnej rozwazanej funkcji.
% Biezaca stope forward obligacji zerokuponowej wyznaczamy za pomocg zaleznosci (10) dla t = 0.
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W literaturze przedmiotu® granice 8(t) nazywa sie takze intensywnoscia
oprocentowania. Jest ona identyczna ze stopg wzrostu wyznaczong dla trendu
opisujacego proces aprecjacji kapitatu.

Warunki (1), (6) i (11) prowadza do okreslenia zagadnienia poczatkowego:

1 dc
oo @ =00

c(0) = ¢,

(12)

Rozwigzanie tego zagadnienia pozwala na jednoznaczne okreslenie trendu
wartosci przyszlej wartosci skapitalizowane;j ciagle:

C(t) = FV(t,Cy) = Cy - exp { f0t5(r)dr] . (13)

Wtedy, dzieki (12) i (15), uzytecznos¢ dowolnego strumienia finansowego
(t, C) jest okreslona przy pomocy tozsamosci:

U(t,C) = PV(t,C) = C - exp {— fotd(r)d‘r} =C-v(t). (14

3. Zalezno$¢ uzytecznosci strumienia finansowego
od awersji do ryzyka

Wzrost ryzyka utraty pltynnosci implikuje ograniczenie wzrostu ceny jed-
nostkowej kapitalu wywotanego op6znieniem momentu wymagalnosci. Oznacza
to, ze dla ustalonej wartosci kapitatu C > 0 spadek trendu PV (-, C) jest ograni-
czony przez awersje do ryzyka. Nie majac doktadniejszych informacji o rozkta-
dzie tej awersji, zatozono, ze jest ona niezalezna od horyzontu czasowego inwe-
stycji. Oznacza to, ze natezenie tej awersji jest state w czasie. Stosujac miare
Arrowa—Pratta awersji do ryzyka [Arrow, 1971; Pratt, 1964], zatozenie to opisu-
jemy przy pomocy warunku:

2PV (t,C) "
. at2 __Vv _
Jy>0! ~ FEvEm = T v (15)

at
Z zalezno$ci (14) otrzymujemy:

v'() = —v(®)- 8, (16)

v'(t)=—v'(®) 6@ —v(®)- 5, (17)

3 Np. [Chrzan, 2001].
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co razem z (15) daje rownanie rozniczkowe:

—v'(£)8O-v(t):s' ) _ v s _ 5o _
B -v(t)-6(t) Tow® s &(t) s 1€ (18)

Dodatkowo mamy tutaj warunek biezacej chwilowej stopy forward:

§(0) = po, (19)
gdzie p, jest biezacg chwilowa stopg forward. U Svennsona [1994] stopa ta jest
identyfikowana z biezacg stopa O/N. Rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego
(18) 1 (19) jest funkcja:

_ Y'Po
5 = (y—po)-exp{y-t}+po (20)

W tej sytuacji, zgodnie z zaleznoscia (20), warto$¢ przyszta jest okreslona
przy pomocy tozsamosci:

Pr(&Oly)=C-y t-(po-exp{-y-t3+(r—py)). (1)

Funkcja ta moze zosta¢ wykorzystana do zdyskontowania warto$ci przy-
sztego przeptywu finansowego (t, C). Stopa dyskonta wynosi wtedy:

D,(t,y) = C—C-y™ - (po - exp{—y t} + (¥ — po)) _

C
=1-y71(po - exp{—y -t} + (¥ —po)). (22)

W elementarny sposob’ mozna wykazaé, ze wyznaczona powyzej stopa
dyskonta jest rosngcg funkcjg miary awersji do ryzyka.

4. Zaleznos¢ stopy spot od awersji do ryzyka

Jednostkowa cena kapitatu wymagalnego w przysztym momencie t > 0 jest
okreslona przez stope spot y(t). W przypadku kapitalizacji cigglej, mamy wtedy:

PV(t,C) =C-exp{—t-y(t)}. (23)

Porownanie tozsamosci (20) i (23) dowodzi, ze trend stopy spot ma ciagla
pierwsza pochodna.

Opoznienie terminu wymagalnosci kapitalu oznacza wzrost ryzyka utraty
ptynnosci, ktéry inwestor kompensuje sobie wzrostem jednostkowej ceny kapi-

4 Wystarczy zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem miary awersji do ryzyka maleje licznik odjemnika
i rownocze$nie ro$nie mianownik odjemnika. Dzigki temu stwierdzamy, ze wraz ze wzrostem
miary ryzyka maleje odjemnik, co ostatecznie wywotuje wzrost wartosci roznicy (22).



Dyskonto a awersja do ryzyka utraty plynnosci 183

tatu. Oznacza to, ze trend stopy spot y: [0, 4o — R™ jest funkcjg rosngca.
Teoria finanséw pokazuje tez, ze dowolna stopa spot spelnia dwa kryteria
asymptotyczne. Pierwszym z tych kryteridw jest warunek renty wieczyste;j:

lim;, 1, y(t) = pos, (24)

gdzie p,, jest stopg renty wieczystej. Kolejnym kryterium jest warunek biezacej
chwilowej stopy natychmiastowe;j:

lim,_ o+ y(t) = po, (25)

gdyz biezaca chwilowa stopa forward p, zawsze jest rbwna chwilowej stopie
spot. Wobec monotonicznosci trendu stopy spot, mamy:

Po < P (26)
Jednostkowsa cene kapitalu mozna traktowaé jako uzytecznos¢ przysziego
przeptywu finansowego. Wzrost ryzyka utraty plynnosci implikuje ograniczenie
wzrostu ceny jednostkowej kapitalu wywotanego opoznieniem momentu wyma-
galnos$ci. Oznacza to, ze wzrost trendu stopy spot jest ograniczony przez awersj¢
do ryzyka. Podobnie jak powyzej, zatozono, ze natezenie tej awersji jest state
w czasie. Stosujac miar¢ Arrowa—Pratta awersji do ryzyka, zalozenie to opisu-
jemy przy pomocy warunku:

‘©
p>0t — =P @27)

Dodatkowo zalozono ciaglos¢ drugiej pochodnej trendu stopy spot. Jedynym
rozwigzaniem zadania (24), (25) 1 (27) jest trend okreslony przez tozsamosc:

y(t,p) = Do — (P—Do) - exp{—p - t}. (28)

Tak okres$lona stopa spot jest malejaca funkcja miary awersji do ryzyka.
Z punktu widzenia finanséw oznacza to, ze wzrost awersji do ryzyka wywotuje
spadek ceny jednostkowej kapitatu. Zgodnie z zaleznoscig (23), warto$¢ przyszia
jest okreslona przy pomocy tozsamosci:

PV,((t, O)|p) = C - expft - ((p—p0) - exp{—p -t} —p,)} . (29)

Funkcja ta moze zostaé wykorzystana do zdyskontowania warto$ci przy-
sztego przeptywu finansowego (t, C). Stopa dyskonta wynosi wtedy:

C—C-exp{t- ((Po—po) " exp{—p-t} —p.)} _

DZ(t' P) = I
=1—exp{t- ((p—po) - exp{—p -t} — p.,)}. (30)

W elementarny sposéb mozna wykazaé, ze wyznaczona powyzej stopa
dyskonta jest rosnacg funkcjg miary awersji do ryzyka.
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5. Zréznicowana awersja do ryzyka
jako przestanka rownowagi rynkowej

W sytuacji gdy awersja do ryzyka jest indywidualng cecha kazdego z inwe-
storow, opisane powyzej modele mogg by¢ wykorzystane do budowy formal-
nych modeli finanséw behawioralnych. W modelu tym obiektywne czynniki
fundamentalne sa reprezentowane przez wartosci py i p,, opisanych powyzej
stop procentowych.

Wezmy pod uwage dowolny papier wartosciowy Y stanowiacy przedmiot
obrotu na ustalonym rynku finansowym. O rozwazanym rynku finansowym
bedziemy zaktadaé, ze jest silnie efektywny. W tej sytuacji, dla kazdego przy-
sztego momentu czasowego wszyscy uczestnicy rynku antycypujg identyczng
warto$¢ przyszta danego papieru wartosciowego. W momencie czasowym t > 0
instrument ten jest reprezentowany przez strumien finansowy (t,C), gdzie
C > 0 jest antycypowang dla tego momentu wartoscig przyszta. Wartos¢ biezaca
tego strumienia jest identyfikowana przez inwestora jako cena rownowagi finan-
sowej instrumentu finansowego Y.

Rozwazmy teraz pare inwestorow (?1,, .‘PZ) roézniacych si¢ pomiedzy soba
jedynie awersja do ryzyka. W tym punkcie miara awersji do ryzyka a bedzie
oznaczala miar¢ y opisang w punkcie 3 lub miarg p opisang w punkcie 4. Awer-
sja do ryzyka inwestora P; jest scharakteryzowana przez miar¢ awersji do ryzy-
ka o wartosci a;. Zaldézmy teraz, ze inwestor P; charakteryzuje si¢ wigksza
awersja do ryzyka niz inwestor P,. Mamy wtedy

a; > ay, 31
co prowadzi ostatecznie do:

Cop = PV((t,O)|ay) < PV((t,O)|az) = Copz. (32)

Widzimy, Ze cze$ciowo subiektywnie szacowana cena rdwnowagi maleje
wraz ze wzrostem awersji do ryzyka.

Oboje inwestorzy obserwuja te sama wartoé¢ C ceny rynkowej. Jesli warto§é
ta bedzie spetnia¢ warunek:

Coq < C < Cop, (33)

to wtedy inwestor P; zamierza sprzedac instrument finansowy Y. Réwnoczeénie
ten sam instrument planuje kupi¢ inwestor P,. Popyt na instrument finansowy Y
zglaszany przez inwestora P, jest rownowazony przez podaz instrumentu Y
oferowang przez inwestora P; .
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Podsumowanie

Nierownos$¢ (33) i jej interpretacja wyjasniaja paradoks utrzymywania si¢
rownowagi rynkowej na silnie efektywnym rynku finansowym. W artykule w for-
malny sposob wykazano, ze przestanka do wyjasnienia tego paradoksu moze by¢
zroznicowanie awersji poszczegdlnych inwestoréw do ryzyka. Dodatkowo warto
zauwazy¢, ze popyt zglaszany przez inwestora o mniejszej awersji do ryzyka zaw-
sze jest zaspakajany przez podaz zglaszang przez inwestora o wickszej awersji do
ryzyka. Wniosek ten sugeruje, ze na silnie efektywnych rynkach finansowych kapi-
tat koncentruje si¢ w rekach inwestorow charakteryzujacych sie duza sklonnoscia
do ryzyka. Wniosek ten jest swoistym komentarzem do obserwowanego w tej
chwili globalnego kryzysu finansowego, gdyz jednej z przyczyn kryzysu jego ko-
mentatorzy dopatrujg si¢ w powszechnym stosowaniu wysoce ryzykownych in-
strumentow finansowych.

Stworzenie mozliwosci wysnucia takich wnioskow w pelni dowodzi przy-
datnosci skonstruowanych w tej pracy modeli dyskontowania.
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DISCOUNT AND AVERSION TO LIQUIDITY RISK

Summary: Present value is considered as the utility of cash flow. Therefore discount
rate is presented as a trend dependent on risk aversion. Obtained model was applied for
behavioural finance.

Keywords: risk aversion, discount, behavioural finance, paradox of market equivalency,
strict effective financial market, utility, present value.



