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Streszczenie: Porownywanie empirycznych rozktadow pierwszej cyfry znaczacej, ustalo-
nych na bazie badanych zbioréw danych, z rozktadem Benforda czgsto sprowadza si¢ do
konstruowania rankingéw tych zbioréw. W tym celu korzysta si¢ z roznych miernikéw po-
dobienstwa rozktadow, ktoére umozliwiaja oceng stopnia podobienstwa empirycznego roz-
ktadu pierwszej niezerowej cyfry ze wspomnianym rozktadem teoretycznym. W artykule
zaprezentowano wyniki analizy wskazan trzynastu miernikow podobienstwa rozktadow,
opierajgc si¢ na danych generowanych symulacyjnie. W przeprowadzonym badaniu postu-
zono si¢ analizg korelacji. Podjgto tez probe klasyfikacji miernikow podobienstwa rozkta-
dow za pomoca metody k-$rednich. Rezultaty grupowania doprowadzity do wniosku, ze w
badaniach empirycznych, gdy dysponujemy zbiorami danych o réznej wielkosci, a celem
badan jest stworzenie rankingéw analizowanych zbiorow ze wzgledu na stopien ich podo-
bienstwa z rozktadem Benforda, wystarczy ograniczy¢ si¢ do czterech tego typu miernikow.

Stowa Kkluczowe: mierniki podobienistwa rozktadoéw, rozklad pierwszej cyfry znaczacej,
prawo Benforda, analiza korelacji, analiza skupien.

Summary: Comparing empirical distributions of the first significant digit, which are deter-
mined on the basis of the analysed data sets, to Benford’s distribution, often leads to the cre-
ation of rankings of the data sets. In order to do this, various measures of distributions simi-

! Publikacja zostata dofinansowana ze $rodkéw MNiSW przyznanych Wydziatowi Zarzadzania
Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie na badania dla mtodych naukowcow oraz uczestnikow
studiéw doktoranckich.
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larity are employed, which allow to assess the level of similarity of the first non-zero signif-
icant digit empirical distribution to the aforementioned theoretical one. The paper presents
the results of indications for thirteen measures of distributions similarity, using simulation
data. In the study, the correlation analysis was employed. Moreover, an attempt to classify
the measures of distributions similarity was made by means of the k-means method. The
outcomes of clustering led to the conclusion that in the empirical research (aimed at the cre-
ation of analysed data sets rankings in terms of their level of similarity to Benford’s distribu-
tion), when one analyses data sets of different sizes, it is enough to use only four measures
of this kind.

Keywords: measures of distributions similarity, first significant digit distribution, Benford’s
law, correlation analysis, cluster analysis.

1. Wstep

Do grupy metod analizy danych zalicza si¢ m.in. analize cyfrowg (Digital Analysis)
(pojecie to zostato wprowadzone w pracy [Nigrini, Mittermaier 1997]), ktéra opiera
si¢ na prawie Benforda. Najogolniej rzecz ujmujac, prawo Benforda jest wykorzy-
stywane do badania rozkladu cyfr (badz ich kombinacji) na okreslonej pozycji zna-
czacej (badz pozycjach znaczacych) w liczbach. Dlatego bywa ono rowniez nazywa-
ne prawem rozktadu cyfr znaczacych.

W badaniach empirycznych prawo Benforda znajduje swoje zastosowanie m.in.
przy konstruowaniu rankingéw analizowanych zbiorow liczbowych ze wzgledu na
stopien podobienstwa empirycznego rozktadu pierwszej cyfry znaczacej z rozktadem
Benforda (tj. rozktadem wynikajacym z prawa Benforda). Rozklad Benforda dla
przypadku pierwszej niezerowej cyfry jest okreslony nastgpujaca funkcjg prawdopo-
dobienstwa:

P(D =d) =log;o(1+d™1), (1)

gdzie: d € {1, 2, ..., 9}, a symbol D oznacza zmienng losowg opisujaca cyfre wyste-
pujaca na pierwszej pozycji znaczacej w liczbie.

Jako przyklad opracowan naukowych, w ktorych tworzono rankingi badanych
zbiorow liczbowych, bioragc pod uwage poziom zgodno$ci empirycznego rozktadu
pierwszej cyfry znaczacej z rozkladem Benforda, mozna wymieni¢: [Baryta 2017
Rauch i in. 2011; Slijepcevi¢, Blaskovi¢ 2014]. Podczas konstrukeji tego typu ran-
kingéw autorzy postuguja si¢ réznymi miernikami, z ktérych jedne sg statystykami
testowymi (pochodzacymi z testow istotnosci), inne za$ — miarami, jakie funkcjonuja
w ramach tzw. statystyki opisowej. Nalezy w tym miejscu wyraznie podkresli¢, ze
celem tworzenia takich rankingdw jest jedynie uszeregowanie rozpatrywanych zbio-
row danych po to, aby sprawdzi¢, ktore sposrod nich w wigkszym stopniu, a ktore —
W mniejszym stopniu s3 podobne (niepodobne) do rozktadu Benforda.
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Wobec wielo$ci miernikow, ktore dla badaczy mogg stanowi¢ baze do tworzenia
rankingu zbioréw danych, zasadne staje si¢ przeanalizowanie wskazan takich mier-
nikow. Autorowi niniejszej pracy znana jest zaledwie jedna publikacja, w ktorej pod-
jeto probe przeanalizowania wskazan tzw. miernikéw podobienstwa rozktadow?.

W pracy [Farbaniec i in. 2012] badano wskazania 17 miernikow zgodnosci roz-
ktadoéw dla przypadku pierwszej cyfry znaczacej. Podstawa prowadzonego badania
byto 20 rozktadow empirycznych pierwszej cyfry znaczacej, jakie zawarto
w artykule F. Benforda z 1938 r. (zob. [Benford 1938, s. 553]). Rozklady empiryczne
zostaty ustalone na podstawie 20 zbioréw danych, ktorych liczebnosci byty zrozni-
cowane. Prezentujagc wyniki swoich analiz, autorzy pracy [Farbaniec i in. 2012,
s. 166] stwierdzili, ze ,,badania te powinny mie¢ charakter symulacyjny i opierac si¢
na danych generowanych z kontrolowanym stopniem podobienstwa rozkladow”.
Wprawdzie stwierdzenie to odnosito si¢ do problemu oceny diagnostyczno$ci mier-
nikéw zgodnosci, niemniej jednak mozna je potraktowa¢ znacznie szerzej.

Celem artykutu jest przeanalizowanie wskazan wybranych miernikow zgodnosci
rozktadow (stosowanych do konstrukcji rankingdw analizowanych zbioréw danych
przy wykorzystaniu rozktadu pierwszej cyfry znaczacej w liczbach), opierajac si¢ na
danych symulacyjnych. Generowanie empirycznych rozktadéw pierwszej niezerowej
cyfry bylo prowadzone z zachowaniem kontroli stopnia niepodobienstwa pomiedzy
rozkladem empirycznym a rozktadem Benforda. W badaniu symulacyjnym przepro-
wadzono analiz¢ korelacji wskazan miernikow oraz podjeto probe ich klasyfikacji.

2. Opis procedury badawczej

Badaniem objgto 13 miernikow podobienstwa rozktadow, ktore — jak sie zdaje — sa

zwigzane z najchetniej wykorzystywanymi przez badaczy metodami’. Sg to:

» Srednia arytmetyczna z dziewigciu statystyk testowych pochodzacych z testu dla
wskaznika struktury:

U= 12?1:1\/_

(Wa-pP|-1/(2n)
<B)( <B)) ’ (2)

1pd

o statystyka testowa z testu zgodnosci chi-kwadrat:

i, (Wa =) 1, g

« statystyka testowa (3) podzielona przez liczebno$¢ proby:

% Przez pojecie miernika podobiefistwa (rozkladow) (inaczej: miernika zgodnosci (rozktadow))
nalezy rozumie¢ albo statystyke testowa pochodzacg z testu istotno$ci, albo miarg statystyczng funk-
cjonujacg w ramach tzw. statystyki opisowe;j.

¥ Przyktadami opracowan, w jakich wykorzystywano mierniki podobienstwa rozktadow (w ra-
mach metod, z ktéorymi sg powigzane), ktore objeto badaniem w niniejszej pracy, sa: [Judge, Schech-
ter 2009; Morzy i in. 2016; Slijepéevi¢, Blaskovi¢ 2014].
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2/n=32_, ( (B)) /p(B) (4)
« statystyka testowa z testu Kotmogorowa-Smirnowa:
A =nsupy|Fy(d) — Fp(d)l, )
o statystyka testowa z testu Kuipera:
V = supq[F,(d) — Fg(d)] + supq[Fp(d) — F(d)], (6)
o statystyka testowa ze zmodyfikowanego testu Kuipera:
V* =V(¥n+ 0,155 + 0,24n"1/2), (7)

« miara oparta na odlegltosci Czebyszewa:
B
m = maxgy |Wd - pfl )|, (8)

« miara oparta na odlegtosci Euklidesa:

d* =\/Z?z:1 (Wd (B) /\/Zd 1 pc(zB) (1 p(B)) > )

» statystyka testowa z testu bazujacego na mierze odlegltosci Czebyszewa:

= Vamaxy [Wa —pi”|. (10)
» statystyka testowa z testu bazujacego na mierze odlegtosci Euklidesa:
= Vi 55, (Wa - )’ (1)
» statystyka testowa z testu opartego na wartosciach przecigtnych porownywanych
rozktadow:
A* = |X,, — 3,4402|/5,5598, (12)

» Srednie bezwzgledne odchylenie:
1
MAD =335, |wa - o). (13)

o wspotczynnik korelacji liniowej pomiedzy porownywanymi rozktadami:

r= [Zd 1 (Wd - ‘ (B) ]/\/Z 3:1 (péB) - %)2, (14)

W prezentowanych formutach n oznacza liczebno$¢ proby, p dB — prawdopodo-

bienstwo pojawienia si¢ cyfry d zgodnie z rozktadem Benforda (p (B) = = P(D = d)),
wy — czestos¢ wzgledna cyfry d jako pierwszej niezerowej cyfry w zbiorze liczbo-
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wym n-elementowym (w statystykach testowych jest ona traktowano jako zmienna
losowa, stad zostala oznaczona jako W), F,(d) — dystrybuante empiryczng pierw-
szej cyfry znaczacej, Fg(d) — dystrybuante pierwszej niezerowej cyfry w rozkladzie
Benforda, X,, — $rednig arytmetyczng z cyfr wystepujacych na pierwszej pozycji
znaczacej w liczbach tworzgcych n-elementowy zbior danych.

Aby przeprowadzi¢ badania wskazan miernikow zgodnosci, postuzono si¢ czte-
roetapowg procedurg. Finalnie doprowadzita ona do utworzenia 40 empirycznych
rozktadow pierwszej cyfry znaczacej (przy okreslonych wielkosciach prob), nie-
zbednych do wyznaczenia wartosci 13 rozpatrywanych miernikow.

Krok pierwszy tej procedury polegat na wygenerowaniu 40 rozktadéw teoretycz-
nych pierwszej niezerowej cyfry. Nowo powstate rozklady byly wylaniane droga
modyfikacji dokonywanych na rozkladzie Benforda. Poziom niepodobienstwa po-
miedzy kazdym nowo powstatym rozktadem a rozktadem Benforda byt mierzony za
pomoca nastgpujgcego miernika:

B *
§ =Y [ —pf’

; (15)

przy czym: péB) oznacza prawdopodobienstwo z rozktadu Benforda, a pé*) to praw-
dopodobienstwo z nowego rozktadu teoretycznego.

W badaniu przyjeto, ze dla generowanych rozkladéw stopien ich niepodobien-
stwa wzgledem rozktadu Benforda, w sensie miary (15), bedzie wahal si¢ w prze-
dziale od 0,005 do 0,20 ze skokiem co 0,005. Laczng liczbe 40 rozktadow teoretycz-
nych otrzymano w wyniku realizacji trzech roznych wariantow.

Wariant I doprowadzit do skonstruowania 10 rozktadow (rozktady p g) dlai =1,
3,5, ..., 19), ktore odznaczaly si¢ poziomem niepodobienstwa: 0,01 (0,02) 0,19. Dla
kolejnych rozktadow sposrod mozliwych dziewigciu cyfr losowano bez zwracania 2
cyfry, a nastgpnie zwigkszano wartosci prawdopodobienstw z rozktadu Benforda
(odpowiadajace wylosowanym cyfrom) o x/4, gdzie x to zalozony poziom niepodo-
bienstwa (za x przyjmowano: 0,01, 0,03, ..., 0,19). Dalej, z pozostatej puli niewylo-
sowanych dotychczas cyfr losowano kolejne dwie (losowanie zalezne) po to, by tym
razem zmniejszy¢ wartosci prawdopodobienstw z rozktadu Benforda o x /4.

Wariant II przyczynit si¢ do utworzenia nastgpnych 10 rozktadéw (rozktady p g)
dlai =2,4,6,..,20), ktére odznaczaly si¢ poziomem niepodobienstwa: 0,02 (0,02)
0,20. Dla kolejnych rozkladow losowano sposrod dziewieciu mozliwych cyfr 4
z nich (stosujgc schemat losowania zaleznego) i zwigkszano prawdopodobienstwa
ich wystgpienia z rozkladu Benforda o x/8 (tworzac kolejne rozklady, za x przyj-
mowano: 0,02, 0,04, ..., 0,20). Dla pozostatych niewylosowanych cyfr pobrano bez
zwracania kolejne 4 cyfry, odejmujac od skojarzonych z nimi prawdopodobienstw
z rozktadu Benforda x /8 masy prawdopodobienstwa.
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Wariant III owocowat otrzymaniem 20 rozktadow (rozkiady pg) dlai =21, 22,
23, ..., 40), ktére charakteryzowaly si¢ poziomem niepodobienstwa: 0,005 (0,01)
0,195. Dla kolejno tworzonych rozktadow losowano liczbe catkowita a z przedziatu
[1; 2]. Nastgpnie sposrod dziewieciu mozliwych cyfr wylaniano w losowaniu ze
zwracaniem a cyfr, dla ktorych od odpowiadajacych im prawdopodobienstw z roz-
ktadu Benforda odjeto po x/(2a) masy prawdopodobienstwa (przy tworzeniu kolej-
nych rozkladow w miegjsce x podstawiano: 0,005, 0,015, ..., 0,195)". Dalej, ze zbioru
wszystkich niewylosowanych dotad cyfr pobrano (w losowaniu ze zwracaniem) a
cyfr, dla ktorych zwiekszano prawdopodobienstwa z rozktadu Benforda o x/(2a).

Krok drugi opisywanej procedury polegal na powigzaniu 40 rozkladow teoretycz-
nych z odpowiednio zalozonymi rozmiarami prob (od n = 300 do n = 117 300 ze
skokiem co 3000 obserwacji). Dla kolejno numerowanych (i = 1, 2, ..., 40) rozktadow
teoretycznych losowano po kolei (bez zwracania) wartosci ze zbioru zawierajacego
liczebnosci prob {300, 3300, ..., 117 300} i przypisywano je tym rozkladom.

W kroku trzecim utworzono 40 rozkltadow empirycznych pierwszej cyfry zna-
czacej, bazujgc na otrzymanych rozkladach teoretycznych, powigzanych juz z roz-
miarami prob. Dla kazdego z 40 rozkltadow teoretycznych przemnazano prawdopo-
dobienstwa pojawienia si¢ danej cyfry przez skojarzona z okreslonym rozkladem
liczebnos¢ proby. Uzyskane w ten sposob wartosci zaokraglano do liczb catkowi-
tych, a liczby te sumowano, otrzymujac tzw. skorygowana liczebno$¢ proby. Skory-
gowane liczebnos$ci prob roznity si¢ od tych podanych w kroku drugim procedury
maksymalnie o dwie obserwacje. Opierajac si¢ na skorygowanych liczebnosciach
proby, a takze zaokraglonych warto$ciach, bedacych liczbami wystgpien danej cyfry,
wyznaczano czgstosci wzgledne pojawienia si¢ cyftr. Tak otrzymane rozktady potrak-
towano jako rozktady empiryczne.

Ostatni krok charakteryzowanej procedury polegat na obliczeniu wartosci 13
miernikow zgodnos$ci dla uzyskanych w poprzednim kroku 40 rozktadow empirycz-
nych. Otrzymane dane zostaly przedstawione w formie tabeli, w ktorej kolejne wier-
sze byly opisywane przez rozktady empiryczne, a w kolumnach podano wartosci
miernikow. Te dane postuzyly nastepnie do przeanalizowania wskazah miernikow.

3. Rezultaty przeprowadzonego badania

Przed przeprowadzeniem analizy korelacji sprawdzono, czy empiryczne rozklady
miernikow podobienstwa podlegaja rozktadowi normalnemu. W tym zakresie wyko-
rzystano test Shapiro-Wilka, a rezultaty testowania podano w tab. 1. Jak wida¢, przy

* W opisywanym algorytmie dodatkowo narzucono restrykcje na wyrazenie x/(2a). Gdy war-
tos¢ tego wyrazenia byta wicksza od mediany obliczonej z warto$ci prawdopodobienstw pochodza-
cych z rozktadu Benforda (tj. od liczby 0,0792), ponownie losowano liczb¢ a. Jezeli okazato sig, ze w
rezultacie odejmowania uzyskano ujemne prawdopodobienstwo dla jakiej$ cyfry, to wylosowang
cyfre odrzucano, a nastgpnie po raz kolejny losowano inng cyfre do momentu uzyskania wytacznie
dodatnich prawdopodobienstw powstatych w wyniku odejmowania warto$ci wyrazenia x/(2a).
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a = 0,01 w siedmiu przypadkach na 13 przeprowadzonych testowan nalezy odrzuci¢
hipoteze zerowa zaktadajacg normalnos¢ rozktadu miernika zgodnos$ci. Taki wniosek
dotyczy nastepujacych miernikow: x2, y2/n, A, m, M*, A*, r.

Tabela 1. Wyniki testowania normalnosci rozktadow miernikow

Miernik Wartos¢ Miernik Wartos¢
zgodnosci statystyki W p-value zgodnosci statystyki W p-value
U 0,9459 0,0547 d* 0,9674 0,2976
x? 0,7213 0,0000 M* 0,8645 0,0002
x%/n 0,8728 0,0003 D** 0,9324 0,0193
A 0,9053 0,0027 A" 0,8943 0,0013
%4 0,9328 0,0200 MAD 0,9561 0,1233
v 0,9307 0,0170 r 0,8942 0,0013
m 0,9134 0,0048

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Tabela 2. Wspotczynniki korelacji rang Spearmana pomigdzy miernikami podobienstwa rozktadow

n U x? x:/n A v v m d* M* D™ A MAD

U 0,46

X2 0,50 | 0,95
x?/n | -0,01 0,73 0,77

2 0,53 | 085 | 090 | 0,71

1% 0,05 | 067 | 0,70 | 092 | 0,74

v 045 | 087 | 091 | 076 | 095 | 0,82

m 005 | 059 | 072 | 09 [ 074 | 088 | 0,75

d* 0,00 | 0,70 | 0,76 | 0,97 | 0,74 | 094 | 0,78 | 095

M* 045 | 075 | 088 | 075 | 08 | 0,71 | 086 | 087 | 0,79

D™ 051 | 09 | 098 | 0,75 | 093 | 0,71 | 092 | 0,78 | 0,77 | 0,94

A* 0,09 | 055 | 055| 064 | 070 | 060 | 057 | 060 | 063 | 056 | 0,56
MAD | 0,08 | 0,75 | 0,70 | 091 | 065 | 090 | 0,72 | 0,75 | 091 | 060 | 067 | 059

r 0,01 | -0,70 | -0,76 | -0,98 | -0,73 | -0,93 | -0,77 | -0,92 | -0,98 | -0,78 | -0,77 | -0,62 | -0,90

Uwaga: pogrubiona czcionka oznaczono wspotczynniki korelacji istotne statystycznie na poziomie & = 0,05.

Zrodto: opracowanie wiasne.

Poniewaz rozklady wigkszo$ci miernikow nie podlegajg rozktadowi normalne-
mu, wigc do oceny zwigzkow pomiedzy miernikami postuzono si¢ korelacjg rango-
wa Spearmana, a nie korelacja liniowa. Analiza wynikow zawartych w tab. 2 dostar-
cza trzech podstawowych wnioskéw. Po pierwsze, do grupy miernikow, ktorych
wskazania sa skorelowane z liczebnoscia proby, naleza: U, x2, A, V*, M*, D**. Po
drugie, kierunek uzyskanych korelacji wskazuje, ze wszystkie mierniki podobien-
stwa rozktadow, z wyjatkiem miary 7, maja jednakowa interpretacje, tj. im mniejsze
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wartosci przyjmujg, tym obserwuje si¢ wicksza zgodnos$¢ z rozkltadem Benforda.
W przypadku miernika r sytuacja jest odmienna — im wyzsze wartosci przyjmuje,
tym obserwuje si¢ wigkszg zgodno$¢ z rozktadem Benforda. Po trzecie, cztery najsil-
niejsze korelacje zauwazalne sa dla nastepujacych par miernikow: r i d*, r i y?/n,
D**iy?, d*iyx?/n. Zkolei cztery najstabsze zaleznoéci korelacyjne mozna dostrzec
pomiedzy miernikiem A* a miernikami: U, 2, M*, D**.

Macierz danych, jaka uzyskano w wyniku realizacji czteroetapowej procedury
opisanej w punkcie drugim, stanowita tez punkt wyjscia analizy taksonomiczne;.
Kazdy z 40 obiektoéw (rozktadéw empirycznych) byt opisany przez 13 cech (mierni-
kéw zgodnosci). W prowadzonym badaniu podjeto probe klasyfikacji miernikow,
ktére byly postrzegane jako punkty rozmieszczone w 40-wymiarowej przestrzeni
obiektow. Przy grupowaniu miernikow postuzono si¢ cechami znormalizowanymi.
Do tego celu wykorzystano metode unitaryzacji zerowanej (zob. np. [Kukuta 2000]).
Wszystkie cechy poza wspolczynnikiem korelacji liniowej miaty charakter destymu-
lant (im wyzszg wartos¢ przyjmowaty, tym bardziej zmniejszat si¢ poziom podobien-
stwa do rozktadu Benforda). Natomiast miernik r potraktowano jako stymulantg (im
wyzszg warto$¢ przyjmowat, tym bardziej zwigkszal si¢ poziom podobienstwa do
rozktadu Benforda).

Najpierw wykorzystano metode Warda (zob. [Ward 1963]) z kwadratowa odle-
gloscig euklidesowa po to, aby otrzymane drzewko polaczen stanowilo podstawe do
okreslenia optymalnej liczby podgrup. Wybor metody Warda byt podyktowany jej
duza efektywnosciag w poréwnaniu do innych metod (zob. np. [Grabinski, Sokotow-
ski 1984]). Ostateczng klasyfikacje¢ przeprowadzono z kolei z uzyciem metody
k-$rednich (zob. [Hartigan 1975]), przyjmujac tym samym zatozenie, ze skupienia sg
sferyczne.

Kierujac si¢ kryterium pierwszego wyraznego przyrostu odlegtosci aglomeracyj-
nej dla kolejnych etapow wiazania (zob. np. [Sokotowski 1992]), otrzymany dendro-
gram (rys. 1) nalezy przycia¢ na odcinku odleglosci aglomeracyjnej [1,9; 3,5], co
daje 4 podgrupy miernikow.

W wyniku realizacji metody k-srednich (k = 4) wyrdzniono nastepujace grupy
miernikéw (w nawiasach podano odlegtosci od $rodka wlasciwego skupienia):

« grupa 1: U (0,1142), 1 (0,0602), V* (0,0580), M* (0,1054), D** (0,0490),
« grupa2: y?/n (0,1028), m (0,1008), A* (0,1827), r (0,0941),

« grupa 3: x? (0,00),

« grupa 4:V (0,0805), d* (0,0682), MAD (0,1020).

Uzyskane wyniki badania symulacyjnego pokazuja, ze w analizach empirycz-
nych, ukierunkowanych na konstruowanie rankingdw rozpatrywanych zbiorow licz-
bowych ze wzgledu na poziom podobienstwa empirycznego rozktadu pierwszej cy-
fry znaczacej z rozktadem Benforda, nie ma konieczno$ci wykorzystywania wszyst-
kich 13 miernikow. Dysponujac zbiorami danych o zroznicowanej wielkosci, wy-
starczy uwzgledni¢ jedynie 4 mierniki zgodno$ci: miernik y? oraz po jednym repre-
zentancie z grup oznaczonych numerami: 1, 2 i 4.
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Rys. 1. Dendrogram dla 13 miernikdw podobienstwa rozktadow

Zrédto: opracowanie wihasne.

4. Zakonczenie

Pomimo licznych zatozen, jakie poczyniono w prowadzonym badaniu, otrzymane
wyniki stanowia cenng wskazoéwke przy prowadzeniu analiz empirycznych, maja-
cych na celu poréwnywanie (z wykorzystaniem miernikow podobienstwa rozkla-
dow) badanych zbioréw liczbowych (pod katem poziomu zgodnosci empirycznych
rozktadow pierwszej niezerowej cyfry liczb z tych zbioréw z rozktadem Benforda) w
sytuacji, gdy liczebnos$ci takich zbiorow sa zréznicowane. Ciekawym zagadnieniem
wydaje si¢ przeanalizowanie wskazan miernikow zgodnosci nie tylko przy zalozeniu
zmiennej liczebno$ci proby, lecz i w wariancie jej stalej liczebnosci. Co wiecej, ba-
danie tego typu mozna dodatkowo rozszerzy¢ o inne przypadki analiz cyfrowych
(np. przypadek drugiej cyfry znaczacej czy dwoch pierwszych cyfr znaczacych).
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