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Streszczenie: Opracowanie dotyczy zastosowan teorii granicznych rozkladéw dla ekstre-
mow w prognozach ostrzegawczych dla ciagu zmiennych losowych o rozkladzie logaryt-
miczno-normalnym. Poczatek pracy zawiera elementy teorii dotyczacej statystyk pozycyj-
nych. W dalszej czgéci przedstawiono podstawowe twierdzenia zwigzane z teorig rozktadéw
typdw ekstremalnych i dziedzin przyciagania. Na koniec zaprezentowano badania empirycz-
ne, w ktorych zbudowano model prognoz ostrzegawczych dla charakterystyk hydrologicz-
nych. Wykorzystane w pracy dane dotycza stanow wod na wybranej rzece Dolnego Slaska.

Stowa kluczowe: statystyki pozycyjne, dystrybuanta graniczna, typy rozkladow ekstre-
malnych, prognoza ostrzegawcza, charakterystyki hydrologiczne.

Wprowadzenie

Ekstremalne wartosci okreslonych charakterystyk w roznych dziedzinach
zycia sg w wigkszosci przypadkéw zjawiskiem o niekorzystnym dziataniu. Cha-
rakterystyki meteorologiczne i hydrologiczne, przyjmujac ekstremalne wartosci,
przyczyniaja si¢ do wielu réznego rodzaju zjawisk o dzialaniu katastroficznym.
Na rynkach finansowych ekstremalne wartosci pewnych charakterystyk powo-
duja straty finansowe. Wptywu warto$ci ekstremalnych nie da si¢ powstrzymac.
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Mozna jedynie przygotowac si¢ odpowiednio wczesnie na efekt ich dziatania.
Do tego celu wykorzystuje si¢ systemy prognoz ostrzegawczych.

W tym opracowaniu przedstawiono rozwigzanie procesu budowy prognoz
ostrzegawczych oparte na granicznych rozktadach ekstremow monitorowanej
zmiennej, przy zalozeniu, ze zmienne losowe bedg pochodzi¢ z populacji o roz-
ktadzie logarytmiczno-normalnym.

1. Ekstrema jako jedne ze statystyk pozycyjnych
i ich rozkiady

Jesli zmienne losowe &, &,,...,& zostang uporzadkowane w kolejnosci
1 wtedy zapiszemy je jako:

oS -S8,

to f(i) bedziemy okresla¢ jako i-tg statystyke pozycyjna zmiennych losowych,
natomiast Ei)(x) bedzie oznaczaé dystrybuante i-tej statystyki pozycyjnej. Za-
ktadamy, ze &, &,,..., &, bedzie ciagiem n niezaleznych zmiennych losowych

o identycznych rozktadach Iub inaczej mowiac o wspolnej dystrybuancie F (x).
Przez x;, x5, ..., x, oznaczymy odpowiednio realizacje zmiennych losowych
&y Ey oony & Przez M, 0znaczymy n-ta statystyke pozycyjna, bedaca maksimum,

ktora okresla wzor:
M, =max(, &, ..., &) (1)
Dystrybuanta najwickszej statystyki pozycyjnej bedzie oznaczona jako
F,(x) i okreslona nastgpujacym wzorem:

F,(x) = P{M L=< x} = P{wszystkie &< x} =F"(x) )

gdzie F(x) jest dystrybuanta zmiennej losowej & (i=1,2, ...,n).
Wigcej na temat elementdw teorii statystyk pozycyjnych mozna znalez¢é w pracy
[David, Nagaraja, 2003].

2. Asymptotyczne rozktady ekstremoéw - elementy teorii

W punkcie tym przedstawiono zarys teorii asymptotycznych rozktadow dla
ekstreméw zmiennych losowych. Klasyczna teoria wartoéci ekstremalnych
w szczegblnosci okresla mozliwe postacie dystrybuant granicznych dla ekstre-
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méw (maksimow i miniméw) w ciagach niezaleznych zmiennych losowych
o identycznych rozktadach. Z uwagi na asymptotyczny charakter tej teorii jej
wlasnosci sg utrzymane w szczegolnosci, gdy n —> o0. Oczywiscie wszystkie
wyniki uzyskane dla maksimoéw M, prowadza do otrzymania wynikoéw dla mi-
nimow m,, poprzez prosta relacje:

m,=min(&,...,&, ) =—max(-£,...,—¢,). (3)

W skonczonych warunkach dystrybuantg statystyki M, okre$la wzor (2); dla
warunkow skonczonych jest szeroko stosowana. W tym miejscu mozna sobie po-
stawi¢ pytanie: po co zglebia¢ i stosowac teori¢ rozkltadow asymptotycznych dla
ekstremow, skoro teoria w warunkach skonczonych jest dobrze znana i daje dobre
wyniki? Odpowiedz jest bardzo prosta: w teorii asymptotycznej nie musimy znaé
dystrybuanty rozktadu zbyt precyzyjnie, zeby swobodnie stosowac ja do rozwigzy-
wania rzeczywistych probleméw. W rzeczy samej, niezdegenerowana dystrybuanta
rozktadu M, musi naleze¢ do jednej z trzech mozliwych rodzin dystrybuant, nieza-
leznie od oryginalnej dystrybuanty F(x) zmiennych & (i = 1, ..., n). Wystarczajacym
jest wiedzie¢, do ktorej dziedziny przyciagania (domain of attraction) trzech rodzin
dystrybuant granicznych nalezy rozpatrywany rozktad ekstremum.

Na poczatku powinnis$my by¢ zainteresowani warunkami, przy ktorych, dla
odpowiednio znormalizowanych statych, a, > 01 b,,

P{a, (X, —b)<x}—2>G(x) @)

(gdzie —%— oznacza, ze zbiezno$¢ pojawia si¢ przy ciagtych punktach funkcji
G). Teoria ta ukazuje rowniez, ze niezdegenerowane dystrybuanty G, ktére mo-
ga pojawi¢ si¢ jako ograniczenia we wzorze (4) maja jedna z trzech parame-
trycznych form podanych ponizej we wzorze (5), nazywanych rozktadami war-
tosci ekstremalnych:

Typl: G(x) =exp(-e™), —o<x<»®

x<0

0,
T I1:G =
P () {exp(—x“ ), dla pewnegoa >0, x>0

exp (— (—x)a) dla pewnego ¢ >0, x<0

Typlll: G(x) =
1, x>0

Powyzsze stwierdzenia wyraza teza twierdzenia, ktore zamieszczono w dal-
szej czesci pracy. Wykorzystujac wzory (2) i (4), mozemy zapisac ze:

F'(a,'x +b)—2— G(x) (6)
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Jesli warunek ze wzoru (6) jest spelniony dla pewnych statych
{an > 0}, {bn}, to oznacza, ze F nalezy do obszaru przyciggania (dla maksi-

mow) funkeji G i zapisuje si¢ to jako F € D(G). Wigcej szczegotowych infor-
macji na temat tej teorii mozna znalez¢ w pracach [Leadbetter i in., 1983; Ga-
lambos, 1978].

3. Ogodlna teoria dziedzin przyciagania

Punkt ten rozpoczeto od przedstawienia dwoch istotnych twierdzen zwiagza-
nych z dziedzinami przyciggania. Pierwsze z nich mowi, ze dystrybuanta okre-
slonego rozktadu jest max-stabilna, jesli i tylko jesli jest takiego samego typu jak
jedna z dystrybuant rozktadow wartosci ekstremalnych.

Twierdzenie 1. Kazdy max-stabilny rozktad jest typem wartosci ekstremal-
nych (extreme value type), np. rdwna si¢ G(ax + b) dla pewnych a > 0 i b, gdzie
dystrybuanty G(x) sa postaci jak we wzorze (5). Dowod twierdzenia jest zawarty
w M.R. Leadbetter i in. [1983].

Twierdzenie 2. Niech M, =max(&,,&,, ..., &), gdzie & sa niezaleznymi

zmiennymi losowymi o identycznych rozkladach. Jesli dla pewnych statych
a,>0, b, , mamy:

P{a,(M,-b,)<x} >G(x) )

dla pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty G, wtedy G jest jedng z trzech dys-
trybuant granicznych typow warto$ci ekstremalnych danych wzorem (5). Od-
wrotnie, kazda dystrybuanta G typow wartosci ekstremalnych moze wystepowac
jako ograniczenie w (7); faktycznie wystepuje, kiedy G sama sobie jest dystry-
buanta kazdej zmiennej &, .

Zauwazmy teraz, ze twierdzenie 2 zaklada, ze a, (M, —b,) ma niezdegene-

rowang dystrybuante graniczng i wtedy dowodzi, ze G musi mie¢ jedng z trzech
okreslonych form.

Praktycznym aspektem w teorii dziedzin przyciggania jest to, zeby wie-
dzie¢, ktéra z trzech dystrybuant granicznych okreslonych wzorem (5) uzy¢,
kiedy kazda zmienna losowa &, ma rozktad opisany przez dystrybuante F, pod-

kreslajac, ze posta¢ dystrybuanty nie musi by¢ precyzyjnie okreslona.
W omawianej teorii znane sg praktyczne twierdzenia, ktére definiujg pewne
proste 1 uzyteczne, a zarazem wystarczajace warunki, ktore stosuje si¢ kiedy
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dystrybuanta rozktadu ' ma funkcje gestosci prawdopodobienstwa f do spraw-
dzenia, do ktorej z trzech dziedzin przyciggania nalezy dystrybuanta maksimum
rozpatrywanego ciggu zmiennych {fn} . Z uwagi na ograniczone ramy tej pracy,
pomijamy ich prezentacje i odsytamy do pracy de Haan [1976].

Jezeli okreslony rozktad prawdopodobienstwa posiada dystrybuante gra-
niczng dla ekstremum, to w mysl twierdzenia 2 jest ona jedng z trzech typow
danych wzorem (5).

W niniejszej pracy bedziemy zajmowac si¢ danymi o rozkladzie logaryt-
miczno-normalnym. W zwigzku z tym w tym miejscu przedstawiono definicje
rozktadu logarytmiczno-normalnego.

Definicja 1. Zmienna losowa X typu cigglego ma rozklad logarytmiczno-
-normalny z parametrami z i o° (u€R,o>0), ktory oznaczamy przez

LN (u, o), jezeli jej funkcja gestosci prawdopodobienstwa jest postaci:

_ 2
f(x)= ﬁexp {—%} 1., (x) [por. Magiera, 2002].

Wartos¢ oczekiwana i wariancja dla tego rozktadu dane sg wzorami:
_ 1 2 _ 2 2
E(X)=exp 56 +u |, V(X)—exp(a +2,u)(exp0' —1).

Ponizej przedstawiono twierdzenie pokazujace, do ktorego typu nalezy dys-
trybuanta graniczna rozktadu maksimum i jak wyznaczy¢ state normujace a, 1 b,
w przypadku gdy zmienne losowe & maja rozklad logarytmiczno-normalny
otrzymany przez monotoniczng transformacj¢ rozktadu normalnego.

Twierdzenie 3. Jesli f jest monotoniczng rosnacg funkcja i 68; =f(&),
wtedy prosto otrzymujemy M, =max(&,....& )= f(M,). Jesli {fl} jest

ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozktadach, takim ze
spetniona jest zbieznos¢ (4), to wtedy mamy:

P{Mn Si+bn}_) G(x) tak, ze P{Mﬂ Sf[i+bn]}—>G(x).
a

n n

W niektorych przypadkach funkcja f moze by¢ rozbudowana i utrzymanie
liniowych warunkow daje graniczng dystrybuante G dla M n z przeksztatlconymi
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al’l
1'®,)
rozktad normalny, wtedy stale normujace a, i b, okreslaja relacje (8) i (9) poda-
ne ponizej:

b, = f(b,). Jesli zmienne losowe & maja

statymi normujacymi a,; =

a, =(2logn)" (8)

b ,=(2logn)" —%(2 logn)"*(loglogn+log4r) )

Dowdd znajduje si¢ w pracach [Leadbetter i in., 1983; David, Nagaraja, 2003].
Biorac f'(x)=e" otrzymujemy zmienne losowe & o rozktadzie logarytmiczno-
-normalnym, dla ktorych:

a

n

P{M <exp (i + bnj} — G(x) =exp(—e™). (10)
Po odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy wyrazenie:
C b
P {Mﬂ <€ x+ eb'} — G(x) = exp(-e™), (11)
z ktorego mozna okresli¢, ze zmienna losowa M n ma dystrybuante graniczng I typu
(patrz wzor (5)) ze statymi normujacymi postaci:
a = ane_b" (12)
b =eé". (13)
Ostatecznie wyrazenie (11) mozemy zapisa¢ w postaci:
P{M,<ax+b,| - G(x)=exp(-e™). (14)

Dowod powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy M.R. Leadbetter i in.
[1983].

4. Prognozy ostrzegawcze w hydrologii

W tej sekeji wprowadzono pojecie prognozy ostrzegawczej jako zapowie-
dzi wystgpienia zdarzenia traktowanego przez odbiorcg jako niekorzystne. Pre-
cyzyjnie prognoze¢ ostrzegawcza okresla definicja 2, ktora jest jedng z wielu,
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jakie mozna spotka¢ w literaturze przedmiotu, ale najbardziej pasuje do proble-
matyki niniejszego opracowania.

Definicja 2. Prognoza ostrzegawcza jest stan zmiennej w momencie lub
okresie nalezacym do przysztosci, gdy przewiduje si¢ niekorzystne ksztattowanie
si¢ kontrolowanej zmiennej na podstawie informacji dostarczonej przez szereg
czasowy [por. Siedlecka, 1996].

Zadaniem prognozy ostrzegawczej jest dostarczenie na czas informacji
0 wystapieniu w przysztosci niekorzystnej warto$ci monitorowanej charaktery-
styki. Jak z tego wynika, prognozy ostrzegawcze stanowig specyficzny rodzaj
przewidywania, nie dotycza one bowiem wyznaczania przysztej warto§ci moni-
torowanej zmiennej, lecz tylko faktu, ze warto§¢ monitorowanej zmiennej prze-
kroczy wyznaczony poziom lub bedzie nizsza od danego poziomu w zalezno$ci
od charakteru badanego zjawiska. W takim kontek$cie prognoza ostrzegawcza
jest prognoza jakosciowsg, poniewaz dotyczy zdarzenia lub sytuacji, ktore mozna
zapisa¢ w arytmetyce binarnej (+), (—) lub 0, 1 [por. Siedlecka, 1996].

Ograniczajac szerokie zastosowanie prognoz ostrzegawczych jedynie do
dziedziny hydrologii, nalezy réwniez ograniczy¢ zbiér zmiennych kontrolowa-
nych w procesie prognozowania ostrzegawczego. W hydrologii jednym z wielu
zadan prognoz ostrzegawczych jest monitorowanie takiej charakterystyki, jak
stany wod w rzekach w celu ochrony przeciwpowodziowej. Charakterystyke
wymienionej zmiennej prezentuje definicja 3.

Definicja 3. Stan wody jest to wzniesienie zwierciadta wody w cieku ponad
umowny poziom odniesienia (co nie jest rownoznaczne z glgbokoscia cieku).

Nalezy rozrézni¢ pojecia ,,stan wody” i ,,poziom wody”. Sg to te same
wielkosci fizyczne, jednak podawane wzglgdem réznych odniesien. Poziomy
terenu liczymy od przyjetego poziomu morza, dlatego wysokos¢, na ktorej znaj-
duja si¢ obiekty na Ziemi wyrazamy w metrach nad poziomem morza. W Polsce
sie¢ wodowskazowa jest obecnie odniesiona do poziomu morza w Kronsztadzie
w Rosji. Dla uproszczenia zapisu wzniesienie zwierciadta wody liczymy od
ustalonego ,,zera” wodowskazu. Taki pomiar nazywamy stanem wody, w odréz-
nieniu od poziomow liczonych wzgledem przyjetego zera niwelacji. W praktyce
zera s3 ustalane ponizej najnizszego stanu wody w celu uniknigcia wartosci
ujemnych wynikajacych z mozliwej erozji dennej poglebiajacej np. dno rzeki.
Rzedna zera kazdego wodowskazu jest okreslona w odniesieniu do panstwowej
sieci niwelacyjnej, dlatego tez majac t¢ informacje jesteSmy w stanie wyznaczy¢
poziom wody. Na podstawie wieloletnich pomiaréw mozna okresli¢ charaktery-
styczny rozktad stanow wody dla danej rzeki w danym miejscu. Wyznacza si¢
wowczas nastepujace strefy standow wody: strefe stanéow niskich, strefe stanow
srednich, strefe standw wysokich, stan ostrzegawczy, stan alarmowy.
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Wymienionym powyzej opisom dla danej rzeki w okreslonym miejscu sg
przyporzadkowane konkretne wartosci liczbowe, wedlug ktorych identyfikuje
si¢ rodzaj stanu wody w punkcie pomiaru na podstawie zaobserwowanego stanu
w danym czasie ¢.

W tym opracowaniu prognoza bedzie budowana dla stanu wody obserwowa-
nym na rzece Odra w stacji Otawa.

5. Budowa modelu prognoz ostrzegawczych
na podstawie danych empirycznych

W niniejszym artykule analizie zostaly poddane stany wod na rzece Odra.
Wykorzystamy dzienne dane dotyczace standéw wod, uzyskane ze stacji na wo-
dach powierzchniowych w Otawie, pochodzace z Instytutu Meteorologii i Go-
spodarki Wodnej w Warszawie. Na potrzeby budowy prognoz ostrzegawczych
dysponujemy dziennymi stanami wod za okres 01.1961-12.2011 r. (18 627 ob-
serwacji) ze stacji w Olawie.

Z uwagi na fakt, iz w tej pracy zajmujemy si¢ przypadkiem, w ktorym sg
analizowane ciagi niezaleznych zmiennych losowych do budowy prognoz
ostrzegawczych, wzigte zostaly stany wod pochodzace z co 30 dnia. Taki zabieg
miat na celu zminimalizowanie prawdopodobienstwa wystapienia zalezno$ci
pomigdzy danymi z sgsiadujacych okresow.

Istotnym, a zarazem pierwszym punktem w praktycznym zastosowaniu teo-
rii dystrybuant granicznych dla ekstremow jest ustalenie typu rozktadu danych
analizowanej populacji.

W tej pracy przyjeto, ze badany cigg zmiennych losowych &, &,,...,¢,

jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach logarytmiczno-
-normalnych. Zmienne losowe & i & ., sa oddalone od siebie w czasie o 30 dni.

Z uwagi na fakt, iz wstgpny ciag zmiennych losowych dotyczacych dziennych
standw wod zostal na potrzeby analizy zastapiony przez ciag zmiennych loso-
wych przedstawiajacy stany wod co 30 dni liczba zmiennych losowych zmniej-
szyla si¢ 30-krotnie. Dla ciagu zmiennych losowych &, &,,...,& n = 621. Hi-

poteza o logarytmiczno-normalnym rozktadzie analizowanego ciggu zmiennych
losowych zostata poddana testowaniu za pomoca dwoch dobrze znanych testow:
testu zgodnosci chi-kwadrat i testu zgodno$ci Kotmogorowa. Wartosci p-value
dla obu testow przedstawiono w tab. 1.
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Tabela 1. Wartosci p-value dla testow na rozktad logarytmiczno-normalny

Test zgodnosci chi-kwadrat Test zgodnosci Kolmogorowa

[N S p=0214 pe=0,999

Zrodto: Opracowanie whasne.

Wyniki z tab. 1 pokazuja, Zze na poziomie istotnosci o = 0,1 mozna przyjac,
ze stan wody w badanej stacji ma rozklad logarytmiczno-normalny.

W zwigzku z tymi wynikami, do obliczenia prognoz ostrzegawczych dla
badanego punktu pomiarowego wykorzystamy graniczng dystrybuante typu I.
Przeksztalcajac relacje (14), otrzymujemy nastgpujace wyrazenie:

f4)
P Mnsai,+bn Sexp|—e '\ /|, (15)

n

z ktorego latwo wyznaczymy prawdopodobienstwa dla okreslonych warto$ci
maksimow badanych zmiennych. Prawdopodobienstwa osiggania przez badane
zmienne okre§lonych wartosci beda stanowié prognozy ostrzegawcze. Stale

normujace a;l i b}; w wyrazeniu (15) dla badanego ciggu zmiennych losowych
wyznaczamy, wykorzystujac wzory (8), (9), (12) i (13). Wartosci stalych normu-
jacych sa przedstawione w tab. 2.

Tabela 2. State normujace dla badanego ciagu

§I’§27"'9§n=”:621 0,252 9,381

Zrédlto: Opracowanie wiasne.

Prognozy ostrzegawcze beda prawdopodobienstwami przekroczenia stanu
ostrzegawczego i alarmowego przez maksima zmiennych & w ciagu o liczebnosci n.

Stany ostrzegawcze i alarmowe oraz ich wartosci standaryzowane badanej stacji
pomiarowej sa podane w tab. 3. Do standaryzacji wykorzystano parametry z prob:
$rednia i odchylenie standardowe dla analizowanego ciggu danych.

Tabela 3. Stany ostrzegawcze i alarmowe wraz z warto$ciami standaryzowanymi

Stacja Otawa
Stan ostrzegawczy 500 cm
Warto$¢ standaryzowana dla stanu ostrzegawczego 2,41
Stan alarmowy 560 cm
Warto$¢ standaryzowana dla stanu alarmowego 3,08

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Wyznaczone prognozy za pomoca wzoru (15) i danych z tab. 2 i 3 przed-
stawiono w tab. 4.

Tabela 4. Prognozy ostrzegawcze dla stacji Otawa

Stacja Otawa
Prognoza stanu ostrzegawczego P(Mn > 500) =0,00000000591
Prognoza stanu alarmowego P(M, >560)=0,000000000414

Zrédlto: Opracowanie wiasne.

Analizujac otrzymane wyniki, wida¢, ze w stacji Otawa na rzece Odrze praw-
dopodobienstwa przekroczenia stanu ostrzegawczego i alarmowego sg bliskie zeru.
Na uwage zastuguje fakt, ze wraz ze zmiang n w analizowanym ciggu zmiennych
losowych prognozy w prosty sposob beda aktualizowane. Powoduje to, ze przed-
stawiony model prognoz ostrzegawczych ma charakter dynamiczny i na biezaco
moze by¢ aktualizowany, dajac rzeczywisty obraz sytuacji. Istotnym faktem jest
réwniez to, ze jako$¢ wyznaczanych prognoz jest wprost proporcjonalna do dtugo-
$ci ciggu analizowanych zmiennych. Mowiac wprost, im dluzszym szeregiem cza-
sowym dysponujemy, tym uzyskiwane wyniki sg lepsze. Oznacza to, ze im dhuzej
prowadzimy monitoring, tym lepszej jakosci prognozy uzyskujemy.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono podejécie do prognozowania ostrzegawczego oparte
na granicznych rozktadach dystrybuant ekstreméw obserwowanych charaktery-
styk. Wyznaczono prognozy dotyczace stanu wody w wybranej stacji pomiarowe;
na rzece Odra. Zwrdcono uwage na to, ze jedna z najwazniejszych rzeczy przy
takim podej$ciu do prognozowania ostrzegawczego jest odpowiednie dopasowanie
rozktadu teoretycznego do analizowanych danych empirycznych. W rozpatrywa-
nych przyktadach poddano analizie ciggi zmiennych losowych o powszechnie zna-
nym i stosowanym rozktadzie logarytmiczno-normalnym dla przypadku, w ktérym
zmienne losowe sa niezalezne.

Istotnym faktem jest to, ze zbudowany model prognoz ostrzegawczych ma
charakter dynamiczny. Oznacza to, ze moze by¢ na biezaco aktualizowany. Daje
to mozliwos¢ efektywnego monitoringu analizowanych charakterystyk i odpo-
wiednio wczesne reagowanie na sygnaty alarmujace.
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THE APLICATION OF VALUE EXTREME THEORY
IN WARNING FORECAST IN HYDROLOGY FOR SEQENCE
OF INDEPENDENT LOGNORMAL RANDOM VARIABLES

Summary: The work applies to the application of the theory of limit distributions for ex-
tremes in warning predictions for the random variables sequences with lognormal distribu-
tion. The beginning of the work contains theory components concerned order statistics. In
the next part of the work basic theorems connected to the theory of types distributions and
gravity areas are presented. At the end of the work empirical research are presented, in
which a model of warning predictions for hydrological characteristic is being built. Details,
used in the work concern water conditions at one, selected river of Lower Silesia.

Keywords: warning forecast, order statistics, hydrology parameters, limit distribution
function, types of extreme distributions.



