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Piotr SULEWSKI

Ocena zdolnosci tablic dwudzielczych
do wykrywania zwigzku miedzy uporzgdkowanymi
cechami typu jakosciowego

Tablice wielodzielcze sa podstawowym i bardzo czgsto stosowanym narzg-
dziem stuzacym do badania zwigzku miedzy cechami. Tablicg, ktora powstaje
w wyniku podziatu danych wedlug dwoéch cech nazywamy dwudzielcza, trzech
cech — trdjdzielczg itd. Przedmiotem obecnej pracy sa tablice dwudzielcze.

Procedura weryfikacji hipotezy podstawowej Hy o braku stochastycznej za-
leznos$ci miedzy badanymi cechami polega na ustaleniu poziomu istotnos$ci testu
(najczesciej 5%, rzadziej 10%), a nastepnie na odnalezieniu w odpowiednich
tablicach rozktadu statystyki testowej warto$ci krytycznej na tym poziomie
istotnosci i poréwnaniu z wartoscig statystyki testowej. Gdy ta druga wartosé¢
jest chocby tylko nieco mniejsza od pierwszej, to Ho zostaje przyjeta. Jednak
nalezy zdawac sobie sprawe, jak duze jest prawdopodobienstwo, ze przyjmujac
Hy mozna przyjac hipoteze falszywa.

Przeprowadzmy zatem nastgpujacy eksperyment numeryczny. W pierwszym
kroku jego realizacji ustalmy takie prawdopodobienstwa przynaleznosci danej
obserwacji do komorki lezacej w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, by istnial zwia-
zek migdzy cechg ,,po kolumnach” i cecha ,,po wierszach”. Zatem hipoteza H,
nie jest prawdziwa. Traktujemy numery wierszy i kolumn jako realizacj¢ dwu-
wymiarowej zmiennej losowej dyskretnej. Site zwigzku liczbowo wyraza kowa-
riancja zmiennych. W kroku drugim wygenerujmy wielokrotnie tablice dwu-
dzielcze i przeprowadzmy na kazdej z nich test weryfikujacy hipoteze Ho. Na-
stepnie policzmy, ile razy Hy zostala przyjeta, chociaz stuszng nie jest. W ten
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sposob uzyskamy krzywag operacyjno-charakterystyczna, ktéra mozna nazwaé
funkcja stabosci testu. W praktyce postugujemy sie funkcja mocy testu, bedaca
dopemhieniem funkcji stabosci do jednosci. Warto przy tym zauwazy¢, ze nazwa
»funkcja mocy testu” lepiej brzmi.

Stosujgc tablice dwudzielcza powinniS§my zada¢ pytanie, jakg zdolnos$¢ do
wykrywania zwigzku miedzy cechami maja tablice dwudzielcze, tzn. jaka jest
ich moc. Artykut pokazuje, jak mozna odpowiedzie¢ na to pytanie.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna pozna¢ moc testu jedynie dla
tablic dwudzielczych 2 x2, natomiast w przypadku tablic o wigkszych wymia-
rach konieczne jest generowanie tablic dwudzielczych i okreslenie ich mocy za
pomoca badan symulacyjnych. Przeprowadzone przez autora eksperymenty nume-
ryczne pokazaty, ze wyznaczenie mocy testdow na drodze analitycznej i porowna-
nie uzyskanych wynikow ze stosownymi warto$ciami empirycznymi jest mozliwe
— jak wspomniano wczesniej — jedynie dla tablicy dwudzielczej 2 x2. Przed-
stawione w pracy wyniki pozwalaja czytelnikowi zorientowac¢ sie¢, jak moc tablic
dwudzielczych zalezy od liczebno$ci proby oraz od sity zwigzku migdzy cechami.

W literaturze statystycznej istnieje wiele miar statystycznych testowych zwia-
zanych z tablicami dwudzielczymi. Sposrod nich szczegolnie czesto stosuje si¢

statystyke y%y Pearsona. Istniejg jednak pewne ograniczenia w stosowaniu

statystyki y2, Pearsona, ktéra — co warto przypomnie¢ — ma asymptotyczny
rozktad chi-kwadrat z (w—1)(k—1) stopniami swobody. W celu zniesienia tych

ograniczen w pracy (Sulewski, 2015) proponuje si¢ wyznaczanie wartosci kry-
tycznych za pomocg symulacji komputerowych metoda Monte Carlo.

Praca sktada si¢ z dwoch czgéci. Czes$¢ I ma charakter teoretyczny. Zdefinio-
wano w niej statystyke y%, Pearsona dla tablic dwudzielczych, centralny i nie-

centralny rozktad chi-kwadrat oraz kowariancje i wspolczynnik korelacji zmien-
nych. Przedstawiono takze metode¢ generowania zawarto$ci tablic dwudziel-
czych, sposdb wyznaczania wartosci krytycznych oraz metode wyznaczania
empirycznej i teoretycznej mocy testow. Czesé Il pracy ma charakter ekspery-
mentalny. Skladaja si¢ na nig przyklady wyznaczania mocy tablic dwudziel-
czych wraz z ich implementacjg komputerowg napisang w jezyku VBA (Visual
Basic for Applications) arkusza kalkulacyjnego Excel. Kopig¢ tej implementacji
umieszczono w Internecie, co pomoze czytelnikom samodzielnie prowadzi¢
badania statystyczne. Zamieszczono tez wykaz uzytych procedur i funkcji oraz
liczne komentarze dotyczace kodow zréodtowych, ktére sg pomocne w poznaniu
mechanizmu tworzenia tej implementacji.

W zalagczonym w Internecie arkuszu kalkulacyjnym mozna takze modelowaé
wykresy funkcji gestosci f(x) (arkusz wykr f(x)) i dystrybuanty F(x) (arkusz

wykr F(x)) rozkladu chi-kwadrat (centralnego) oraz funkcji gestosci f), (x)
(arkusz wykr fN(x)) i dystrybuanty Fy(x) (arkusz wykr FN(x)) niecentralnego
rozktadu chi-kwadrat.
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STATYSTYKA y%, PEARSONA

Tabl. 1 przedstawia tablice dwudzielczg wx k, ktora sktada si¢ z w-k war-
tosci ny; (i=1,...,w; j=1,..., k) rozkladu tacznego cech X'i Y.

TABL. 1. TABLICA DWUDZIELCZA w x k

Cecha Y
Razem
Cecha X Yi Y> Y
nyy ni Nk n.
N2 N oy no.
iy Ny Myk Pyye
N nao N n

Zr 6 dto: opracowanie whasne.

Warto$¢ n jest suma wszystkich wartosci n; tablicy dwudzielczej:

w k w k
n= ;”1 =§,”-j =227 6]

i=1 j=1

Statystyka y%, Pearsona do badania niezalezno$ci cech w tablicy dwudziel-
czej wx k ma postaé':

w k (ni' _ei')2
=22 @)
=1 j=1 €

gdzie:

n; — liczebno$¢ zaobserwowana w i-tym wierszu i j-tej kolumnie,
e; — liczebno$¢ oczekiwana i-tego wiersza i j-tej kolumny dana wzorem:
_ Do e

€jj T (izl, 2,0, W; j:1>27-"5k) (3)

W przedstawionym tescie niezaleznosci liczebno$¢ proby musi by¢ znaczna,
aby w kazdej komorce tablicy znalazta si¢ mozliwie duza liczba obserwacji.
Dla tablicy dwudzielczej 2x2 wzér (2) mozna stosowac, gdy n >40 oraz

e; =25 dla kazdego i, j=1,2. Jezeli 1<e; <5 dla pewnego i,j=1,2, to zda-

! Pearson (1900), s. 157—172.
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iem Campbella dla tabel 2x2 nalezy stosowac test n—1 chi-kwadrat w posta-
ci’:

n—1

n—1 X}(Y = /},/)Z(Y (4)
Jezeli e; <1 dla pewnego i,j=1,2, to nalezy stosowa¢ test Fishera-Yatesa
(Campbell, 2007).

W przypadku tablicy dwudzielczej wigkszej niz 2x2 — zdaniem m.in.
Yatesa, Moore'a i McCabe'a (1999) oraz Shiera (2004) — wzor (2) nalezy sto-

sowa¢, gdy e; >1 dlakazdego i=1,...,w; j=1,....k, w sytuacji gdy nie wiecej

niz 20% wartosci oczekiwanych ¢; jest mniejsze niz 5.

ROZKEAD EMPIRYCZNY STATYSTYKI szyPEARSONAI ROZKLAD
CHI-KWADRAT DLA TABELI wxk I LICZEBNOSCI PROBY n

2x2, n=33 2x2, n=500
c 1,4 s 1,4+
é 1,24 o X2 % 1,24 —
é, 1041 chi-kwadrat 21,04 chi-kwadrat
o o
3 0.8 20384
o e
& 0,6 0.6
Bl <
50,44 2044
= El
£ 0,24 £ 0,21
00— —— )
00 05 1,0 1,5 2,0 2,5 30 3,5 40 45 50 00 05 1,0 1,5 2,0 25 3,0 3,5 40 45 50
estymator statystyki ;2 estymator statystyki ;2
3x3, n=50 3x3, n=1500
0,251 0,201
<
s ) g 0,184 g
= | 2 i )
£ 020 chi-kwadrat  E 10 chi-kwadrat
3 0,144
5 0,15 50,12
E 2 0,101
& g0
A; 0,104 & 0,08
2 £ 0,064
El ~
£ 0,05] Z 0,041
& i
0,02
0,00 T T T T . : ; 0,00 T . T ; : : ;
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
estymator statystyki ;> estymator statystyki ;>

Zr 6 d1to: opracowanie wiasne.

2 Cochran (1952), s. 315—345; Campbell (2007), s. 3661—3675; Pearson (1947), s. 139—167.
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Gdy hipoteza H, o niezaleznoci cech X, Y jest stuszna, statystyka y%, Pe-
arsona ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z df =(w—1)(k—1) stopniami
swobody. Wykres przedstawia funkcje gestosci rozktadu chi-kwadrat z df =1
i df =4 stopniami swobody oraz empiryczng funkcje gestosci rozktadu staty-
styki y3y uzyskang metodg Parzena dla tablicy 2x2, 3x3 i liczebnosci proby
n, gdy Hj jest stluszna. Doktadny opis tej metody znalez¢ mozna w pracy (Su-
lewski, 2013). Liczebno$¢ proby w przypadku tablicy 3x3 jest wigksza niz
tablicy 2x2, gdyz tym razem dysponujemy wieksza liczba komorek. Liczeb-
no$¢ proby dobrano w taki sposob, aby pokazac:

e 7e rozktad statystyki y%, Pearsona znacznie odbiega od rozktadu chi-kwadrat

(2x2,n=33; 3x3, n=50);

o zgodno$¢ rozkladu statystyki y%, Pearsona z rozkladem chi-kwadrat (2 x2,
n=500; 3x3, n=1500).

KOWARIANCJA I WSPOLCZYNNIK KORELACJI

Wspolczynnik korelacji » Pearsona zalezy nie tylko od sily zwiazku migdzy
cechami, ale takze od momentéw centralnych rzedu II kazdej zmiennej z osobna.
Kowariancja natomiast wyraza ,,czysta” site zwigzku miedzy cechami. Zesta-

wienie (1) przedstawia przykltadowe wartosci prawdopodobienstw p;; dla tablic
dwudzielczych 2x2, przy ustalonej wartosci wspotczynnika korelacji r=0.
Tablice z prawdopodobienstwami p;(i=1,...,w; j=1,...,k) wykorzystano

w procesie generacji tablic dwudzielczych wxk opisang ponizej metodg shup-
kowa.

ZESTAWIENIE (1) WARTOSCI PRAWDOPODOBIENSTW Dij
W TABLICY DWUDZIELCZEJ 2x2 DLA r=0

pij»r=0 pij,r=0
ii 1 2 ii 1 2
Lo 0,250 0,250 1 oo 0,229 0,250
2 e 0,250 0,250 2 o 0,249 0,272
pij,7=0 pij>r=0
i 1 i 1
) SRR 0,179 0,244 1. 0,151 0,244
2 e 0,245 0,333 2 i 0,238 0,373
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
5
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Zbidr tablic dwudzielczych réznigcych si¢ wartosciami prawdopodobienstw
pi;» a jednoczesnie o takiej samej wartoSci wspotczynnika korelacji 7 jest za-
pewne bardzo liczny. Aby radykalnie zmniejszy¢ licznos¢ tego zbioru wspot-
czynnik korelacji 7 zastgpiono kowariancjg cov xy oraz wprowadzono dwa do-
datkowe kryteria przynaleznosci do zbioru — zerowe warto$ci momentéw cen-
tralnych mieszanych rzgdu trzeciego, mianowicie u;, 1 ;. Kryteria te sa pew-
nym unormalnieniem rozktadu. Jak wiadomo rozktad normalny dwuwymiarowy
ma wszystkie momenty centralne mieszane rzedu wyzszego niz dwa roéwne zero.

Wykorzystujac excelowski Solver wyznaczono takie prawdopodobienstwa
pi » ktore minimalizujg funkcje celu postaci:

Fc=[cov yy—covTyy > + i} + 13 35

W (5) covTyy jest kowariancja teoretyczna, cov yy — kowariancja empi-
ryczng dang wzorem:

COV yy = E[(X—E(X)) (Y —E(Y))], COV xy e(—sXsY,sXsY> (6)

natomiast £, 1 4,, sa momentami centralnymi rzedu III danymi wzorami:
oy = E(X2Y)-E(X?)E(Y)-2E(X)cov vy (7)
= E(XY?)=E(X)E(Y?)=2E(Y)cov xy (8)

Zestawienie (2) przedstawia wartosci prawdopodobienstw p;; dla tablic dwu-

dzielczych 2 x 2, przy ustalonej warto$ci kowariancji covyy .

ZESTAWIENIE (2) WARTOSCI PRAWDOPODOBIENSTW p;;
W TABLICY DWUDZIELCZEJ 2x2 DLA cov yy = {0;0,05; 0,10; 0,15}

Pij.covxy =0 pij»cov xy =0,05
ij 1 2 ii 1 2
0,250 0,250 0,306 0,203
0,250 0,250 0,197 0,294
Djj>cov xy =010 pij>covyy =0,15
if 1 2 ij 1 2
) SRR 0,349 0,151 1 0,400 0,102
2 e 0,149 0,351 2 oo 0,098 0,400

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
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GENEROWANIE ZAWARTOSCI TABLIC DWUDZIELCZYCH

W celu generacji zawarto$ci tablicy dwudzielczej wx k przedziat (0;1> po-
dzielono na w-k podprzedzialow o szerokosciach réwnych wartosci prawdopo-
dobienstw p; w taki sposob, ze pierwszy podprzedzial ma szeroko$¢ pi1, drugi

— D12, ..., k-ty — pi, ..., ostatni — p,i. WielkoSci p;; spetniajag warunek nor-
malizacji:

w

2 pi=1 ©9)

i=1 j=1

i dobrano je w taki sposob, aby uzyska¢ zadang warto$¢ kowariancji.

Kazda z n wygenerowanych liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym
w przedziale (0;1> wpada do jednego z w-k podprzedziatow i tym samym licz-
ba obiektéw w odpowiadajacej temu podprzedziatowi komorce tablicy zostaje
zwigkszona o jedng. WielkoSci 7; spetniajace rownos¢:

w

Dy =n (10)

15j=1

1

okreslaja wielko$¢ obiektoéw w poszczegdlnych komorkach tablicy.
Schemat przedstawia wypelnianie komorek tablicy dwudzielczej 4x2 dla

liczebnosci proby n =2000 i kowariancji covyy =0.

SCHEMAT WYPEENIANIA KOMOREK TABLICY 4x2

n=2000 liczb losowych rownomiernych

pu P12 P21 P2 P31 P32 Pa1 P42

I T 1
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

X11=264 X12=245 X21=245 Xr=231 X31=274 X30=253 X41=252 X4p=236

Zr6dto: opracowanie whasne.
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Tabl. 2 prezentuje odpowiadajaca temu schematowi tablice dwudzielcza.

TABL. 2. TABLICA DWUDZIELCZA 4x2, GDY CECHY X 1Y SA NIEZALEZNE (covyy =0)

Cecha Y
Cecha X Razem
Y )&
D USSR 264 245 509
XD e 245 231 476
D OO PRP 274 253 527
Xa e 252 236 488
Razem ......cccoevvvvveciieiiiee, 1035 965 2000

Zrodto: jak przy tabl. 1.

WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH

Wczesniej przedstawiono warunki, jakie musza by¢ spetnione, aby mozna
byto w testach niezalezno$ci dla tablic dwudzielczych stosowac statystyke opi-
sang wzorem (2). W dobie coraz szybszych komputeréw mozna za pomoca sto-
sownego oprogramowania znie$¢ te ograniczenia i na podstawie symulacji wy-
znaczy¢ wartosci krytyczne.

Wartosci krytyczne wyznaczono metoda Monte Carlo wyznaczajac empirycz-
ne kwantyle, ktorymi sg wartosci stosowne;j statystyki pozycyjnej (David, 1970).
W celu wyznaczenia warto$ci krytycznych dla danej tablicy dwudzielczej oraz
liczebnosci proby wyznaczono R =103 wartoSci statystyki testowej (2) i za war-
to$¢ krytyczng przyjeto ich [(1—a)R] statystyke pozycyjna, gdzie a jest pozio-
mem istotno$ci oraz [.] jest czgsciag catkowitg liczby. Tak duza liczba powtorzen
w obliczeniach statystyki testowej zapewnia uzyskanie doktadnego wyniku. Przy
wyznaczaniu warto$ci krytycznych, gdy migdzy cechami nie ma zwiazku, za-
wartos¢ tablic dwudzielczych generowano za pomocg metody stupkowej. Gene-
rowanie zawarto$ci tablic dwudzielczych innymi metodami, przy zatozeniu ze
migdzy cechami nie ma zwigzku, nie miato wplywu na uzyskane wielkos$ci war-
tosci krytycznych.

MOC TABLICY DWUDZIELCZEJ

W testowaniu hipotez statystycznych ich prawdziwos¢ lub fatszywosé ocenia
si¢ na podstawie wynikow proby losowej. Przy takim postepowaniu istnieje
mozliwos¢ popetnienia bledu. Wyniki z proby moga przyczyni¢ si¢ do odrzuce-
nia hipotezy H,, gdy w istocie jest prawdziwa. Mowi si¢ wtedy o bledzie
I rodzaju, a prawdopodobienstwo jego popetnienia oznacza si¢ przez o. W sy-
tuacji odwrotnej przyjmujemy H,, ktora jest falszywa. Wtedy mamy do czynie-
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nia z btedem II rodzaju, ktérego prawdopodobienstwo popetnienia oznacza si¢
przez p.

Najlepszy bylby test, w ktorym prawdopodobienstwa « i f bylyby jak naj-
mniejsze, jednak rdownoczesna ich minimalizacja nie jest mozliwa. Dlatego testy
buduje si¢ w taki sposob, aby przy ustalonym z gory prawdopodobienstwie po-
petnienia btedu I rodzaju @ zminimalizowa¢ prawdopodobienstwo popehienia
btedu Il rodzaju S. Tak zbudowane testy nazywane sg testami najmocniejszymi,

odpowiada im bowiem przy ustalonym « najwigksza moc M, czyli prawdopo-
dobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej H,, gdy nie jest ona prawdziwa. Moc
testu zalezy od liczebno$ci proby — im liczniejsza proba, tym wicksza moc,
a takze od poziomu istotnosci testu — im nizszy poziom istotno$ci, tym mniej-
Sza moc testu.

W literaturze statystycznej’ rekomendowanym poziomem mocy testu jest
warto§¢ wigksza lub rowna 0,8. Oznacza to, ze przy ustalonym poziomie istot-
nosci a wielko$¢ btedu Il rodzaju £ nie moze by¢ wigksza niz 0,2.

Przystepujac do testowania testow trzeba dysponowac narzedziem do mode-
lowania populacji generalnej, czyli do nadawania populacji generalnej okreslo-
nej wlasciwosci, jaka jest zwigzek migdzy cechami. W zwiazku z tym dane pod-
legajace opracowaniu musza by¢ danymi pochodzacymi z generatora liczb lo-
sowych, a nie danymi wzigtymi z praktyki. Nalezy wiedzie¢, jaki jest rzeczywi-
sty zwigzek miedzy cechami, inaczej nie zbada si¢ mocy testow.

W celu wyznaczenia empirycznej mocy testu — czyli zdolnosci tablicy dwu-
dzielczej do odrzucenia hipotezy méwigcej o tym, ze zwigzku nie ma — nie-
zbedne jest generowanie tablic dwudzielczych. Uwzgledniajac narzucong sile
zwigzku miedzy cechami, do wypetnienia tablicy dwudzielczej skorzystano
z metody stupkowej wykorzystujacej rozklad rownomierny.

Jezeli dysponuje si¢ tablica dwudzielcza 2x2 z prawdopodobienstwami
Tp; =025 (i,j=1,2) odpowiadajacymi przypadkowi niezaleznosci cech,
a danej zalezno$ci cech odpowiada tablica dwudzielcza 2x2 z prawdopodo-
biefstwami p; (i,j=1,2), to moc testu M dla statystyki y> Pearsona na po-

ziomie istotno$ci & mozna wyznaczy¢ analitycznie korzystajac z niecentralnego
rozktadu chi-kwadrat (Zielinski, 1972):

My =1-Fy(zl,.:1,2) (11)
gdzie:
Ao — warto$¢ krytyczna testu chi-kwadrat,
3 Cohen (1965), s. 92—121.
9
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Fy(x;1,1) — dystrybuanta niecentralnego rozktadu chi-kwadrat dla 1 stopnia
swobody i parametru niecentralnosci:

;L:nzw:zk:(l?zj—T{?z/) (12)

Znajac warto$¢ statystyki testowej y3%, danej wzorem (2) dla roznej liczeb-
nosci proby n wyznaczono empiryczng moc testu za pomoca wWzoru:
V-U
Mg ="——
s=15 (13)
gdzie U okresla liczbe tych sposrod V wszystkich mozliwych przypadkow, kiedy
to wartos¢ statystyki y3, jest mniejsza od wartosci krytycznej y{, (11, Na
poziomie istotnosci a.

W celu poréwnania teoretycznej oraz empirycznej mocy testOw przeprowa-
dzono test rownos$ci prawdopodobienstw My i M wykorzystujac statystyke:

Lo Mp-M;
\/MT'(I—MT) (14)
n

ktéra ma asymptotycznie rozktad normalny. Hipoteze zerowa H,: My =My
odrzuca sig, jezeli:

z< —Ul—gq/2 V Z > Ul—g /2 (15)

Wartosci krytyczne u, mozna wyznaczy¢ za pomoca formuty arkuszowej —
Rozktad.Normalny.S.Odw(a) albo za pomoca funkcji — Application. NormSInv(a).

Przyklad 1

Zbadano zdolnos¢ tablicy dwudzielczej 2x2 do wykrywania zwigzku mig-
dzy cechami X, Y na poziomie istotnosci a =0,05 wykorzystujac statystyke
X dla ne{50;100} i covyy €{0;0,05;0,075;0,1;0,125;0,15}. Empiryczne
moce testOw poroOwnano z mocami teoretycznymi za pomocg testu rownosci
prawdopodobienstw.

Zestawienie (3) zawiera wykaz procedur i funkcji wykorzystanych do badania
mocy testu w tablicach dwudzielczych.
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ZESTAWIENIE (3) PROCEDUR 1 FUNKCJI WYKORZYSTANYCH DO BADANIA MOCY TESTU

Wyszczegodlnienie Typ Realizowane zadanie
MOCTEStU .. procedura wyznaczanie mocy testu dla tablic dwudzielczych
ij funkcja wyznaczanie liczebno$ci oczekiwanej
funkcja obliczanie sum brzegowych w wierszach
.| funkcja obliczanie sum brzegowych w kolumnach

funkcja generowanie zawartosci tablicy dwudzielczej
CzyscDane .......cccccccecvveeeenennnns procedura czyszczenie komorek
Kwantyle .. .| funkcja wyznaczanie warto$ci krytycznej
Sort ... .| funkcja sortowanie
ChiKw1 .o funkcja obliczanie wartosci statystyki Z?(Y
ChiKw2 ..o funkcja obliczanie warto$ci statystyki ;-1 ;(g(y
Solverl ..o, funkcja przygotowanie Solvera
Solver2 . .| funkcja usuwanie warunkow ograniczajacych z Solvera
DChiKw funkcja obliczanie dystrybuanty rozktadu chi-kwadrat (centralnego)
DNChiKW ..o funkcja obliczanie dystrybuanty niecentralnego rozktadu chi-kwa-

drat

Frakcja cooveeenenncccciecne, funkcja przeprowadzanie testu rownosci prawdopodobienstw
Gamma . .| funkcja wyznaczanie warto$ci funkcji gamma
GammaN ... funkcja wyznaczanie warto$ci niepeinej funkcji gamma

Zrodto: jak przy tabl. 1.

Implementacje komputerowg wyznaczania mocy testu dla statystyki x> Pear-

sona utworzong w edytorze VBA arkusza kalkulacyjnego Excel przedstawiono
w pliku MocChi, ktéry umieszczono w Internecie’. Po wprowadzeniu wartosci
zmiennych, oznaczonych w zestawieniu (4) szarym tlem, uruchomiono procedu-
r¢ MocTestu. Kody tej procedury uruchamiajg excelowski Solver, ktéry minima-
lizujac funkcje celu (5) w arkuszu p-wa tworzy wartosci prawdopodobienstw
p,-j(i =L..,w; Jj =1,...,k) wykorzystane w procesie generowania tablic dwu-

dzielczych. Efektem koncowym dziatania procedury MocTestu jest teoretyczna
i empiryczna moc testu oraz test rownosci prawdopodobienstw (zestawienie (4).

ZESTAWIENIE (4) WYNIKOW DZIALANIA PROCEDURY MOCY TESTU DLA 1 =50

Wyszezegblnienic Wartosci ot_rzrymanych
wynikow
Liczba Wierszy .......cccececevenene w=2
Liczba kolumn ..........ccccoeuvenenes k=2
Poziom iStotnosci ...........c.c.e.... 2=0,05
Liczebno$¢ proby .. n=50
Kowariancja ... covyy=0
Liczba powtorzen testu . V=5000
Teoretyczna moc testu ............ M~=0,051
Empiryczna moc testu ............. M=0,058
Test rOWNOSCI ..veevveeeeeceeeceene. Hy: M7=M};— nieodrzucona

Z 16 dto: jak przy tabl

L1

4 Pod adresem http://www.utogim.eu/mocchi.xls.
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Przeprowadzajac powyzsze symulacje dla pozostatych warto$ci kowariancji

otrzymano nastepujace wyniki:

ZESTAWIENIE (5) TEORETYCZNEJ I EMPIRYCZNEJ MOCY TESTU DLA n =50

covxy Mr M Ho: Mr=Mg
0,000 0,051 0,058 nieodrzucona
0,050 0,293 0,304 nieodrzucona
0,075 0,564 0,591 nieodrzucona
0,100 0,807 0,836 nieodrzucona
0,125 0,942 0,960 nieodrzucona
0,150 0,989 0,998 niecodrzucona

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Uruchamiajac procedure MocTestu dla liczebnosci proby n =100 wyznaczo-
no teoretyczng i empiryczng moc testu oraz przeprowadzono test réwnosci
prawdopodobienstw (zestawienie (6).

ZESTAWIENIE (6) WYNIKOW DZIALANIA PROCEDURY MOCY TESTU DLA 7 =100

Wyszczegolnienie

Warto$ci otrzymanych

wynikow
Liczba Wierszy .......cccececevenene w=2
Liczba kolumn ........cccovveueneeene k=2
Poziom istotnosci .. a=0,05
Liczebno$¢ proby n=100
Kowariancja .......c.ccoevevveerienene covyy=0
Liczba powtorzen testu V=5000
Teoretyczna moc testu ............ M=0,053
Empiryczna moc testu ............. Mg=0,049

Test TOWNOSCH .vvvveeveveieieinnne

Zr6dto: jak przy tabl. 1.

Hy: M=Mjy— nieodrzucona

Przeprowadzajac powyzsze symulacje dla pozostalych wartosci kowariancji
otrzymano nastepujace wyniki:

ZESTAWIENIE (7) TEORETYCZNEJ I EMPIRYCZNEJ MOCY TESTU DLA » =100

Mg

Ho: M=Mg

COVxy Mr
0,000 0,053
0,050 0,516
0,075 0,851
0,100 0,979
0,125 0,999
0,150 1,000

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

0,049
0,535
0,868
0,983
1,000
1,000

nieodrzucona
nieodrzucona
nieodrzucona
nieodrzucona
nieodrzucona
nieodrzucona

Dla covyy =0 (zestawienie (5) i (7), gdy hipoteza zerowa H, o braku
zwigzku miedzy cechami X i Y jest stuszna, moc testu oscyluje wokot zatozone-
g0 poziomu istotnosci a, co potwierdza prawidtowos¢ przeprowadzonych symu-
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lacji. Wraz ze wzrostem COVxy oraz n moc testu ro$nie i najwicksze wartosci
przyjmuje dla cov yy = 0,15, gdy niespelnienie H, jest najwicksze. We wszyst-
kich przypadkach hipoteza zerowa H,: M7 = My o rdownosci mocy testow nie
zostala odrzucona. Fakt ten takze potwierdza prawidtowos¢ przeprowadzonych
symulacji komputerowych metoda Monte Carlo dla tablic dwudzielczych 2 x2

i mozna za pomoca proponowanego narzedzia wyznacza¢ empiryczng moc te-
stow takze dla tablic wigkszych niz 2 x2 (przyktad 2).

Przyklad 2

Zbadano zdolnos¢ tablicy dwudzielczej 4 x2 do wykrywania zwigzku mig-
dzy cechami X, Y na poziomie istotnosci « =0,05, wykorzystujac statystyke
23y dla ne{100,150} i cov xy € {0;0,05;0,075;0,1;0,125;0,15; 0,175; 0,2} .

Zestawienie (3) zawiera wykaz procedur i funkcji wykorzystanych do badania
mocy testu w tablicach dwudzielczych. Po wprowadzeniu warto$ci zmiennych
oznaczonych szarym wypetieniem (zestawienie (8) uruchomiono procedure
MocTestu, w wyniku dziatania ktoérej wyznaczono empiryczng moc testu.

ZESTAWIENIE (8) WYNIKOW DZIALANIA PROCEDURY MOCY TESTU DLA 7 =100

Wyszczegblnienie Wartosci ot_rzrymanych
wynikow
Liczba WIierszy .......ccceceeevuenene w=4
Liczba kolumn ........ccooeeeenene k=2
Poziom istotnosci .. 2=0,05
Liczebno$¢ proby .. n=100
Kowariancja .............. . covyy=0
Liczba powtorzen testu V=5000
Empiryczna moc testu ............ Me=0,053

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Przeprowadzajac powyzsze symulacje dla pozostatych warto$ci kowariancji
oraz dla n =150 otrzymano nastepujace wyniki:

ZESTAWIENIE (9) EMPIRYCZNEJ MOCY TESTU DLA TABLICY 4x2 i ne {100, 150}

COVxy n=100 n=150
0,000 0,053 0,054
0,050 0,126 0,183
0,075 0,257 0,355
0,100 0,417 0,600
0,125 0,609 0,811
0,150 0,801 0,942
0,175 0,922 0,989
0,200 0,966 0,999

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
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Dla covy, =0 (zestawienie (9), gdy hipoteza zerowa H, o braku zwiazku

migdzy cechami X i Y jest stuszna, moc testu oscyluje wokot zatozonego pozio-
mu istotno$ci a, co potwierdza prawidtowos¢ przeprowadzonych symulacji.
Wraz ze wzrostem cOV yy oraz n moc testu rosnie i najwicksze wartosci przyj-

muje dla covyy =0,2, gdy niespetnienie H, jest najwigksze.
Podsumowanie

W badaniu niezaleznosci cech w tablicy wxk najwazniejsza jest zapropono-

wana przez Pearsona statystyka y%y. W celu zniesienia ograniczeh w zakresie

stosowania statystyki g%, posiadajacej rozktad chi-kwadrat z (w—1)(k—1)

stopniami swobody wartosci krytyczne wyznaczono na podstawie symulacji.

Artykut udziela odpowiedzi na pytanie, jaka jest zdolno$¢ tablic dwudziel-
czych do wykrywania zwigzku miedzy cechami, inaczej moéwigc — jaka jest ich
moc. W tym celu generowano zawarto$¢ tablic dwudzielczych i wyznaczono
empiryczng moc testow. Dla tablicy 2x2 obliczono takze teoretyczng moc te-
stow, ktéra porownano z warto$cia empiryczng. Brak podstaw do odrzucenia
hipotezy o réwnosci tychze prawdopodobienstw potwierdza prawidlowos¢ prze-
prowadzonych symulacji metoda Monte Carlo.

Dzigki gotowej implementacji komputerowej i doktadnie opisanym przykta-
dom czytelnik moze samodzielnie bada¢ moc testow z wykorzystaniem statysty-
ki y%y Pearsona.

Analiza mocy testu staje si¢ bardzo waznym narzedziem w pracy badacza,
szczegolnie na etapie planowania doswiadczen, jak réwniez po zakonczeniu
badan, jako element skuteczno$ci podjetych dziatan.

dr Piotr Sulewski — Akademia Pomorska w Stupsku
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SUMMARY

Proposed by Pearson in 1900 y+, formula is still the most important measure

to study the characteristics independence, especially since it has its extension for
three variable and higher tables. The question is, what is the ability of two vari-
able tables to detect relationship between features, what is their power. It is
difficult to answer this question on the basis of the analysis. The best way seems
to be generating two variable tables and determine power through simulation
studies. For the 2x2 two variable table is it also possible to designate test power
on the analytical way as well as comparison of obtained analytical results with
empirical values.

The work results will allow the reader to get an idea of the extent to which
power of two variable tables depends on the sample size and the strength of the
association between features. Aim of this study is to provide a ready computer
implementation to test power of two variable tables stated as a set on the Inter-
net. Presented theory and some examples will help readers to explore the test
power using Pearson's y2 statistics and model the course of the density function
and cumulative distribution central and non-central chi-square distribution.

PE3IOME

IIpeonosicennas Mupconom 6 1900 2. cmamucmura y’xy, a6nsemcs ce ewe ca-
MbIM  BAJICHBIM UMepumenem Oasi 00CIe008aHUsl He3AGUCUMOCTU  XapaKme-
pucmux, mem Ooee 4mo oHa umeem ceoe pacuiupenue 0 mpexpaz0eiumenbHbiX
mabauy u eviute.

Tem ne menee Go3HuUKaem GONPOC, KAKOU AGNSEMCS CNOCOOHOCMb 08YXpa3-
denumenvHblX Mabauy Onsl OOHAPYICEHUSI CEA3U MeHCOY XaAPAKMePUCmMUKAMU,
Mo ecmb KAKoU A68emcs ux MowHocmy. TpyoHo omeemums HA 3MOM 80NPOC
HA OCHOBe AHANU3A, NOIMOMY HAULYHUIUM CHOCODOM Kadcemcs bvlmb paspa-
bomxa 08yxpazoenumenvHbvlx maobauy u onpeoeneHue MOWHOCMU ¢ UCNOIb306a-
HUeM MOOeaupo8anuvix obcredosanuil. s 08yxpazoeiumenvHou maoauyvl 2x2
B03MOICHBIM ABIACTNCSA MAKICE ONpedeneHue MOWHOCHU KPUMepusi ¢ UCHOIb30-
BAHUEM AHAU3A U CONOCMABIEHUSI NOTYYEHHBIX PE3YIbINAMOG C IMNUPULECKUMU

15

Wiadomosci Statystyczne nr 5/2015



sHauenusimu. Ilpeocmasnennvie ¢ cmamve pe3yibmamvl HO360ISI0M 3AUHMEDe-
COBAHHBIM YUMAMENAM GbIACHUMb, 68 KAKOU CMeneHUu MOWHOCMb 08YXpa30ei-
UMETbHBIX MAOAUY 3A6UCUM OM HYUCTEHHOCMU GbLOOPKU U CUTbL CE53U MENCOY
Xapakmepucmuxkamu.

Lenvio cmamvu s615emMcst npedocmasienue 20Mogoll KOMNbIOMeEPHOU UMNIe-
MeHmayuu 0asi 00C1e008aHUS MOWHOCIU KpUmepues 08yXpa30eumeibHblx
mabauy 6 sude gaiina 8 Mnmepneme. Ilpedcmasnentvle meopus u npumepovl no-
360510 AHATUUPOBAMb MOWHOCMb KPUMEpPUes ¢ UCNOTb308aAHUeM CMAmu-
cmuxu x° ITupcona, a makice MOOeIUpo8ans X00 QyHKYUU NIOMHOCIU U DYH-
Kyuu pacnpeoeneHuss YeHmpaibHo20 U HEeYeHMpAIbHO20 PACIPeOeneHUs Xu-
-Kkeaopam.
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