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WYZNACZANIE SKEADKI NETTO NA PODSTAWIE PROBY
DLA ROZNYCH ROZKEADOW WIELKOSCI SZKOD
W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH

1. ZASADY WYZNACZANIA SKEADEK NETTO W UBEZPIECZENIACH

Jednym z podstawowych zagadnien matematyki aktuarialnej jest szacowa-
nie wysokosci sktadek netto. Metody wyznaczania sktadek netto zaleza od dzia-
tu i grupy ubezpieczen. Odpowiednio oszacowane sktadki powinny zapewniac
rownowage finansowa ubezpieczyciela oraz jego konkurencyjno$¢ na rynku
ubezpieczeniowym. W praktyce ubezpieczeniowej metody wyznaczania sktadek
w przypadku konkretnego ubezpieczyciela sa objgte tajemnica.

W ubezpieczeniach majatkowych i pozostatych osobowych podstawa obli-
czenia sktadki jest oszacowanie sktadki netto na podstawie przewidywanej licz-
by i wielkosci roszczen, czyli na podstawie oceny i pomiaru ryzyka ubezpiecze-
niowego. Sktadka netto jest zatem funkcja okreslong na zmiennej losowej, opi-
sujacej wielkos$¢ szkody.

Niech T1(X) oznacza wysokos$¢ sktadki netto za ochrong przed strata o wiel-
kosci X, gdzie X jest zmienna losowa. NajczeSciej spotykane w literaturze
przedmiotu zasady wyznaczania funkcjonatu sktadki':

1. Zasada czystej sktadki (rownowazno$ci sktadki netto)

I(X) = EX (1)
2. Zasada wartos$ci oczekiwanej
I(X)=0+yEX 2)
gdzie y > 0 nazywa si¢ wspolczynnikiem bezpieczenstwa.

" Dr, Katedra Metod Statystycznych, Wydzial Ekonomiczno-Socjologiczny, Uniwersytet
Lodzki, 90-214 Lodz, ul Rewolucji 1905 r. nr 41/43.

' R. Kaas, M. Goovaerts, J. Dhaene, M. Denuit, Modern Actuarial Risk Theory,
Kluwer, Boston 2001.
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3. Zasada wariancji
[MX)=EX+WarX,y =20 (3)
4. Zasada odchylenia standardowego
TI(X) = EX + y\VarX , y >0 (4)

5. Zasada odchylenia absolutnego

I(X) = EX + )E|X —Me|, y 20 (5)
6. Zasada percentylu (kwantyla rzedu ¢)
I(X)=min{x: F(x)>1-¢g}=F;' (1-¢) (6)
7. Zasada maksymalnej straty
I[I(X)=pEX+(1-p)max(X), p=20 i max(X)<eoo (7)

8. Zasada zerowej uzyteczno$ci obejmuje grupe metod wyznaczania sktadki
uwzgledniajaca preferencje ubezpieczyciela, posiadajacego majatek w, wyrazone
przy pomocy funkcji uzytecznosci u(w)= Eu (W+ InXxX)-Xx ) , WE (—o0,F00).
Zasada zerowej uzytecznosci z wyktadniczg funkcja uzytecznosci jest nazywana
zasada wykladnicza® i ma postaé

I(Xx)= élog(Ee“X ) >0, Ee™ <oo (8)

9. Zasada wiarygodnosci — skladke netto wyznacza si¢ jako srednia wazona
sktadki kolektywnej u« i indywidualnej sktadki X; oszacowanej na podstawie
historii roszczen w przesztosci, czyli jako

X)) =Zx +(1-Z)u ©)
gdzie Z, € (0,1).

Tak zdefiniowana sktadke nazywa si¢ sktadkq zaufania dla i-tego kontrak-
tu, natomiast Z; wspofczynnikiem zaufania.

2C.D. Daykin, T. Pentikdinen, M. Pesonen, Practical Risk Theory for Actuaries,
Chapman & Hall, London 1994.
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2. SZACOWANIE SKLADEK NETTO

W ubezpieczeniach komunikacyjnych wielkos¢ szkod jest najczesciej mo-
delowana za pomoca rozktadu gamma, logarytmiczno-normalnego i Pareto’.
Niech zmienna losowa X oznacza wielko$¢ szkod. Funkcje gestosci rozktadu
Pareto, logarytmiczno-normalnego oraz gamma maja odpowiednio posta¢’:

off”
=, >0,>0,6>0 10
J(x) () x B (10)
2
f(x)=o_;\/2—ﬂxexp(—%} x>0,ue R,oc>0 (11)
a_o-1
f(x)= exp(-Ax), x>0,0>0,4>0 (12)
I'x)

W przeprowadzonym eksperymencie rozwazano szacowanie sktadek netto
dla portfela o tacznej wielkosci szkod typu Pareto, logarytmiczno-normalnego
i gamma za pomoca wybranych zasad wyznaczania sktadki. W przypadku roz-
ktadu gamma nie mozna wyznaczy¢ analitycznej postaci dystrybuanty rozktadu.
W takim przypadku mozna estymowac parametry rozktadu, takie jak mediana na
podstawie proby. W przeprowadzonym badaniu wygenerowano trzy pseudopo-
pulacje o rozktadach Pareto, logarytmiczno-normalnym i gamma — kazda o li-
czebnosci 10 000 (w dalszej czegsci pracy pseudopopulacje bedziemy nazywac
populacjami). Warto$¢ oczekiwana i wariancja w wygenerowanych populacjach
odpowiadaja w przyblizeniu $redniej 1 wariancji wielkos$ci szkéd w ubezpiecze-
niach komunikacyjnych OC publikowanych przez PIU. Z kazdej populacji lo-
sowano po 10 000 razy proby o liczebnosci 500 (badania prowadzono réwniez
dla liczebnosci préb: 50, 100, 150, 200, 250, 300, 1 000 losowanych 10 000
razy z populacji; proby o liczebnosci 500 pozwalaty dos¢ doktadnie szacowac
parametry populacji — biorgc pod uwage wiasnosci estymatoréw). Dla wyloso-
wanych prob obliczono klasyczne 1 pozycyjne miary struktury oraz oszacowano
wartos$ci sktadki netto za pomoca pigciu wybranych metod.

3J. Lemaire, Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance, Kluwer Nijhoff, Boston
1995.
*Cz. Domanski, K. Pruska, Nieklasyczne metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000.
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Tabela 1

Wartos$ci miar dla prob losowanych z badanych rozktadow

Rozktad
Rozktad Pareto logarytmiczno- | Rozklad Gamma
-normalny

EX 4,95 4,97 4,98
DX 5,27 543 5,43
DX 27,8200 29,4745 29,4609
Me 3,7681 3,3674 3,1821
A4 28,5526 4,7115 2,2006
X 4,3280 4,1207 4,1250
X o 6,6297 5,9608 5,9035
X 4,9498 4,9835 4,9999
MSE(0) 0,0549 0,0596 0,0596
S in 2,0544 3,5490 4,1951
S 21,8361 9,4405 6,7058
Me 3,8534 5,2274 5,4051
S ’ 27,3832 29,5918 29,4562
et 45,9654 80,1304 92,8957
Ve 360,5762 170,7191 130,9041
Me . 3,5418 2,7866 2,5293
Me, 4,0746 4,0431 4,1110
Me 3,7745 3,3819 3,2120
dye 0,0553 0,1265 0,1850

Zr6dto: obliczenia wlasne.

— wartos$¢ oczekiwana populacji;
— odchylenie standardowe populacji;
— mediana populacji;

DX

— wspolczynnik asymetrii populacji;

proby dla r repetycji;

— minimalna warto$¢ $rednich arytmetycznych z n-elementowej
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Xowo maksymalna warto$¢ srednich arytmetycznych z n-elementowej
proby dla r repetycji;

~ G . . . .

X =— E X, — estymator $redniej arytmetycznej dla proby o liczebnosci n

Sk
J

Z r-repetycji;

- 18 . . ..
X; = —z xf’ ) — 4rednia arytmetyczna dla j-tej repetycji;
U

MSE (é) =F ((é -0)’)= 1 Z ()_c —EX )2 — blad $redniokwadratowy

J=1

estymatora 0=EX ;

S . — minimalna warto§¢ odchylen standardowych z n-elementowej
" proby dla r repetycji;

S — maksymalna wartos¢ odchylen standardowych z n-elementowej
- proéby dla r repetycji;

1

nr
2 2 2
S, :_Zxk —(X)"~ estymator wariancji dla proby o liczebnosci 7
nr<

z r-repetycji;

Meg, - mediana odchylen standardowych z n-elementowej proby dla
7 repetycji;

Vsmi“ — minimalna warto$¢ wspotczynnikow zmiennosci z n-elementowe;j
proéby dla r repetycji;

yre - maksymalna warto$§¢ wspdtczynnikéw zmiennosci z n-elemento-
wej proby dla 7 repetycji;

Me,, - minimalna warto$¢ median z n-elementowej proby dla » repetycji;

Me,, mgksymalna warto$¢ median z n-elementowej proby dla r repety-
L

~ 1< . . .
Me =— ZMe , — Srednia arytmetyczna median z r-repetycji;
r =
J
Me; — mediana z j-tej repetycji;

1 r

dy, =— E ‘Me ; —Me‘ — odchylenie przecietne mediany.
r <
J

Dla badanych rozktadow wielkosci szkdéd oszacowano za pomoca wybra-
nych metod sktadki netto. Sktadki wyznaczono: dla proby na podstawie uzyska-
nych estymatorow parametréw z 10 000 repetycji oraz dla populacji na podsta-
wie parametréw populacji. Wyniki prezentuje tab. 2.
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Tabela 2
Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami
Zasada wyznaczania sktadki netto
czystej wartosci wariancji odchylenia kwantyla
yste) oczekiwanej = J standardowego Y
sktadki y=1 y=1 =1 rzgdu 0,5
Populacja (Pareto) 4,9535 9,907 32,77385025 10,228 3,7681
Proba (Pareto) 4,9498 9,8996 32,33199584 10,1826 3,7745
Populacja (log-norm) | 4,9796 9,9592 34,453641 10,4086 3,3674
Proba (log-norm) 4,9835 9,967 34,57492404 10,4233 3,3819
Populacja (gamma) 4,9973 9,9946 34,45831284 10,4251 3,1821
Proba (gamma) 4,9999 9,9998 34,77001844 10,4561 3,212

Proba — warto$¢ sktadki netto obliczona na podstawie estymatorow wartosci oczekiwanej
i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach;
Populacja — warto$¢ sktadki netto obliczona na podstawie parametréw populacji.

Zrodto: jak do tab. 1.

Tabele 3—5 prezentuja sktadki netto dla trzech typow rozktadéw oszacowa-
ne na podstawie: minimalnych i maksymalnych warto$ci $redniej arytmetycznej
1 mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach; estymatoréw parametrow populacji
uzyskanych w 10 000 repetycjach oraz na podstawie parametrow populacji.
Wartos$¢ wariancji we wszystkich obliczeniach dla prob przyjeto réwna estyma-
torowi wariancji wyznaczonemu w 10 000 repetycjach.

Tabela 3
Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami dla rozktadu Pareto
Zasada wyznaczania sktadki netto
. warto$ci L odchylenia

czyste] oczekiwanej wananeyt standardowego kwantyla

sktadki y=1 y=1 y=1 rzedu 0,5
Proba (min) 4,328 8,656 31,71019584 9,5608 3,5418
Proba (est) 4,9498 9,8996 32,33199584 10,1826 3,7745
Proba (max) 6,6297 13,2594 34,01189584 11,8625 4,0746
Populacja 4,95 9,9 32,7229 10,22 3,7681

Proba (min) — warto$¢ sktadki netto obliczona na podstawie minimalnych warto$ci $redniej
arytmetycznej i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach;

Proba (est) — wartos¢ sktadki netto obliczona na podstawie estymatoréw wartosci oczekiwa-
nej i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach;

Proba (max) — wartos$¢ sktadki netto obliczona na podstawie maksymalnych wartosci $redniej
arytmetycznej i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach;

Populacja — wartos¢ sktadki netto obliczona na podstawie parametrow populacji.

Zrédto: jak do tab. 1.
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Tabela 4

Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami dla rozktadu logarytmiczno-normalnego

Zasada wyznaczania sktadki netto

. warto$ci T odchylenia
czystej . . wariancji kwantyla
. oczekiwanej _ standardowego
sktadki y=1 y=1 y=1 rzedu 0,5
Proba (min) 4,1207 38,2414 33,71212404 9,5605 2,7866
Proba (est) 4,9835 9,967 34,57492404 10,4233 3,3819
Proba (max) 5,9608 11,9216 35,55222404 11,4006 4,0431
Populacja 4,97 9,94 34,4549 10,4 3,3674
Zrodto: jak do tab. 1.
Tabela 5

Wartosci sktadki netto (j.p.) obliczone réznymi metodami dla rozktadu gamma

Zasada wyznaczania sktadki netto
. wartos$ci L odchylenia
czystej . . wariancji kwantyla
. oczekiwanej _ standardowego
sktadki =1 y=1 =1 rzedu 0,5
Proba (min) 4,125 8,25 33,89511844 9,5812 2,593
Proba (est) 4,9999 9,9998 34,77001844 10,4561 3,212
Proba (max) 5,9035 11,807 35,67361844 11,3597 4,111
Populacja 4,98 9,96 29,7804 9,96 3,1821
Zrodto: jak do tab. 1.
40
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s o B parlmax
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z.cz.skl. zw.ocz.  zwar. z.od.stan. z.percen.

zasada wyznaczania sktadki

Rys. 1. Wartos¢ sktadki netto wyznaczonej roznymi metodami dla rozktadu Pareto

z.cz.skl. — zasada czystej sktadki; z.w.ocz. — zasada warto$ci oczekiwanej; z.war. — zasada warian-
cji; z.od.stan. — zasada odchylenia standardowego; z.percen. — zasada percentylu.

Zrddto: obliczenia wlasne.
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B loglmin
Bloglest

O loglmax
Bloglpop

sktadka netto (j.p.)

z.czskl.  zw.ocz.  zwar. z.od.stan. z.percen.

zasada wyznaczania sktadki

Rys. 2. Warto$¢ sktadki netto wyznaczonej réznymi metodami
dla rozktadu logarytmiczno-normalnego

Zrédto: jak dorys. 1.

B glmin
Bglest

B glmax

sktadka netto (j.p.)
[\
S

10 - Bgipop

z.czskl. zw.ocz. zwar. zod.stan. zpercen.

zasada wyznaczania sktadki

Rys. 3. Warto$¢ sktadki netto wyznaczonej réznymi metodami dla rozktadu gamma
Zrédto: jak dorys. 1.

W tab. 6 obliczono rozpigtos¢ mierzona jako roznicg migdzy: sktadka osza-
cowana na podstawie maksymalnej wartosci $redniej arytmetycznej i mediany
oraz minimalnej wartos$ci $redniej i mediany w 10 000 repetycjach.
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sktadka netto (j.p.)

sktadka netto (j.p.)

Sktadka netto (j.p.)

Zasada czystej skladki

%
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Rozktad wielkosci szkod
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Zasada wariancji
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Zasada odchylenia standardowego

= 14
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: R 7

0 n A,l,
pareto log-norm gamma
Rozktad wielkosci szkod
Zasada percentylu

2 s

]

S 4

2 3 :% @ min

<

% 2 % B est

< %

1723 . 4 B max
B pop

pareto log-norm

Rozktad wielkos$ci szkod

Rys. 4. Warto$¢ sktadki netto wedlug zasad wyznaczania sktadki oraz rozktadow wielkosci szkod

Zrédto: jak dorys. 1.
Tabela 6

Rozpigtos¢ wartosci szacowanych sktadek wedtug metody wyznaczania sktadki i rozktadu
wielkosci szkod

Rozpigtos¢ szacowanych sktadek
Rozkiad czystej wartoscl wariancji odchylenia kwantyla
. oczekiwanej - standardowego
sktadki y=1 y=1 =1 rzedu 0,5
Pareto 2,3017 4,6034 2,3017 2,3017 0,5328
Log-norm 1,8401 3,6802 1,8401 1,8401 1,2565
Gamma 1,7785 3,557 1,7785 1,7785 1,518

Zrédto: jak do tab. 1.
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3. PODSUMOWANIE

Uzyskane estymatory parametrow badanych rozktadow maja dobre wtasno-
sci. Wartos$ci sktadek netto dla préb i populacji szacowane tymi samymi meto-
dami nie rdznig si¢ istotnie. Oznacza to, ze proba o liczebnosci 500 elementow
pozwala dobrze oszacowaé parametry populacji oraz wysokos¢ sktadki netto.
Wyjatek stanowi sktadka szacowana metoda wariancji w przypadku rozktadu
gamma — rozniaca si¢ co do wartosci w przypadku populacji i proby.

W badaniu oszacowano rowniez sktadki na podstawie najmniejszych i naj-
wiekszych wartosci parametréw uzyskanych w 10 000 repetycjach. Sktadki wy-
znaczone ta sama metoda na podstawie minimalnych i maksymalnych wartosci
$redniej arytmetycznej i mediany r6znig si¢ co do wartosci. W celu oceny réznic
obliczono rozpigtosci uzyskanych sktadek wyznaczanych ta sama metoda dla
badanych rozktadéw (wyniki prezentuje tab. 6). Najwigksze rdéznice widac
w przypadku rozktadu Pareto, co wynika z bardzo silnej asymetrii tego rozktadu.
Dla badanych rozktadow najwigksze rozpigtosci otrzymano w przypadku sktadki
wyznaczane] metoda wartosci oczekiwanej, najmniejsze w przypadku zasady
kwantyla rzedu 0,5. Zasada percentylu daje bardzo dobre wyniki w przypadku
silnej asymetrii rozktadu (w tym przypadku rozktadu Pareto — tab. 6).

Sktadki netto obliczone za pomoca tej samej metody dla rozktadow wielko-
$ci szkdd Pareto, logarytmiczno-normalnego i gamma, maja zblizone wartosci.
Jest to wynik prawie jednakowych parametréw badanych rozktadow. Stad wnio-
sek, ze wigkszy wplyw na wysoko$¢ sktadki netto maja parametry rozktadu niz
sama jego postac. Metoda szacowania sktadki netto ma jednak bardzo duzy
wplyw na wysokos¢ sktadki, zwlaszcza w przypadku asymetrycznych rozktadow
wielkosci szkod. Najwigksze warto$ci sktadki otrzymano dla metody wariancji
(sktadka okoto 34 j.p.), najmniejsze dla metody pecentylu (sktadka okoto 3,4

j-p.)-
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SETTING OF THE NET PREMIUM ON THE BASE OF THE SAMPLE FOR
DIFFERENT DAMAGE SIZE DISTRIBUTION IN THE COMMUNITY INSURANCE

In the insurance theory a lot of methods of the net premium setting can be found. In the paper
chosen theoretical methods of the net premiums setting in property insurance are presented. The
influence of the damage size distribution on the size of the net premiums in community insurance
estimated by different methods has been examined. Three size distributions of the damage size
have been considered: the Pareto distribution, the logarithmic-normal distribution and the gamma
distribution.

Key words: net premium, damage size distribution.



