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WYZNACZANIE SKŁADKI NETTO NA PODSTAWIE PRÓBY 

DLA RÓ�NYCH ROZKŁADÓW WIELKO�CI SZKÓD 

W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH 

1. ZASADY WYZNACZANIA SKŁADEK NETTO W UBEZPIECZENIACH 

Jednym z podstawowych zagadnie� matematyki aktuarialnej jest szacowa-

nie wysoko�ci składek netto. Metody wyznaczania składek netto zale�� od dzia-

łu i grupy ubezpiecze�. Odpowiednio oszacowane składki powinny zapewnia�

równowag� finansow� ubezpieczyciela oraz jego konkurencyjno�� na rynku 

ubezpieczeniowym. W praktyce ubezpieczeniowej metody wyznaczania składek 

w przypadku konkretnego ubezpieczyciela s� obj�te tajemnic�.  

W ubezpieczeniach maj�tkowych i pozostałych osobowych podstaw� obli-

czenia składki jest oszacowanie składki netto na podstawie przewidywanej licz-

by i wielko�ci roszcze�, czyli na podstawie oceny i pomiaru ryzyka ubezpiecze-

niowego. Składka netto jest zatem funkcj� okre�lon� na zmiennej losowej, opi-

suj�cej wielko�� szkody. 

Niech Π(X) oznacza wysoko�� składki netto za ochron� przed strat� o wiel-

ko�ci X, gdzie X jest zmienn� losow�. Najcz��ciej spotykane w literaturze 

przedmiotu zasady wyznaczania funkcjonału składki
1
: 

1. Zasada czystej składki (równowa�no�ci składki netto)  

Π(X) = EX (1)

2. Zasada warto�ci oczekiwanej  

EXX )1()( γ+=Π (2)

gdzie � � 0 nazywa si� współczynnikiem bezpiecze�stwa.  

                                       
* Dr, Katedra Metod Statystycznych, Wydział Ekonomiczno-Socjologiczny, Uniwersytet 

Łódzki, 90-214 Łód�, ul Rewolucji 1905 r. nr 41/43. 
1 R. K a a s, M. G o o v a e r t s, J. D h a e n e, M. D e n u i t, Modern Actuarial Risk Theory, 

Kluwer, Boston 2001. 
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3. Zasada wariancji  

0,)( ≥+=Π γγVarXEXX (3)

4. Zasada odchylenia standardowego 

0,)( ≥+=Π γγ VarXEXX (4)

5. Zasada odchylenia absolutnego 

0,)( ≥−+=Π γγ SMeXEEXX (5)

6. Zasada percentylu (kwantyla rz�du �) 

( ){ } )1(1:min)( 1 εε −=−≥=Π −
XFxFxX (6)

7. Zasada maksymalnej straty 

∞<≥−+=Π )max(0),max()1()( XipXppEXX (7)

8. Zasada zerowej u�yteczno�ci obejmuje grup� metod wyznaczania składki 

uwzgl�dniaj�c� preferencje ubezpieczyciela, posiadaj�cego maj�tek w, wyra�one 

przy pomocy funkcji u�yteczno�ci ( )XXwEuwu −Π+= )()( , w∈(–∞,+∞). 

Zasada zerowej u�yteczno�ci z wykładnicz� funkcj� u�yteczno�ci jest nazywana 

zasad� wykładnicz�2
 i ma posta�

( ) ∞<>=Π XX EeEeX αα α
α

,0,log
1

)( (8)

9. Zasada wiarygodno�ci – składk� netto wyznacza si� jako �redni� wa�on�
składki kolektywnej µ i indywidualnej składki ix  oszacowanej na podstawie 

historii roszcze� w przeszło�ci, czyli jako 

µ)1()( iiii ZxZX −+=Π  (9)

gdzie )1,0(∈iZ .  

Tak zdefiniowan� składk�  nazywa si� składk� zaufania dla i-tego kontrak-

tu, natomiast Zi współczynnikiem zaufania.

                                       
2 C. D. D a y k i n, T. P e n t i k ä i n e n, M. P e s o n e n, Practical Risk Theory for Actuaries, 

Chapman & Hall, London 1994. 
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2. SZACOWANIE SKŁADEK NETTO 

W ubezpieczeniach komunikacyjnych wielko�� szkód jest najcz��ciej mo-

delowana za pomoc� rozkładu gamma, logarytmiczno-normalnego i Pareto
3
. 

Niech  zmienna losowa X oznacza wielko�� szkód. Funkcje g�sto�ci rozkładu 

Pareto, logarytmiczno-normalnego oraz gamma maj� odpowiednio posta�4
: 
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W przeprowadzonym eksperymencie rozwa�ano szacowanie składek netto 

dla portfela o ł�cznej wielko�ci szkód typu Pareto, logarytmiczno-normalnego 

i gamma za pomoc� wybranych zasad wyznaczania składki. W przypadku roz-

kładu gamma nie mo�na wyznaczy� analitycznej postaci dystrybuanty rozkładu. 

W takim przypadku mo�na estymowa� parametry rozkładu, takie jak mediana na 

podstawie próby. W przeprowadzonym badaniu wygenerowano trzy pseudopo-

pulacje o rozkładach Pareto, logarytmiczno-normalnym i gamma – ka�da o li-

czebno�ci 10 000 (w dalszej cz��ci pracy pseudopopulacje b�dziemy nazywa�
populacjami). Warto�� oczekiwana i wariancja w wygenerowanych populacjach  

odpowiadaj� w przybli�eniu �redniej i wariancji wielko�ci szkód w ubezpiecze-

niach komunikacyjnych OC publikowanych przez PIU. Z ka�dej populacji lo-

sowano po 10 000 razy próby o liczebno�ci 500 (badania prowadzono równie�
dla  liczebno�ci prób: 50, 100, 150, 200, 250, 300, 1 000 losowanych 10 000 

razy z populacji; próby o liczebno�ci 500 pozwalały do�� dokładnie szacowa�
parametry populacji – bior�c pod uwag� własno�ci estymatorów). Dla wyloso-

wanych prób obliczono klasyczne i pozycyjne miary struktury oraz oszacowano 

warto�ci składki netto za pomoc� pi�ciu wybranych metod.  

                                       
3 J. L e m a i r e, Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance, Kluwer Nijhoff, Boston 

1995. 
4 Cz. D o m a � s k i, K. P r u s k a, Nieklasyczne metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000. 
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T a b e l a  1 

Warto�ci  miar dla prób losowanych z badanych rozkładów 

 Rozkład Pareto 

Rozkład 

logarytmiczno-

-normalny 

Rozkład Gamma 

EX 4, 95 4,97 4,98 

DX 5,27 5,43 5,43 

D2X 27,8200 29,4745 29,4609 

Me 3,7681 3,3674 3,1821 

As 28,5526 4,7115 2,2006 

minx 4,3280 4,1207 4,1250 

maxx  6,6297 5,9608 5,9035 

x~ 4,9498 4,9835 4,9999 

)ˆ(θMSE 0,0549 0,0596 0,0596 

minS 2,0544 3,5490 4,1951 

maxS  21,8361 9,4405 6,7058 

SMe  3,8534 5,2274 5,4051 

2~
xS 27,3832 29,5918 29,4562 

min

SV 45,9654 80,1304 92,8957 

max

SV 360,5762 170,7191 130,9041 

minMe 3,5418 2,7866 2,5293 

maxMe  4,0746 4,0431 4,1110 

eM
~

3,7745 3,3819 3,2120 

dMe 0,0553 0,1265 0,1850 

	 r ó d ł o: obliczenia własne. 

EX – warto�� oczekiwana populacji;

DX – odchylenie standardowe populacji;

Me – mediana populacji;

XD

EXXE
As 3

3)( −
=   –  współczynnik asymetrii populacji;

minx – minimalna warto�� �rednich arytmetycznych z n-elementowej 

próby dla r repetycji;
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maxx – maksymalna warto�� �rednich arytmetycznych z n-elementowej 

próby dla r repetycji;

�=
r

j

jx
r

x
1~  –  estymator �redniej arytmetycznej dla próby o liczebno�ci n

z r-repetycji;

�=
n

i

j

ij x
n

x )(1
  –  �rednia arytmetyczna dla j-tej repetycji;

( )�
=

−=−=
r

j

j EXx
r

EMSE
1

22 1
))ˆ(()ˆ( θθθ  – bł�d �redniokwadratowy 

estymatora EX=θ̂ ; 

minS – minimalna warto�� odchyle� standardowych z n-elementowej 

próby dla r repetycji;

maxS – maksymalna warto�� odchyle� standardowych z n-elementowej 

próby dla r repetycji;

222 )~(
1~

xx
nr

S
nr

k

kx −= � – estymator wariancji dla próby o liczebno�ci n

z r-repetycji;

SMe – mediana odchyle� standardowych z n-elementowej próby dla 

r repetycji;
min

SV – minimalna warto�� współczynników zmienno�ci z n-elementowej 

próby dla r repetycji;
max

SV – maksymalna warto�� współczynników zmienno�ci z n-elemento-

wej próby dla r repetycji;

minMe – minimalna warto�� median z n-elementowej próby dla r repetycji;

maxMe – maksymalna warto�� median z n-elementowej próby dla r repety-

cji;

�=
r

j

jMe
r

eM
1~

 –  �rednia arytmetyczna median z r-repetycji;

Mej – mediana z j-tej repetycji;

� −=
r

j

jMe MeMe
r

d
1

  –  odchylenie przeci�tne mediany.

Dla badanych rozkładów wielko�ci szkód oszacowano za pomoc� wybra-

nych metod składki netto. Składki wyznaczono: dla próby na podstawie uzyska-

nych estymatorów parametrów z 10 000 repetycji oraz dla populacji na podsta-

wie parametrów populacji. Wyniki prezentuje tab. 2. 
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T a b e l a  2 

Warto�ci składki netto (j.p.) obliczone ró�nymi metodami 

Zasada wyznaczania składki netto 

czystej 

składki 

warto�ci 

oczekiwanej 

� = 1 

wariancji 

� = 1 

odchylenia 

standardowego 

� = 1 

kwantyla 

rz�du 0,5 

Populacja (Pareto) 4,9535 9,907 32,77385025 10,228 3,7681 

Próba (Pareto) 4,9498 9,8996 32,33199584 10,1826 3,7745 

Populacja (log-norm) 4,9796 9,9592 34,453641 10,4086 3,3674 

Próba  (log-norm) 4,9835 9,967 34,57492404 10,4233 3,3819 

Populacja (gamma) 4,9973 9,9946 34,45831284 10,4251 3,1821 

Próba (gamma) 4,9999 9,9998 34,77001844 10,4561 3,212 

Próba – warto�� składki netto obliczona na podstawie estymatorów warto�ci oczekiwanej 

i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach; 

Populacja – warto�� składki netto obliczona na podstawie parametrów populacji. 

	 r ó d ł o: jak do tab. 1. 

Tabele 3–5 prezentuj� składki netto dla trzech typów rozkładów oszacowa-

ne na podstawie: minimalnych i maksymalnych warto�ci �redniej arytmetycznej 

i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach; estymatorów parametrów populacji 

uzyskanych w 10 000 repetycjach oraz na podstawie parametrów populacji. 

Warto�� wariancji we wszystkich obliczeniach dla prób przyj�to równ� estyma-

torowi wariancji wyznaczonemu w 10 000 repetycjach. 

T a b e l a  3 

Warto�ci składki netto (j.p.) obliczone ró�nymi metodami dla rozkładu Pareto 

Zasada wyznaczania składki netto 

czystej 

składki 

warto�ci 

oczekiwanej 

� = 1 

wariancji 

� = 1 

odchylenia 

standardowego 

� = 1 

kwantyla 

rz�du 0,5 

Próba (min)  4,328 8,656 31,71019584 9,5608 3,5418 

Próba (est) 4,9498 9,8996 32,33199584 10,1826 3,7745 

Próba (max) 6,6297 13,2594 34,01189584 11,8625 4,0746 

Populacja 4,95 9,9 32,7229 10,22 3,7681 

Próba (min) – warto�� składki netto obliczona na podstawie minimalnych warto�ci �redniej 

arytmetycznej i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach; 

Próba (est) – warto�� składki netto obliczona na podstawie estymatorów warto�ci oczekiwa-

nej i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach; 

Próba (max) – warto�� składki netto obliczona na podstawie maksymalnych warto�ci �redniej 

arytmetycznej i mediany uzyskanych w 10 000 repetycjach; 

Populacja – warto�� składki netto obliczona na podstawie parametrów populacji. 

	 r ó d ł o: jak do tab. 1. 
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T a b e l a  4 

Warto�ci składki netto (j.p.) obliczone ró�nymi metodami dla rozkładu logarytmiczno-normalnego

Zasada wyznaczania składki netto 

czystej 

składki 

warto�ci 

oczekiwanej 

� = 1 

wariancji 

� = 1 

odchylenia 

standardowego 

� = 1 

kwantyla 

rz�du 0,5 

Próba (min)  4,1207 8,2414 33,71212404 9,5605 2,7866 

Próba (est) 4,9835 9,967 34,57492404 10,4233 3,3819

Próba (max) 5,9608 11,9216 35,55222404 11,4006 4,0431 

Populacja 4,97 9,94 34,4549 10,4 3,3674 

	 r ó d ł o: jak do tab. 1. 

T a b e l a  5 

Warto�ci składki netto (j.p.) obliczone ró�nymi metodami dla rozkładu gamma 

Zasada wyznaczania składki netto 

czystej 

składki 

warto�ci 

oczekiwanej 

� = 1 

wariancji 

� = 1 

odchylenia 

standardowego 

� = 1 

kwantyla 

rz�du 0,5 

Próba (min)  4,125 8,25 33,89511844 9,5812 2,593 

Próba (est) 4,9999 9,9998 34,77001844 10,4561 3,212

Próba (max) 5,9035 11,807 35,67361844 11,3597 4,111

Populacja 4,98 9,96 29,7804 9,96 3,1821 

	 r ó d ł o: jak do tab. 1. 
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Rys. 1. Warto�� składki netto wyznaczonej ró�nymi metodami dla rozkładu Pareto 

z.cz.skł. – zasada czystej składki; z.w.ocz. – zasada warto�ci oczekiwanej; z.war. – zasada warian-

cji; z.od.stan. – zasada odchylenia standardowego; z.percen. – zasada percentylu. 

	 r ó d ł o: obliczenia własne. 
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Rys. 2. Warto�� składki netto wyznaczonej ró�nymi metodami  

dla rozkładu logarytmiczno-normalnego 

	 r ó d ł o: jak do rys. 1. 
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Rys. 3. Warto�� składki netto wyznaczonej ró�nymi metodami dla rozkładu gamma 

	 r ó d ł o: jak do rys. 1. 

W tab. 6 obliczono rozpi�to�� mierzon� jako ró�nic� mi�dzy: składk� osza-

cowan� na podstawie maksymalnej warto�ci �redniej arytmetycznej i mediany 

oraz minimalnej warto�ci �redniej i mediany w 10 000 repetycjach. 
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Rys. 4. Warto�� składki netto według zasad wyznaczania składki oraz rozkładów wielko�ci szkód 

	 r ó d ł o: jak do rys. 1. 

T a b e l a  6 

Rozpi�to�� warto�ci szacowanych składek według metody wyznaczania składki i rozkładu 

wielko�ci szkód 

Rozkład 

Rozpi�to�� szacowanych składek 

czystej 

składki 

warto�ci 

oczekiwanej 

� = 1 

wariancji 

� = 1 

odchylenia 

standardowego 

� = 1 

kwantyla 

rz�du 0,5 

Pareto 2,3017 4,6034 2,3017 2,3017 0,5328 

Log-norm 1,8401 3,6802 1,8401 1,8401 1,2565 

Gamma 1,7785 3,557 1,7785 1,7785 1,518 

	 r ó d ł o: jak do tab. 1.  
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3. PODSUMOWANIE 

Uzyskane estymatory parametrów badanych rozkładów maj� dobre własno-

�ci. Warto�ci składek netto dla prób i populacji szacowane tymi samymi meto-

dami nie ró�ni� si� istotnie. Oznacza to, �e próba o liczebno�ci 500 elementów 

pozwala dobrze oszacowa� parametry populacji oraz wysoko�� składki netto. 

Wyj�tek stanowi składka szacowana metod� wariancji w przypadku rozkładu 

gamma – ró�ni�ca si� co do warto�ci w przypadku populacji i próby. 

W badaniu oszacowano równie� składki na podstawie najmniejszych i naj-

wi�kszych warto�ci parametrów uzyskanych w 10 000 repetycjach. Składki wy-

znaczone t� sam� metod� na podstawie minimalnych i maksymalnych warto�ci 

�redniej arytmetycznej i mediany ró�ni� si� co do warto�ci. W celu oceny ró�nic 

obliczono rozpi�to�ci uzyskanych składek wyznaczanych t� sam� metod� dla 

badanych rozkładów (wyniki prezentuje tab. 6). Najwi�ksze ró�nice wida�
w przypadku rozkładu Pareto, co wynika z bardzo silnej asymetrii tego rozkładu. 

Dla badanych rozkładów najwi�ksze rozpi�to�ci otrzymano w przypadku składki 

wyznaczanej metod� warto�ci oczekiwanej, najmniejsze w przypadku zasady 

kwantyla rz�du 0,5. Zasada percentylu daje bardzo dobre wyniki w przypadku 

silnej asymetrii rozkładu (w tym przypadku rozkładu Pareto – tab. 6). 

Składki netto obliczone za pomoc� tej samej metody dla rozkładów wielko-

�ci szkód Pareto, logarytmiczno-normalnego i gamma, maj� zbli�one warto�ci. 

Jest to wynik prawie jednakowych parametrów badanych rozkładów. St�d wnio-

sek, �e wi�kszy wpływ na wysoko�� składki netto maj� parametry rozkładu ni�
sama jego posta�. Metoda szacowania składki netto ma jednak bardzo du�y 

wpływ na wysoko�� składki, zwłaszcza w przypadku asymetrycznych rozkładów 

wielko�ci szkód. Najwi�ksze warto�ci składki otrzymano dla metody wariancji 

(składka około 34 j.p.), najmniejsze dla metody pecentylu (składka około 3,4 

j.p.). 
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SETTING OF THE NET PREMIUM ON THE BASE OF THE SAMPLE FOR 

DIFFERENT DAMAGE SIZE DISTRIBUTION IN THE COMMUNITY INSURANCE
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