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Studia metodologiczne / Methodological studies

Wymiar fraktalny szeregéw czasowych
szacowany metodg podziatu pola

Grzegorz Przekota? ®

Streszczenie. Jedng z wazniejszych kwestii do rozstrzygniecia w analizie szeregéw
czasowych jest okreslenie ich zmienno$ci oraz identyfikacja procesu ksztattowania ich
wartosci. W ujeciu klasycznym zmiennos$¢ najczesciej utozsamiana jest z wariancjg stop
wzrostu. Tymczasem natura ryzyka to nie tylko zmiennos¢, lecz takze przewidywalnos¢
zmian, ktérg mozna oceni¢ przy uzyciu wymiaru fraktalnego. Celem artykutu jest prezen-
tacja zastosowania wymiaru fraktalnego szacowanego metodg podziatu pola do oceny
wiasciwosci szeregéw czasowych. W opracowaniu przedstawiono sposob wyznaczenia
wymiaru fraktalnego, jego interpretacje, tablice istotnosci oraz przyktad zastosowania. Za
pomocg wymiaru fraktalnego opisano wtasciwosci szeregu czasowego wartosci indeksu
gieldowego WIG w latach 2014-2018 oraz szeregéw czasowych stép wzrostu najwiek-
szych polskich spoétek gietdowych w latach 2015-2018. Zastosowana metoda umozliwia
zakwalifikowanie szeregu czasowego do jednej z trzech klas, jako szereg: persystentny,
btadzenia losowego badZz antypersystentny. Na szczegdlnych przypadkach pokazano
réznice pomiedzy zastosowaniem odchylenia standardowego i wymiaru fraktalnego do
oceny ryzyka. Wymiar fraktalny jawi sie tu jako metoda pozwalajgca na ocene stopnia
stabilnosci wahan.

Stowa kluczowe: wymiar fraktalny, metoda podziatu pola, zmiennos$¢, btgdzenie lo-
sowe

Fractal dimension of time series
estimated by the surface division method

Summary. One of the most important issues to be settled in the analysis of time series is
determining their variability and identifying the process of shaping their values. In the
classical approach, volatility is most often identified with the variance of growth rates.
However, risk can be characterised not only by the variability, but also by the predictability
of the changes which can be evaluated using the fractal dimension. The aim of this paper is
to present the applicability of the fractal dimension estimated by the surface division method
to the assessment of the properties of time series. The paper presents a method for deter-
mining the fractal dimension, its interpretation, significance tables and an example of its
application. Fractal dimension has been used here to describe the properties of the time
series of the WIG stock exchange index in 2014-2018 and the time series of the growth
rates of the largest listed Polish companies in 2015-2018. The applied method makes
it possible to classify a time series into one of three classes of series: persistent, random or
antipersistent. Specific cases show the differences between the use of standard deviation
and fractal dimension for risk assessment. Fractal dimension appears here to be a method
for assessing the degree of stability of variations.
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Wspodtczesne procesy gospodarcze nie dajg sie wyjasni¢ za pomoca klasycz-
nych metod statystyki czy podstawowych praw ekonomii. Na zjawiska takie, jak:
wystepowanie cykli koniunkturalnych, sytuacja na rynku pracy, ksztattowanie
stopy procentowej czy cen na rynkach finansowych wptywa wiele zmiennych.
Ich liczba oraz skomplikowane powigzania miedzy nimi sprawiajg, ze proste
modele analityczne okazujg sie w praktyce nieskuteczne. Wieksze mozliwosci
daje modelowanie wielorobwnaniowe ze zmiennymi opdéznionymi, cho¢ i ono
bywa przedmiotem krytyki. Peters (1997) wskazuje, ze prognozy z tradycyjnych
modeli ekonometrycznych nie sprawdzajg sie w praktyce lub tez sprawdzajg sie
tylko w perspektywie krétkiego czasu. Ponadto niewielka zmiana warunkéw
poczgtkowych powoduje, ze model przestaje funkcjonowaé poprawnie. Proble-
mem jest takze zatozenie rownowagi systemu gospodarczego, nieprzystajgce
do rzeczywistosci go otaczajgcej, ktéra ewoluuje, powodujgc takze zmiany sa-
mego systemu. Charakterystyczny dla systemu gospodarczego bedzie zatem
raczej stan nierébwnowagi niz réwnowagi.

Rozwéj nowych dyscyplin haukowych, takich jak teoria chaosu i analiza frak-
talna, daje szersze mozliwosci opisywania otaczajgcej rzeczywistosci. Do mode-
lowania zjawisk ekonomicznych mozna wykorzysta¢ szereg stosunkowo pro-
stych systeméw chaosu deterministycznego: réwnanie logistyczne, atraktor He-
nona, bedacy dwuwymiarowym odpowiednikiem réwnania logistycznego (Mos-
dorf, 1997), czy tez model Lorenza (Zawadzki, 1996), znany jako efekt motyla.
Popularnym narzedziem wywodzgcym sie z geometrii fraktalnej jest takze wy-
miar fraktalny.

Jezeli system jest nieliniowym systemem dynamicznym, to charakteryzujg go
wystepowanie dtugoterminowych korelacji i trendéw, nieoczekiwane zachowanie
w pewnych warunkach i pewnych okresach oraz struktura, ktérej czesci (zarow-
no odcinki wieksze, jak i coraz mniejsze) sg podobne do catosci i majg te same
charakterystyki statystyczne. Taka strukture okresla sie jako fraktalng (Siemie-
niuk, 2001).

Celem artykutu jest prezentacja zastosowania wymiaru fraktalnego szacowa-
nego metodg podziatu pola do oceny zmiennosci szeregdw czasowych. W opra-
cowaniu zwrécono uwage na interpretacje uzyskiwanych wartosci oraz przed-
stawiono tabele istotnosci. Pokazano réznice w postrzeganiu ryzyka rozumiane-
go jako zmiennos$c¢ i mierzonego odchyleniem standardowym oraz ryzyka rozu-
mianego jako stabilno$¢ wahan i mierzonego wymiarem fraktalnym. Praktyczne
zastosowanie i ograniczenia metody oméwiono na przyktadzie szeregéw cza-
sowych pozioméw i zmian wartosci indeksu gietdowego WIG oraz notowan naj-
wiekszych polskich spotek gietdowych. Zakres czasowy badania to cztery lata,
od pazdziernika 2014 r. do pazdziernika 2018 r. Alternatywnie dokonano porow-
nania uzyskanych wynikéw z wynikami testu stacjonarnosci ADF.
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WYMIAR FRAKTALNY SZEREGOW CZASOWYCH

W klasycznej teorii inwestycji finansowych jedng z najpopularniejszych miar
okreslajgcych ryzyko jest wariancja stéop zwrotu. Uwaza sie, ze ryzyko jest tym
wieksze, im wieksza zmiennos$¢ stép zwrotu. Jednak w badaniu ryzyka syste-
mow o charakterze losowym odpowiednig miare stanowi wariancja. Interesuja-
cych rozwigzan w zakresie szacowania ryzyka dostarcza geometria fraktalna.
Jedna z miar wywodzacych sie z geometrii fraktalnej jest wymiar fraktalny sze-
regéw czasowych, ktéry moze by¢ uzupetnieniem klasycznych miar zmiennosci.
Chociaz w literaturze przedmiotu bardzo czesto wymiar fraktalny traktuje sie
jako miare ryzyka w rozumieniu zmiennosci (Zeug-Zebro, 2015), to jego natura
jest inna. Problem ten poruszono w niniejszej pracy, poréwnujgc wartosci wy-
miaru fraktalnego oraz odchylenia standardowego dla pewnych szczegdlnych
przypadkow.

Mandelbrot (1982) podaje przyktad zastosowania wymiaru fraktalnego do
analizy zjawisk naturalnych. Problem dotyczy pomiaru dtugosci linii brzegowej.
Wynik zalezy od dtugosci miarki uzytej do pomiaru: im miarka jest krotsza, tym
wynik dokfadniejszy, gdyz pozwala na uchwycenie wiekszej liczby krzywizn.
Wymiar fraktalny daje odpowiedz na pytanie, jak postrzepione s3 linie brzegowe
(im bardziej, tym wymiar ten jest wiekszy). Przykladowo wymiar fraktalny linii
brzegowej Norwegii wynosi 1,52, a linii brzegowej Wielkiej Brytanii — 1,26. Wynik
ten jest zgodny ze spostrzezeniami poczynionymi na podstawie mapy, poniewaz
linia brzegowa Norwegii jest bardziej postrzepiona od linii brzegowej Wielkiej
Brytanii, a wiec jej wymiar fraktalny jest wiekszy i bardziej zblizony do 2.

Wspotczesnie wymiar fraktalny stosuje sie do opisu wielu zjawisk naturalnych
(Cervantes-De la Torre, Gonzalez-Trejo, Real-Ramirez i Hoyos-Reyes, 2013),
zagospodarowania przestrzennego (Chen, 2013; Guogiang, 2002), probleméw
medycznych (Gémez, Mediavilla, Hornero, Abasolo i Fernandez, 2009; Harne,
2014) czy ekonomicznych (Bhatt, Dedania i Shah, 2015; Kapecka, 2013). Roz-
wijana jest takze metodologia szacowania wymiaru fraktalnego (Sy-Sang i Feng-
-Yuan, 2009).

W polskiej literaturze przedmiotu ostatnich lat wiele uwagi wymiarowi fraktal-
nemu poswiecit Buta (2017). Porownywat on m.in. wyniki otrzymane za pomocg
prezentowanej w tym opracowaniu metody podziatu pola oraz za pomocg innych
metod. Okazato sie, ze podziat pola daje nizsze wartosci niz inne metody. Nie
stanowi to jednak problemu, poniewaz kluczowg kwestig jest nie wartos¢, lecz
rozstrzygniecie, czy dany proces jest procesem btgdzenia losowego, czy tez
innym.

Niniejsza praca porusza problem testowania hipotezy btgdzenia losowego
przy uzyciu metody podziatu pola. Szacowanie wymiaru fraktalnego dla ekono-
micznych szeregdw czasowych wymaga odejscia od klasycznej geometrii eukli-
desowej, podajgcej wymiar przestrzeni, w ktdrej umieszczony jest wykres szere-
gu czasowego. Przestrzen te stanowi ptaszczyzna o wymiarze euklidesowym 2.
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Rozpatrujgc natomiast trajektorie szeregu czasowego jako tamanag, otrzymujemy
wymiar euklidesowy 1. Tymczasem wykres szeregu czasowego hie wypetnia
catej ptaszczyzny, na ktorej zostat umieszczony, zatem jego wymiar bedzie
mniejszy od 2 (wymiaru euklidesowego pfaszczyzny) i wiekszy od 1, poniewaz
jest to wymiar euklidesowy linii prostej, a szeregi czasowe na ogét majg inny
ksztatt.

Wymiar fraktalny jako wymiar utamkowy pozwala charakteryzowac¢ ksztait wy-
kresu szeregu czasowego. Opisuje, w jaki sposéb szereg czasowy wypetnia
swojg przestrzen i jest wynikiem wszystkich czynnikow wptywajacych na system,
z ktérego pochodzi szereg czasowy (Peters, 1997). Efektem oddziatywania roz-
nych czynnikbw moze by¢ obraz szeregéw czasowych zmiennych ekonomicz-
nych, ktéry bedzie klasyfikowat je do jednej z trzech klas réznigcych sie warto-
Sciami wymiaru fraktalnego (Halley i Kunin, 1999):

1. Szeregi persystentne (czarny szum) — w ktérych obecne jest zjawisko
wzmachiania trendu. Oznacza to (w przeciwienstwie do szeregéw antypersy-
stentnych), ze jezeli warto$¢ szeregu wzrosta (lub spadta) w poréwnaniu
z wartoscig poprzednig, to w nastepnym momencie bardziej prawdopodobny
bedzie jej wzrost (lub spadek). Szeregi takie bedg miaty wymiar fraktalny bliz-
szy 1;

2. Szeregi czasowe btgdzenia losowego (bialy szum) — w ktérych poprzednia
zmiana wartosci nie ma wptywu na przyszie zmiany. Zdarzenia wptywajgce na
wartosci szeregu sg przypadkowe i nieskorelowane ze sobg, stad tez szeregi
takie sg nieprzewidywalne;

3. Szeregi antypersystentne (rézowy szum) — w ktérych wystepuje zjawisko po-
wracania wartosci obserwacji do poziomu $redniego. Oznacza to, ze jesli war-
tos¢ szeregu odchyli sie w gore (lub w dot) od sredniej, to w nastepnym mo-
mencie bardziej prawdopodobne jest odchylenie w przeciwnym kierunku. Sze-
regi takie bedg miaty wymiar fraktalny blizszy 2.

Wymiar fraktalny dla wykreséw jednowymiarowych szeregdw czasowych
przyjmuje wartosci z przedziatu [1, 2]: 1 — gdy wykres przybierze ksztatt linii pro-
stej, 2 — gdy wypetni pewien obszar dwuwymiarowy na ptaszczyznie. W praktyce
wartosci skrajne nie sg osiggane.

Skoro wymiar fraktalny ma opisywac, jak szereg czasowy wypetnia obszar,
lub inaczej — jak zageszcza sie na ptaszczyznie, to wieksze zageszczenie be-
dzie powodowac¢ zwigkszenie wymiaru fraktalnego. Oznacza to, ze czegste zmia-
ny szeregéw czasowych w réznych kierunkach powodujg zwiekszenie wymiaru
fraktalnego i wigksze wypetnienie ptaszczyzny. Wystepuje tu zjawisko powrotu
do Sredniej. Szeregi jednokierunkowe, z mata liczbg zmian, majg mniejszy wy-
miar fraktalny, ich ksztalty za$ sg bardziej zblizone do ksztattu prostej. Takie
szeregi charakteryzuje zjawisko podtrzymania trendu.

Do oszacowania wymiaru fraktalnego ekonomicznych szeregdéw czasowych
mozna wykorzysta¢ metode pudetkowg BCM, w ktérej zamiast kot zlicza sie
kwadraty o boku okreslonej dtugosci, potrzebne do pokrycia wykresu szeregu
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czasowedo. Inng popularng metodg szacowania wymiaru fraktalnego jest meto-
da wariacyjna VM (Dubuc, Quiniou, Roques-Carmes, Tricot i Zucker, 1989),
podobnie jak metoda segmentowo-wariacyjna SVM (Zwolankowska, 2001).
Czesto stosuje sie takze analize przeskalowanego zakresu autorstwa Hursta
(Hurst, 1951; Kale i Butar Butar, 2011).

METODA PODZIALU POLA

Metoda szacowania wymiaru fraktalnego przedstawiona w opracowaniu tgczy
w sobie elementy metody segmentowo-wariacyjnej oraz tradycyjnych metod
geometrycznych (Przekota i Przekota, 2004). Podobnie jak w metodzie segmen-
towo-wariacyjnej wykres szeregu czasowego pokrywany jest przez prostokaty.
Samo szacowanie wymiaru fraktalnego odbywa sie natomiast poprzez szaco-
wanie wspoétczynnika regresiji, tak jak w metodach geometrycznych. W kolejnych
punktach wyprowadzono wzér wymiaru MPP (metoda podziatu pola) oraz poka-
zano jego zastosowania praktyczne.

WYKR. 1. SZEREG CZASOWY NA PLASZCZYZNIE

ymax T pEsmEEEEEEEE e E T
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Zr 6 dto: opracowanie wiasne.

Niech szereg czasowy (wykr. 1) ma dtugos¢ N. Wtedy pole obszaru zajmo-
wanego przez szereg mozna definiowac jako:

P=N- (ymax - ymin) (1)
gdzie:
Ymax — hajwieksza wartos¢ w szeregu,
Ymin — Najmniejsza warto$¢ w szeregu.

Po podziale szeregu na potowy pole wyrazaé bedzie sie wzorem:

N N
b= R (Ymaxl - Yminl) + 2 (}’maxz - ymi"Z) @
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Pomiedzy p a P zachodzi nieréwnos¢:
psP 3)

Przy powtarzaniu czynnosci przepotawiania kolejnych fragmentéw szeregu za
kazdym razem okazuje sie, ze suma pdl po podziale nie jest wieksza od sumy
pol pierwotnych. Oznacza to, ze przy dowolnym podziale pierwotnym na
k czesci pole zajmowane przez wykres szeregu bedzie wynosic:

N k
b = EZ(ymaxi - yminl-) (4)
i=1

a przy podziale na 2k czesci:

N 2k
Py = EZ(Ymaxi - :Vmini) (%)
i=

Pomiedzy P« i P2k zachodzi nierowno$¢:
Pox < Py (6)

co mozna takze zapisac jako:
P
Py <2 =% @)
2
Dla dowolnego szeregu natomiast zachodzi:

P
Po = MPPy - — ®)

MPP« zawiera sie w przedziale [1, 2] i bedzie tym wieksze, im ksztatt trajekto-
rii szeregu czasowego bedzie bardziej postrzepiony, czyli im czesciej w szeregu
wystgpi zmiana trendu na przeciwny. Natomiast im bardziej ksztatt szeregu zbli-
zy sie do prostej, czyli im mniej zmian trendu na przeciwny wystapi w szeregu,
tym bardziej warto§¢ MPP« bedzie blizsza 1.

Jesli w uktadzie wspotrzednych na osi x bedg odktada¢ sie wartosci Pz—", a na
osi y wartosci P2k, to wartos¢ MPP« bedzie wspétczynnikiem regresji liniowej y
wzgledem x bez wyrazu wolnego, gdzie wartosci P2« odgrywajg role zmiennej
objasnianej, a warto$ci Pz—" — zmiennej objasniajgcej. Stad:

MPP, = ——% ©

gdzie k — liczba dokonanych podziatow.
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Tak zdefiniowana wartos¢ MPP«x moze byc¢ traktowana jako miara postrzepie-
nia szeregdéw, czyli jako wymiar fraktalny szeregdéw. W praktycznym zastosowa-
niu dla danych z rynkéw finansowych na podstawie wartosci wymiaru fraktalne-
go mozna wnioskowac o ryzyku inwestycyjnym.

WYKR. 2. SKRAJNE PRZYPADKI WYMIARU FRAKTALNEGO MPP
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Zr 6d1o: opracowanie wiasne.

Dwa skrajne przypadki wymiaru fraktalnego MPP pokazano na wykr. 2.
Pierwszy to linia prosta (tutaj jest to funkcja y = x). Pole po podziale zawsze
stanowi potowe pola pierwotnego, a zatem:

czyli wymiar fraktalny jest tutaj rowny 1 i jest zgodny z wymiarem euklidesowym
prostej.

Drugi przypadek to sytuacja, w ktorej wartosci szeregu na przemian rosng
i malejg (tutaj jest to 2 dla x parzystych i 1 dla x nieparzystych). Pole po podziale
zawsze jest réwne polu pierwotnemu, zatem:

Py
sz:2‘7 (11)

czyli wymiar fraktalny jest tutaj rowny 2 i jest zgodny z wymiarem euklidesowym
ptaszczyzny.

W celu rozréznienia szeregdw btadzenia losowego i szeregdw persystentnych
i antypersystentnych przeprowadzono symulacje Monte Carlo wymiaru fraktal-
nego szeregow btgdzenia losowego. W tabl. 1 zawarto statystyki tych symulaciji
wraz z wynikami testéw normalnosci rozkladu uzyskanych wartosci. Lacznie
przeprowadzono 800 symulacji, po 100 w kazdej probie.
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TABL. 1. STATYSTYKI WYMIARU FRAKTALNEGO SYMULOWANYCH SZEREGOW
BLADZENIA LOSOWEGO METODA MONTE CARLO

N = 200 N = 500 | N = 1000 N = 1600
Wyszczegol- .
nienie proby
1 2 1 2 1 2 1 2
F orreennenneeaenenens 1,3707| 1,3731| 1,3788| 1,3809| 1,3843| 1,3790| 1,3765| 1,3703
S e 0,1183| 0,1140| 0,1127| 0,1145| 0,1100| 0,1182| 0,1112| 0,1017
Minimum ............... 1,1479| 1,1485| 1,1342| 1,1549| 1,1580| 1,1347| 1,1492| 1,1573
Maksimum ............. 1,6568| 1,6594| 1,6160| 1,6372| 1,6125| 1,6151| 1,6106| 1,6041
TN Ko{mogorowa— p > 0,20
-Smirnowa .........
TN Lillieforsa ......... p>0,20
TN Shapiro-Wilka .. |p=0,1421|p=0,1591|p=0,2305|p=0,3516|p=0,1939|p=0,1716|p=0,2338|p=0,4346

U w a g a. x — $rednia arytmetyczna, S — odchylenie standardowe, TN — test normalnosci, p — poziom istotnosci.
Zr 6 dto: obliczenia wiasne.

Na podstawie uzyskanych wynikéw testow normalnosci (tabl. 1) stwierdzono,
ze rozktad wymiaru fraktalnego jest normalny, o $redniej i odchyleniu standar-
dowym przyjetych z usrednionych proceséw symulowanych. Na tej podstawie
skonstruowano tablice istotnosci wymiaru MPP. Dane te dla wybranych pozio-
moéw istotnosci zaprezentowano w tabl. 2. Weryfikacji podlega hipoteza zerowa:
proces generujgcy szereg czasowy jest procesem bigdzenia losowego.

TABL. 2. GRANICE ODRZUCEN HIPOTEZY
BLADZENIA LOSOWEGO SZEREGOW
CZASOWYCH DLA WYMIARU MPP

N Poziom istotnosci o
a — dolna granica
b — goérna granica 0,2 0,1 0,05
200 ..cooveiienne a| 1,2234| 1,1813 | 1,1447
b| 1,5204 | 1,5626 | 1,5991
500 ..cooveeienne a| 1,2347| 1,1935| 1,1578
b| 1,5250 | 1,5662 | 1,6019
1000 .....ccceeeee. a| 1,2357 | 1,1942 | 1,1584
b| 1,5277 | 1,5691 | 1,6050
1600 ......cc...... a| 1,2371| 1,1985| 1,1650
b| 1,5097 | 1,5484 | 1,5819

Zr6dto: obliczenia wtasne.

W zaleznosci od wartosci MPP mozna wyrdznié trzy klasy szeregéw czaso-
wych:
1. Wartosci MPP ponizej dolnej granicy oznaczajg szeregi persystentne, a wiec
procesy ze wzmachianiem trendu. Sg to szeregi przewidywalne;
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2. Wartosci MPP pomiedzy dolng a gérng granicg oznaczajg szeregi, w ktoérych

przebieg moze by¢ ksztattowany przez procesy btgdzenia losowego. S3g to

szeregi nieprzewidywalne;
3. Wartosci MPP powyzej gornej granicy oznaczajg szeregi antypersystentne,

a wiec procesy charakteryzowane przez zjawisko powrotu do wartosci $red-

niej. Sg one (tak jak szeregi persystentne) przewidywalne.

Wymiar MPP, w poréwnaniu z odchyleniem standardowym, ma interesujgce
wiasciwosci w ocenie zmiennosci szeregéw stop wzrostu. Natura tych szeregow

jest antypersystentna, jednak zdarzajg sie pewne nietypowe sytuacje. Warto

zobaczyé¢, jak w takiej sytuacji zachowuje sie odchylenie standardowe i wymiar

MPP. Pewne szczegdlne przypadki ujeto na wykr. 3.

WYKR. 3. SZCZEGOLNE PRZYPADKI ZACHOWANIA SIE SZEREGOW CZASOWYCH

STOP WZROSTU

=2

S=

=2

3, MPP

S=1, MPP

61 81 101 121 141 161 181

121 M

S=

1,70

S=1,18, MPP

1,89

2,86, MPP =

1 21 41 61 81 101 121 141 161 181

U w a g a. S - odchylenie standardowe.

Zr6dto: opracowanie wiasne.
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Jesli przez ryzyko bedziemy rozumie¢ odchylenia od stanu oczekiwanego, to
Z szeregiem A zwigzane jest mniejsze ryzyko niz z szeregiem B (wykr. 3). Od-
chylenie standardowe dla szeregu A wynosi 1, a dla szeregu B przyjmuje war-
tos¢ 3. Jednak inwestor przyzwyczaja sie do takiej sytuacji i naturalne staje sie
dla niego, ze z szeregiem A zwigzane sg mniejsze odchylenia, a z szeregiem B
— wieksze. Z tego punktu widzenia ryzyko jest takie samo, poniewaz zmiany
notowan sg w petni przewidywalne. Wartosci wymiaru MPP wynoszg tutaj 2 i dla
inwestora oznacza to, ze po kazdym odchyleniu stopy zwrotu w goére nastgpi
takie samo co do sity odchylenie stopy zwrotu w dét.

Jesli w szeregu A pojawig sie zaktdcenia (wykr. 3C), to inwestor stanie sie juz
mniej pewny przysztych zmian. Warto$¢ odchylenia standardowego jest jednak
ciggle mniejsza niz dla szeregu B, co wskazuje na mniejsze ryzyko. Tymczasem
inwestor jest pewny zachowania szeregu B, a niepewny zachowania szeregu C.
Obrazujg to wartosci wymiaru MPP. Szereg bez zaklécen ma wymiar 2,
a szereg z zaktdceniami w dgzeniu do wartosci sredniej — 1,70.

Moze sie zdarzy¢, ze zaktécenia obnizg warto$¢ odchylenia standardowego,
jak w szeregu D w poréwnaniu do szeregu B (tutaj z 3 na 2,86). Jednak z punktu
widzenia oczekiwah inwestora sytuacja jest juz mniej stabilna, co obrazuje wy-
miar MPP = 1,89, a warto$¢ mniejsza niz 2 wskazuje na obecnos¢ szumu.

Wymiar fraktalny stuzy tu jako metoda pozwalajgca na ocene stopnia stabil-
nosci wahan. Im wartosci wymiaru fraktalnego blizsze 2, tym bardziej sg stabil-
ne, bez wzgledu na zakres wahan. Nizsze wartosci sugerujg pojawianie sie za-
ktécen: im blizej gornej granicy odrzucenia hipotezy btgdzenia losowego, tym
wiecej zaktoceh w szeregu stop wzrostu.

STACJONARNOSC SZEREGOW CZASOWYCH

Weryfikacja hipotezy btgdzenia losowego pozwala na lepsze poznanie wia-
sciwosci statystycznych analizowanych szeregéw czasowych cen instrumentéw
finansowych. Najczesciej weryfikuje sie hipoteze o catkowitym braku korelacji
W procesie generujgcym wartosci szeregow czasowych oraz, rozszerzajgc pole
badan, o braku jakichkolwiek zaleznosci. Badanie braku zaleznosci jest bada-
niem szerszym niz badanie braku korelacji. Wykluczenie zaleznosci jednoczes-
nie wyklucza wystepowanie korelacji, natomiast wykluczenie korelacji nie musi
oznaczac¢ jednoczesnego wykluczenia zaleznosci. W przypadku braku korelacji
jakiekolwiek liniowe modele cen historycznych nie pozwalajg na lepsze przewi-
dywanie cen w przysztosci. Jednak brak korelacji nie wyklucza wystepowania
zaleznosci nieliniowych, a takie mogtyby poprawi¢ przewidywanie (Czekaj, Wos
i Zarnowski, 2001). Dlatego badanie zalezno$ci jest przydatniejsze w praktyce.
Proces bitgdzenia losowego opisuje sie rownaniem:

Ye = Y1+ & (12)
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gdzie:

Yt — Szereg czasowy,

& — proces niezaleznych zmiennych losowych ciggtych o jednakowym rozkta-
dzie ze $rednig 0 i skohczong wariancja.

Szereg czasowy, ktory podlega procesowi btgdzenia losowego, moze dryfo-
wac w gore lub w dot tylko w rezultacie szokéw losowych.

Z procesami stochastycznymi wigze sie pojecie stacjonarnosci. Proces sto-
chastyczny Y: okresla sie jako stacjonarny, jezeli spetnia jednoczesnie trzy wa-
runki:

1. E(Yt) = const — wartos¢ srednia jest stata w czasie;

2. Var(Yi) = const — wariancja jest stata w czasie;

3. Cov(Y,Ywj) = o) — warto$¢ kowariancji dla dwoch momentéw obserwacji zale-
zy od odstepu miedzy tymi momentami, a nie od ich warto$ci.

Jezeli jeden z powyzszych warunkdw nie jest spetniony, to taki proces okresla
sie jako niestacjonarny.

Bfgdzenie losowe to przyktad procesu niestacjonarnego, w ktérym wariancja
jest zmienna w czasie (Maddala, 2006). Zmienia si¢ takze kowariancja pomie-
dzy sasiednimi wartosciami (Cryer, 1986). Wartosci szeregu czasowego bigdze-
nia losowego mogg znacznie odbiega¢ od wartosci srednie;.

Niestacjonarnos¢ szeregdéw czasowych stanowi powazny problem w przypad-
ku modelowania zalezno$ci, poniewaz mozna otrzymywac¢ dobre modele nawet
dla zmiennych, dla ktérych brak jest zwigzku przyczynowo-skutkowego (Phillips,
1986). Dotyczy to zaréwno trendu deterministycznego (Charemza i Deadman,
1997), jak i stochastycznego (Newbold i Davies, 1978). Analiza regresji powinna
zostac przeprowadzona na stacjonarnych szeregach czasowych, aby byta wia-
rygodna. Szeregi niestacjonarne mozna doprowadzi¢ do stacjonarnosci poprzez
réznicowanie ich wartosci. Jednak nie kazdy szereg mozna doprowadzi¢ do
stacjonarno$ci, wyznaczajgc pierwsze roznice — niekiedy trzeba wyznaczaé je
wiecej niz jeden raz. Szereg niestacjonarny, ktéry mozna sprowadzi¢ do szeregu
stacjonarnego, obliczajgc przyrosty d razy, nazywa sie szeregiem zintegrowa-
nym stopnia d (Charemza i Deadman, 1997). Btgdzenie losowe jest procesem
zintegrowanym w stopniu pierwszym.

Istnieje wiele testéw oceny stacjonarnosci szeregéw czasowych. Do najpopu-
larniejszych nalezg: DF, ADF, PP i KPSS (Dickey i Fuller, 1979, 1981; Kwiat-
kowski, Phillips, Schmidt i Shin, 1992; Phillips i Perron, 1988).

PRZYKLADY ZASTOSOWANIA WYMIARU FRAKTALNEGO

Praktyczne zastosowanie wymiaru fraktalnego omoéwiono na przyktadzie sze-
regu czasowego poziomow zamkniecia i stop wzrostu indeksu gietdowego WIG
oraz na przykladzie ksztattowania sie dziennych stép wzrostu notowan wybra-
nych spétek gietdowych.
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Na wykr. 4 zaprezentowano ksztattowanie sie poziomow oraz indekséw wzro-
stu danych dziennych (N = 1000) i tygodniowych (N = 200) indeksu WIG w okre-
sie od pazdziernika 2014 r. do pazdziernika 2018 r.

WYKR. 4. POZIOM NOTOWAN | INDEKSY WZROSTU INDEKSU GIELDOWEGO WIG
N=1000

poziom notowan w tys. indeks wzrostu
70 1,075

65 f 1,050

60 i "% 1,025 !
55 f '{M 1,000
A | bk
45 \“ MM 0,950

40 - T T T ] 0,925 - T T T ]
X 2014 X 2015 X 2016 X 2017 X 2018 X 2014 X 2015 X 2016 X 2017 X 2018

N =200

poziom notowan w tys. indeks wzrostu
70 1,075

65 W}\h 1,050
60 A 1,025 —
s\ /"w "W ’ W
o My ] oars ]
45 \.A /W 0,950

40 : : : . 0,925 : : : .
X2014  X2015 X2016 X2017 X2018  X2014 X2015 X2016 X2017 X 2018

Zr 6 dto: opracowanie wiasne na podstawie danych GPW.

Uzyskane wartosci wymiaru fraktalnego (tabl. 3) — dla N = 1000 jest to
1,3670, a dla N = 200 jest to 1,3716 — pozwalajg na sklasyfikowanie szeregéw
jako proceséw btgdzenia losowego, a Scislej rzecz biorgc, uzyskane wartosci nie
pozwalajg na odrzucenie hipotezy o btgdzeniu losowym. Z kolei wartosci wymia-
ru fraktalnego dla szeregéw stop wzrostu, odpowiednio MPP = 1,6916 oraz
MPP = 1,6658, pozwalajg na odrzucenie hipotezy btgdzenia losowego na rzecz
procesu o charakterze antypersystentnym. W szeregach stop wzrostu wystepuje
tendencja do oscylacji wokét poziomu przecietnego.
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TABL. 3. STATYSTYKI SZEREGOW
CZASOWYCH POZIOMOW | PRZYROSTOW
INDEKSU GIELDOWEGO WIG

Szeregi Test ADF
a — poziomow MPP
b — przyrostow t p
N =1000 ......... a 1,3670| -1,7163 0,7436
b 1,6916 | —29,1944 0,0000
N =200 ........... a 1,3716 | -1,7637 0,7188
b 1,6658 | 16,0766 0,0000

U w a g a. t— statystyka t-Studenta, p — poziom istotnosci.
Zr 6 dto: obliczenia whasne.

Porownanie wynikéw dla szeregu N = 1000 z wynikami dla szeregu N = 200
prowadzi do wniosku, ze czestotliwos¢ obserwacji nie wptyneta znaczgco na
uzyskane rezultaty. O ile w przypadku szeregéw czasowych poziomow takie
wyniki nie zaskakuja, o tyle w przypadku szeregow stop wzrostu sg dos¢ intere-
sujgce. Okazuje sie, ze wymiar fraktalny jest niewrazliwy na skale wahan, po-
niewaz dla szeregu stép wzrostu N = 1000 uzyskano odchylenie standardowe
S =0,0088, a dla szeregu N = 200 odchylenie standardowe jest wyraznie wiek-
sze i wynosi S = 0,0206. Tymczasem wartosci wymiaru fraktalnego to odpo-
wiednio MPP = 1,6916 oraz MPP = 1,6658. W Swietle idei wymiaru fraktalnego
takie wyniki sg poprawne, poniewaz odchylenie standardowe mierzy skale wa-
han, ktéra dla szeregu stop wzrostu N = 200 jest wyraznie wieksza niz dla sze-
regu N = 1000, co pokazuje wykr. 4. Wymiar fraktalny mierzy zageszczenie sze-
regu na ptaszczyznie — w przedmiotowym przyktadzie, mimo réznej skali wahan,
okazuje sie ono zblizone.

Wyniki testu ADF stanowig klasyczny rezultat testowania szeregéw danych fi-
nansowych: szeregi pozioméw okazujg sie niestacjonarne, a szeregi przyrostow
(stép wzrostu) — stacjonarne. Oznacza to, ze nie mozna odrzuci¢ hipotezy btg-
dzenia losowego szeregow czasowych pozioméw indeksu gietdowego. Ogdiny
obraz sytuacji, jaki uzyskano tutaj dzieki zastosowaniu wymiaru fraktalnego oraz
testu ADF, jest podobny.

Analize ksztattowania szeregéw czasowych dziennych stop wzrostu wybra-
nych spotek gietdowych przeprowadzono przy uzyciu odchylenia standardowego
oraz wymiaru fraktalnego (tabl. 4). Analizowano stopy wzrostu najwiekszych
spotek gietdowych w latach 2015-2018. Pod uwage brano spétki, ktérych zakres
dziennych zmian miescit sie w przedziale (—20%, 20%). Z tego powodu nie zna-
lazta sie wsrdd nich np. spotka JSW, ktorej notowania w badanym okresie az
trzy razy zmieniaty sie powyzej 20% dziennie, co powoduje znaczne zawyzenie
odchylenia standardowego w stosunku do pozostatych spotek.
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Dla wybranej grupy spotek odchylenie standardowe dziennych stép wzrostu
ksztattowato sie w przedziale od 1,55 p.p. dla Asseco do 2,29 p.p. dla KGHM,
a wymiaru fraktalnego — od 1,6439 dla Orange Polska do 1,7770 dla PKN Orlen.

TABL. 4. ODCHYLENIE STANDARDOWE | WYMIAR
FRAKTALNY SZEREGOW CZASOWYCH STOP WZROSTU
NOTOWAN WYBRANYCH SPOLEK W LATACH 2015-2018

: Wartos¢
Spotki S f\rlgigllﬁ; kv??;?s(.mzlla

Alior ..o 0,0201| 1,7265 6486
Asseco 0,0155| 1,7234 5605
CCC v 0,0221 | 1,6992 999
Cyfrowy Polsat ............ 0,0176 | 1,7635 959
Energa .......coceeviieennn 0,0214 | 1,7290 10263
Eurocash .........cccccuuee. 0,0217 | 1,7093 975
KGHM ..o 0,0229 | 1,6696 18524
(o] (0 1 SR 0,0196 | 1,7467 11955
LPP oo 0,0221 | 1,6637 2555
mBank .........ccecceeeeens 0,0208 | 1,6935 15214

0,0181| 1,6439 10501
PEKAO ...cooovveveeeeinnn, 0,0157 | 1,7195 22797
PGE ..o 0,0202 | 1,7628 47196
PGNIG ... 0,0193| 1,7566 35986
PKN Orlen 0,0200 | 1,7770 35634
PKO BP 0,0180| 1,6783 37722
PZU . 0,0160 | 1,7393 14169
Tauron .......cceeeeeeeeeennn. 0,0213| 1,7483 18968

Zr 6d1o: obliczenia wiasne.

Na wykr. 5 przedstawiono zwigzek pomiedzy otrzymanymi warto$ciami od-
chylenia standardowego i wymiaru fraktalnego. Zwigzek ten jest wprawdzie
ujemny, lecz bardzo staby. Warto$¢ wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona
wynosi w tym przypadku —0,19.

Otrzymane warto$ci wymiaru fraktalnego pozwalajg na sklasyfikowanie
wszystkich analizowanych szeregéw jako antypersystentnych. Jest to zgodne
z naturg szeregdw czasowych stép wzrostu. Zwazywszy na wiasciwosci wymia-
ru fraktalnego oraz odchylenia standardowego, uzyskang stabg zaleznosc¢ kore-
lacyjng pomiedzy tymi miarami dla badanych szeregéw czasowych nalezy uznaé
za oczekiwang. Dowodzi ona, ze miary te umozliwiajg uchwycenie innych, uni-
kalnych wtasciwosci ocenianych szeregdéw czasowych. Zgodnie z uwagami me-
todologicznymi wymiar fraktalny uzupetnia odchylenie standardowe o informacje
na temat stabilizacji zmian. Im wyzsza jest warto§¢ wymiaru fraktalnego, tym
bardziej przewidywalna staje sie zmiennos$¢.
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WYKR. 5. ODCHYLENIE STANDARDOWE S A WYMIAR FRAKTALNY
SZEREGOW CZASOWYCH STOP WZROSTU NOTOWAN

wymiar fraktalny

1,78 ®
1,76 LJ ®

1,74 )

172—@

1,70 9

1,68 ®
1,66 [ ]

1,64 L
0,015 0,016 0,017 0,018 0,019 0,020 0,021 0,022 0,023

Zrodto:jak przy wykr. 4.

W badaniach empirycznych dos$¢ czesto podnosi sie znaczenie wielkosci
przedsiebiorstwa dla zmiennosci notowan. Z reguty notowania wiekszych spoétek
odznaczajg sie wigkszg plynnoscig, co sprzyja ograniczaniu ryzyka. W przed-
miotowym badaniu zwigzek wartosci ksiegowej z odchyleniem standardowym
jest ujemny, lecz bardzo staby i statystycznie nieistotny (r = -0,1019; p > 0,3).
Ujemny wynik oznacza, ze przedsigbiorstwa o wigekszej wartosci ksiegowej cha-
rakteryzujg sie Srednio mniejszg zmienno$cig notowan, ale jest to zaleznosé
znikoma. Tymczasem zwigzek wartosci ksiegowej z wymiarem fraktalnym jest
dodatni i chociaz staby, to statystycznie istotny (p < 0,1), a przy tym silniejszy od
poprzedniego (r = 0,3213). Dodatni wynik oznacza, ze przedsiebiorstwa o wiegk-
szej wartosci ksiegowej charakteryzujg sie srednio wiekszg wartoscig wymiaru
fraktalnego, co sprzyja przewidywalno$ci zmian. Wyniki te wymagajg jednak
szerszych badan.

PODSUMOWANIE
Wymiar fraktalny stanowi ciekawg alternatywe w stosunku do klasycznych

metod oceny proceséw ksztattowania wartosci szeregéw czasowych. Do jego
zalet nalezy dos¢ prosta interpretacja: im mniejszy wymiar, tym silniejsze zjawi-
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sko podtrzymania trendu, a im wiekszy wymiar, tym silniejsze zjawisko powrotu
do wartosci $redniej. Dodatkowym utatwieniem interpretacyjnym jest unormowa-
nie wymiaru fraktalnego w granicach [1, 2], tj. pomiedzy wymiarem euklideso-
wym prostej i ptaszczyzny. Jak pokazano na przyktadzie, mozne on byé w tej
samej postaci stosowany do oceny zaréwno pozioméw szeregdéw czasowych,
jak iich przyrostéw.

Interesujace jest poréwnanie wynikow, jakie daje wymiar fraktalny dla szere-
gow stop wzrostu, z wynikami odchylenia standardowego. Odchylenie standar-
dowe pozwala na ocene zmiennosci: im jest wieksze, tym wieksza zmiennosc.
W klasycznej teorii rosngca zmiennos$¢ oznacza wyzsze ryzyko, jednak wieksza
zmiennosc¢ nie musi sie przektadaé na wzrost nieprzewidywalnosci. Tymczasem
idea wymiaru fraktalnego opiera sie na zageszczeniu szeregu na ptaszczyznie.
Wiekszy wymiar fraktalny to rosngce zageszczenie, ale i wyzsza przewidywal-
nos¢, a takze tendencja szeregu czasowego do powrotu do wartosci sredniej.
Odchylenie standardowe pozwala tu na ocene skali odchylen od poziomu s$red-
niego. Pod tym wzgledem mozna powiedzie¢, ze odchylenie standardowe i wy-
miar fraktalny sie uzupetniajg. Z drugiej strony niskie wartosci wymiaru fraktal-
nego oznaczajg rowniez wiekszg przewidywalnosé. Nieprzewidywalne natomiast
stajg sie szeregi o wymiarze fraktalnym, ktéry nie pozwala na odrzucenie hipo-
tezy btgdzenia losowego.

W interpretacji wymiaru fraktalnego nalezy rozrézni¢ analize szeregéw po-
ziomoéw zmiennych i analize szeregoéw stop wzrostu. Szeregi pozioméw bedg
miaty z reguly nizsze wymiary fraktalne — blizsze 1. Im warto$¢ wymiaru fraktal-
nego blizsza 1, tym silniejszy trend w ocenianym zjawisku. Wyzsze wartosci
wymiaru fraktalnego beda upodabniaty szeregi pozioméw do szeregoéw btgdze-
nia losowego. Inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku szeregéw stop
wzrostu. Tutaj wartosci wymiaru fraktalnego sg z reguty wyzsze. Im wartosci
wymiaru fraktalnego blizsze 2, tym bardziej sg stabilne, bez wzgledu na zakres
wahan. Natomiast nizsze wartosci wymiaru fraktalnego sugerujg pojawianie sie
zaktocen: im nizsza warto$¢ wymiaru fraktalnego szeregéw stop wzrostu, tym
wiecej zaktdcen w takim szeregu. Wymiar fraktalny stanowi tu metode pozwala-
jaca na ocene stopnia stabilnosci wahan.

Ogdlny wynik klasyfikacyjny uzyskany w analizowanym przyktadzie jest zgod-
ny z wynikami testow stacjonarnoéci ADF. Jednak w poréwnaniu do testéw ADF
unormowanie wymiaru fraktalnego oraz jego intuicyjna interpretacja dajg nowe
mozliwosci oceny ksztattowania wartosci szeregéw czasowych. Pewnym ograni-
czeniem stosowania wymiaru fraktalnego jest koniecznos¢ badania stosunkowo
dtugich szeregéw czasowych, umozliwiajgcych dokonywanie podziatéw, chociaz
— jak pokazano na przyktadzie — przejscie z danych dziennych na dane tygo-
dniowe, a tym samym skrocenie dtugosci szeregu z 1000 do 200 obserwac;ji, nie
spowodowato istotnych zmian wynikéw.
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