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Porownanie generatorow liczb pseudolosowych

Piotr Sulewski? ®

Streszczenie. Losowanie préb w badaniach statystycznych i w obliczeniach nume-
rycznych, jak réwniez symulacyjne badanie modeli probabilistycznych wiasciwie we
wszystkich dziedzinach wiedzy wymagajg wyposazenia komputera w generatory liczb
pseudolosowych. Gtdwnym celem pracy jest poréwnanie generatoréw liczb pseudoloso-
wych normalnych na podstawie ich analizy dokonanej za pomocg réznego rodzaju kryte-
ribw. Zbadano wiasciwosci 12 generatoréw liczb pseudolosowych o rozkfadzie normal-
nym. Zaproponowano rozszerzenie rodziny generatoréw o dwa tzw. generatory aplikacyj-
ne oraz przyjecie nowego podejscia do sprawdzania jakosci generatorow. Przedstawiono
narzedzie przygotowane w jezyku C++ oraz w jezyku Visual Basic for Application (VBA)
do prowadzenia samodzielnych badan z uzyciem generatoréw. Symulacje Monte Carlo
przeprowadzono w jezyku C++, a obliczenia wykonano w edytorze VBA przy uzyciu arku-
sza kalkulacyjnego Microsoft Excel 2016. Analiza uzyskanych wynikdw wskazuje, ze
najlepsze witasciwosci majg generatory: MP Monty Pythona, R, Biegun oraz Ziggurat.
Najmniej uzyteczne okazujg sie generatory: BM Boxa-Mullera, Wallace’a, lloraz oraz
Excel.

Stowa kluczowe: rozktad normalny, generator liczb pseudolosowych, symulacje Mon-
te Carlo

Comparison of normal random number generators

Summary. The sampling in statistical surveys and numerical calculations as well as
simulation testing of probabilistic models in virtually all fields of knowledge require a com-
puter endowed with pseudorandom numbers generators. The main goal of the study is to
compare the normal random number generators using various criteria. The properties of
12 random number generators for a normal distribution were investigated. Then, the
family of generators was extended by two so-called application generators and a new
approach for checking the quality of generators was adopted. A ready-made tool pre-
pared in C++ and in Visual Basic for Application (VBA) for conducting self-contained
research using generators was presented. All Monte Carlo simulations were carried out in
C++, while the calculations were performed in the VBA editor using the Microsoft Excel
2016 spreadsheet. The analysis of the obtained results shows that the generators with
best properties are: MP Monty Python, R, Biegun and Ziggurat. The worst generators,
are: BM Box-Muller, Wallace, lloraz and Excel.
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Losowanie prob w kontekscie badan statystycznych (badania reprezentacyj-
ne, symulacyjne badanie estymatorow, testow i statystycznych regut decyzyj-
nych) oraz w kontekscie obliczeh numerycznych (metody Monte Carlo dla catek,
réwnan z operatorami liniowymi oraz dla zadan optymalizacji), jak réwniez sy-
mulacyjne badanie modeli probabilistycznych, szczegdlnie podczas analizowa-
nia zjawisk ekonomicznych, lecz takze w technice, naukach przyrodniczych
i wlasciwie we wszystkich pozostatych dziedzinach wiedzy, wymagajg wyposa-
zenia komputera w odpowiednie narzedzia (Wieczorkowski i Zielinski, 1997).
Takimi narzedziami sg generatory liczb pseudolosowych.

W ekonomii generatory liczb pseudolosowych znajdujg zastosowanie w symu-
lacjach i modelowaniu matematycznym (Ohirko, Zaniewski i Ogirko, 2016). Do-
tyczg one takich zagadnien, jak: ekonomia gospodarstwa domowego, obliczanie
kosztow i budzetow, obliczanie podatkdéw dochodowych, wyliczanie stop procen-
towych w kredytach udzielanych przez banki, obliczenia procentowe z uwzgled-
nieniem operacji bankowych, inwestycje i planowanie remontéw, obliczanie wy-
nagrodzen pracowniczych, koszty finansowe zaktadu pracy, ksiegi podatkowe,
bilanse ksiegowe, ustalanie wyniku finansowego metodg statystyczna, wycena
aktywoéw i kapitatow z uwzglednieniem amortyzacji danego srodka oraz oblicza-
nie inwestycji dtugoterminowych. Modelowanie i symulacje tych zjawisk majg
pozytywny wptyw na podejmowane decyzje.

Liczby pseudolosowe o rozktadzie normalnym sg powszechnie stosowane
m.in. w symulacjach Monte Carlo. W ciagu ostatnich 60 lat opublikowano kilka-
dziesiat algorytméw generujgcych takie liczby. O ich uzytecznosci przesadza
jakos¢. Pierwszg publikacjg na ten temat byta praca Mullera (1959). Pozniej
tematyke te podejmowali m.in.: Kronmal (1964), Ahrens i Dieter (1972), Chen
i Burford (1981), Schollmeyer i Tranter (1991) oraz Molle, Hinich i Morrice
(1992). Poréwnania pseudolosowych liczb o rozktadzie normalnym dokonali
Kabal (2000) oraz Thomas, Luk, Leong i Villasenor (2007). W pracy Thomasa
i wspotpracownikow (2007) zbadano zaréwno jakos¢ generatoréw, jak i ich
szybkosé. W badaniach tych skorzystano z testu zgodnosSci chi-kwadrat, z te-
stéw high-sigma multiple, konwersiji liczb do rozkfadu jednostajnego oraz testo-
wania korelacji. Ze wzgledu na szybkos¢ dziatania wyrézniono generator Walla-
ce, a ze wzgledu na jakos¢ — generator Ziggurat. Algorytmy zapisane w pseudo-
kodzie rozpatrywano oddzielnie dla gtéwnej czesci rozkltadu Gaussa (x| < 3)
i dla tzw. ogonéw tego rozktadu (|x| > 3).

W dobie dynamicznie rozwijajacego sie rynku komputerowego, w tym btyska-
wicznie rosngcej wydajnosci procesorow, badanie szybkosci dziatania generato-
réw jest rzeczg drugorzedng. W zwigzku z powyzszym w badaniu omawianym
W niniejszej pracy ograniczono sie do poréwnania jakosci generatorow.

Analizie statystycznej poddano 12 generatoréw liczb pseudolosowych o roz-
ktadzie normalnym oraz dwa tzw. generatory aplikacyjne. Wszystkie, z wyjgtkiem
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generatoréw aplikacyjnych, zostaty zaimplementowane w jezyku C++, a wiek-
szo$¢ z nich takze w jezyku VBA (Visual Basic for Application) wbudowanym
w Microsoft Excel 2016. Dzigki temu czytelnik moze samodzielnie przeanalizo-
wac kody zrédtowe algorytmow i prowadzi¢ badania, wykorzystujgc dostarczone
generatory liczb pseudolosowych o rozkfadzie normalnym®.

W testowaniu jakosci generatorow postuzono sie narzedziami statystycznymi
niewykorzystanymi w pracy Thomasa i wspotpracownikéw (2007), a mianowicie:
testem Lilleforsa, testem Andersona-Darlinga, testami trendu i sezonowosci,
a takze dwoma nowymi testami, z ktérych jeden wykorzystuje modut z réznicy
dystrybuant teoretycznej i empirycznej, a drugi — statystyki pozycyjne.

Gtéwnym celem artykutu jest poréwnanie generatoréw liczb pseudolosowych
normalnych na podstawie ich analizy przeprowadzonej przy uzyciu réznego
rodzaju kryteriow. Zbadano wiasciwosci 12 generatorow.

ROZKtLAD NORMALNY

Rozktad Gaussa z wartoscig oczekiwang m = 0 i odchyleniem standardowym
s =1, zwany takze rozkladem normalnym standaryzowanym N(0,1), ma funkcje
gestosci prawdopodobienstwa w postaci:

1 x?
o(x) _Eexp (-7> (1)

Odwrdcenie funkcji gestosci (1) w wyniku nieskomplikowanych przeksztatcen
daje rownos¢:

¢~ (y) =y —-In(2my?) (2)

Dystrybuanta teoretyczna rozktadu N(0,1) dana jest wzorem:

<D(x)—\/_jexp< )dt 2[1+erf<\/§>] (3)

gdzie erf jest funkcjg btedu Gaussa. Wartos¢ dystrybuanty (3) mozna wyznaczyc¢
za pomocg wbudowanej funkcji Excela ROZKEAD.NORMALNY(x;0;1;1). Funk-
cja ta jest akceptowalna do stosowania w rozbudowanej analizie statystycznej
(Mélard, 2014). Wartosc¢ dystrybuanty (3) mozna obliczy¢ takze za pomoca kodu
jezyka VBA w postaci APPLICATION.NORMDIST(x,0,1,1).

' Stosowne pliki sg umieszczone pod adresem https:/sulewski.apsl.edu.pl/index.php/publikacje.
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Niech zmienna losowa X ma rozktad N(0,1), a ¢(x) bedzie funkcjg gestosci
dang wzorem (1). Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi 0, poniewaz:

[ee]

m= f x@(x)dx =0 4)

-00

Momenty centralne zmiennej losowej X majg w tej sytuacji postac:

[oe]

M=f@mmmwm=fxw@Mx (5)

-00

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad N(0,1), to zmienna losowa Y=Xs+m
ma rozktad N(m, s).

Charakterystyki rozktadu N(0,1) przyjmujg nastepujgce wartosci teoretyczne
(Cramér, 1958):
o wartos¢ oczekiwana m=0,
e odchylenie standardowe s =+/u, = 1,
e momenty centralne: us =0, u, = 3.

Niech xi(i =1, 2, ..., n) bedzie n-elementowg prébg o rozktadzie normalnym.
Warto$¢ srednig z préby definiuje sie jako:

1
a =) % (6)
natomiast momenty centralne z préby to:
n
1 k
M=~ (-a) 7)
i=1
Estymatory nieobcigzone momentéw centralnych majg posta¢ (Crameér,

1958):

2

Myp=—"_M, Mi=——
2712 3 7 n-D(n-2) 3
(8)
nn?-2n+3) 3n(2n-3)

n

M = - Da- 203 - Dn-Dn-3) "
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GENERATORY LICZB PSEUDOLOSOWYCH
O ROZKLADZIE JEDNOSTAJNYM

W generacji liczb pseudolosowych o rozktadzie normalnym wazne sg nie tylko
algorytmy opisujgce poszczegolne jej metody, lecz przede wszystkim algorytmy,
ktére charakteryzujg liczby pseudolosowe o rozktadzie jednostajnym (inaczej
réwnomiernym) U(0,1) wykorzystywane przez te generatory.

Testowanie liczb losowych o rozktadzie jednostajnym omowit L’'Ecuyer (1992,
2001). Zestawy testow i procedur mozna znalez¢ takze w pracy Rukhina
i wspotpracownikéw (2001). Testy Dieharda zostaty opracowane przez Marsa-
glie (1997). Innym kompleksowym zestawem jest TestUO1 (L’Ecuyer, Simard,
2005), ktéry zapewnia szeroki wybodr testow, takich jak np. test Crusha
(L'Ecuyer, 2001).

W niniejszej pracy skorzystano z bardzo popularnego algorytmu Mersenne
Twister autorstwa japonskich naukowcéw Matsumoto i Nishimura (1998), gene-
rujgcego liczby pseudolosowe o rozktadzie jednostajnym o bardzo duzym okre-
sie 219937 — 1. Algorytm ten jest wbudowany w takie srodowiska obliczeniowe, jak
Excel, w tym VBA (od wersji 2010), Calc (od wersji Apache OpenOffice 4.0),
Scilab i jezyk R. Na potrzeby tego artykutu algorytm Mersenne Twister zostat
zapisany takze w jezyku C++, poniewaz z procedury Mersenne Twister korzysta
kazdy z omawianych tu generatoréow. Zapewnito to mozliwo$¢ porownywania ze
sobg generatoréw liczb o rozktadzie normalnym niezaleznie od tego, czy zostaty
one zaprogramowane w jezyku C++, czy w jezyku VBA (Excel 2016), czy tez
pochodzg z programu Scilab. Opierajgc sie na sugestiach zawartych w pracy
Mélarda (2014), do generaciji liczb losowych o rozktadzie jednostajnym w jezyku
VBA wykorzystano formute EVALUATE ("RAND()”) zamiast formuty RND.

WEASCIWOSCI GENERATOROW LICZB PSEUDOLOSOWYCH
O ROZKLADZIE NORMALNYM

Dwanascie najwazniejszych zdaniem autora generatoréw liczb pseudoloso-
wych o rozktadzie normalnym zostato zdefiniowanych i zapisanych w formie algo-
rytmow. Algorytmy te dotyczg gestosci rozktadu Gaussa w catej swojej dziedzinie
wraz z tzw. ogonami rozktadu.

Generator Cdfinv odwracania dystrybuanty

Niech U1 bedzie liczbg pseudolosowg U(0,1). Wéwczas liczba pseudolosowa
X z N(0,1) ma posta¢ X = @~'(U1), gdzie @~ jest funkcjg odwrotng do dystrybu-
anty N(0,1) dang wzorem (2). Jedng z pierwszych metod aproksymacji funkcji
@' zaproponowat Muller (1958). Zagadnieniem tym zajmowali sie takze:
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Gebhardt (1964), Wetherill (1965), Wichura (1988), McCollum, Lancaster, Boul-
din i Peterson (2003) oraz Chen, Moon i Bazargan (2004). W artykule skorzy-
stano z wbudowanej funkcji uzytkownika APPLICATION.NORMINV (U1, 0,1)
z edytora VBA. Analiza pracy Mélarda (2014) wskazuje, ze z funkcji tej mozna
korzysta¢ w badaniach statystycznych.

Generator Boxa-Mullera (BM)

Niech Ui, U2 bedg liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda Boxa-Mullera
(Box i Muller, 1958) generujgca pare niezaleznych liczb pseudolosowych (Y3,
Y2) z N(m, s) jest opisana za pomocg algorytmu:

1.a =+-2In(U,), b = 21U,
2. X1 = asin(b), X2 = acos(b)
3.Yi=sX1+m, Ya=8Xo+ m

W testach mozna np. skorzystaé tylko z jednej wartosci Y1 lub Y2. Innym roz-
wigzaniem jest zwracanie przez algorytm wartosci Y1, a wartos¢ Y2 jest buforo-
wana i zwracana podczas ponownego uruchomienia algorytmu.

Generator Tuzin

Niech U1, U, ..., U2 beda liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda tuzina
generujaca liczbe pseudolosowg Y z N(m, s) jest opisana za pomocg algorytmu:

Generator Biegun

Niech Ui, U2 bedg liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda biegunowa (Bell,
1968; Knop, 1969) generujgca pare niezaleznych liczb pseudolosowych (Y1, Y2)
z N(m, s) jest opisana za pomocg algorytmu:

1.a=-1+2U, b=-1+2U:
2.d=a*+b?

3. Jezeli d > 1, to przejdz do pkt 1
4.e =,/—2In(d)/d

5. X1 = ae, X2 = be

6. YiI=sX1+m, Yo=8Xo2+m
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W testach mozna skorzysta¢ np. tylko z jednej wartosci Y1 lub Yz. Innym roz-
wigzaniem jest zwracanie przez algorytm warto$ci Y1, podczas gdy wartosé Y
jest buforowana i zwracana przy ponownym uruchomieniu algorytmu.

Generator lloraz

Niech Ui, U2 beda liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda ilorazowa (Kin-
derman i Monahan, 1977) generujgca liczbe pseudolosowa Y z N(m, s) jest opi-
sana za pomocg algorytmu (Wieczorkowski i Zielihski, 1997):

l.u=U,e=exp(l),v= —\/2_/e+ 2\/2_/eU2

2. X=vlu

3. Jezeli X? < 2(3 — u(4 + u)), to przejdz do pkt 6

4. Jezeli X? < 2/u—2u i X? < —4In(u), to przejdz do pkt 6
5. Przejdz do pkt 1

6. Y=sX+m

Generator Levy

Niech U1, U2 bedg liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda Levy (Leva,
1992) generujgca liczbe pseudolosowg Y z N(m, s) jest opisana za pomocg
ponizszego algorytmu. W pkt 7 przedstawiono drobng korekte autorska, bez
uwzglednienia ktorej zbyt liczne wartosci X = 0 obnizajg jakos¢ generatora.

.e=exp(1),a=0,196, b = 0,25472, ss = 0,449871, t = -0,386595
cu=U,v=—2/e+2U,[2/e

x=u-—ss, y=|vl—t Q=x?+y(ay — bx)

. Jezeli Q <0,27597, to przejdz do pkt 7

. Jezeli Q> 0,27846, to przejdz do pkt 2

. Jezeli v? > —4u?, to przejdz do pkt 2

. Jezeli v/u =0, to przejdz do pkt 2

.X=viu

.Y=sX+m

©ONODU A WN

Generator Ahrensa-Dietera (AD)

Niech Ui, U2, Us beda liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda Ahrensa-
-Dietera (Ahrens i Dieter, 1988) generujgca pare niezaleznych liczb pseudolo-
sowych (Y1, Y2) z N(m, s) jest opisana za pomoca algorytmu:

1. Jezeli U1 < 0,5, to a = 1. Przejdz do pkt 3
2.a=-1
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3. b =-In(U2)

4. c=tg[n(Us — 0,5)]

5.d =.2b/(1+ c?)

6. X1=ad, X2 =cd
7.Yi=8X1+m, Yo=8Xo+m

W testach mozna skorzystaé np. tylko z jednej wartosci Y1 lub Y. Inne rozwig-
zanie polega na zwracaniu przez algorytm wartosci Y1 i buforowaniu wartosci Y2,
ktdra jest zwracana podczas ponownego uruchomienia algorytmu.

Generator Marsaglii-Braya (MB)

Niech U1, U2, ..., U0 beda liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda Marsa-
glii-Braya (Marsaglia i Bray, 1964) generujgca liczbe pseudolosowg Y z N(m, s)
jest opisana za pomocg algorytmu, ktory wywotuje funkcje pomocniczg w postaci:

(aexp(- 0,5x2)-b(3-x2)-c(1,5-|xDdla|x| <1
(abcd) = { aexp(-0,5x2)-d(3-|x])?-c(1,5-|x])dlal < |x] <1,5
g31x a0 € aexp(-0,5x2)-d(3-|x[)?dla1,5 < |x| <3

0 dla 3 < |x]|
1.a=17,49731196, b = 4,73570326, ¢ = 2,15787533, d = 2,36785163
2. a1=0,8638, a2 = 0,1107, as = 0,0228002039
as=1—-ar—az—as
4. u= U
5. Jezeliu<ai, to X=2(Uz2 + Us + Us — 1,5). Przejdz do pkt 14
6. Jezeliu< a1+ az, to X=1,5(Us + Us — 1). Przejdz do pkt 14
7.Jezeliu<ai+az+as tox=6U7—-3,y=0,358Us
8. Jezeli y > g3(x, a, b, ¢, d), to przejdz do pkt 7
9. X = x, przejdz do pkt 14
10. f=—1+ 2Us, g = U1o
1. x=-In(If1)/3, y=-In(g)
12. Jezeli 2y < x2, to przejdz do pkt 10
13. Jezeli f> 0, to X = x + 3. W sytuaciji przeciwnej X = —x — 3
14. Y=sX+m

Generator Grand

Niech U1, Uz, ..., Us bedg liczbami pseudolosowymi U(0,1). Wykres 1 przed-
stawia idee generatora Grand, tzn. podziat gestosci normalnej na oddzielne
zakresy. Zakres ci jest wybierany z prawdopodobienstwem 27",
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WYKR. 1. PODZIAL. GESTOSCI NORMALNEJ NA ODDZIELNE ZAKRESY c;

a a
04 - 0 I1 ap
Y
03 -
Y
02 F
0,1
Co G G C3 s | —
0.0 1 | — Y
0 1 2 3

Uwaga.i=0,1,2...
Zr6dto: Thomas i wspolpracownicy (2007).

Metoda Grand (Brent, 1974) generujgca liczbe pseudolosowg Y z N(m, s)
jest opisana za pomocg ponizszego algorytmu, w ktérym = @-'(1 - 2--1),
i=0,1,2,....

1.a=U1,i=0
2. Dopoki a < 0,5 wykonuj kroki 2.1 2.2
21.a=2a
22.i=i+1
.U = (twr — t)U2, v=u(0,5u + 1)
4. Dopoki v = Us wykonuj kroki 4.1-4.3
4.1. Jezeli v= Us, to przejdz do pkt 4.3
4.2. Jezeli Us<0,5, to X=1ti+ u, w przeciwnym razie X = —ti— u. Przejdz do

w

pkt 5
43.v=Us
5, Y=sX+m

W $rodowisku matematycznym SciLab generator Grand zostat zaimplemen-
towany dla réznych rozktadéw, w tym dla rozktadu normalnego. Wygenerowanie
na potrzeby symulacji Monte Carlo tablicy n x u liczb pseudolosowych o rozkta-
dzie normalnym N(m, s) i wyeksportowanie tej tablicy do pliku data.csv zostato
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wykonane w $rodowisku SciLab za pomocg polecenia: csvWrite(grand(n,

[IETIE IR ]

u,”nor”, m, s), fullfile("data.csv”),”,”,”,”).
Generator Monty Pythona (MP)

Niech U1, Ua, ..., Us beda liczbami pseudolosowymi U(0,1). Wykres 2 przed-
stawia idee generatora Monty Pythona, tzn. spakowanie rozktadu Gaussa do
obszaru prostokgtnego. Jezeli punkt losowy (x, y) znajduje sie w obszarze C’, to
nalezy go przesung¢ do obszaru C (zob. pkt 6 ponizszego algorytmu). Funkcja
int oznacza cze$¢ catkowitg z liczby, funkcja gestosci ¢(x) dana jest wzorem (1),
a wyrazenie ¢~'(x) dane jest wzorem (2).

WYKR. 2. SPAKOWANIE ROZKLADU GAUSSA DO OBSZARU PROSTOKATNEGO

04 F-.... .
0,3
©
(b,0,5/b)
0,5/b
c
A

0,1 | B
0,0 AT

a b

0,0 0,5 1,5 2,5

Zr6dto:jak przy wykr. 1.

Metoda Monty Pythona (Marsaglia i Tsang, 1998) generujgca liczbe pseudo-
losowg Y z N(m, s) zostata opisana za pomoca algorytmu:

b =+2m = 2,5066,a = ¢~ (1/2b) = 1,1774
. ¢ =2int(2U1) -1, x = bl-

. Jezeli x < a, to X = cx. Przejdz do pkt 12
.y = Us/(2b)

. Jezeli y < p(x), to X = cx. Przejdz do pkt 12
L@ = y)°

. Jezeli y < p(x), to X = cx. Przejdz do pkt 12

N A WN =
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8.d=-1+2Us f=Us

9.x = —In(|ld])/3,y = —In(f)
10. Jezeli 2y < x?, to przejdz do pkt 8
11. Jezeli d > 0, to X = x + 3. W sytuacji przeciwnej X = —x -3
12.Y=sX+m

Generator Wallace’a

Generator Wallace’a (2005) jest najszybszym generatorem liczb pseudoloso-
wych o rozktadzie normalnym N(0,1). Ze wzgledu na programistyczny i bardzo
skomplikowany charakter algorytmu go opisujgcego w niniejszej pracy ograni-
czono sie do implementacji komputerowej generatora. Szczegétowy algorytm
zostat przedstawiony w pracy Thomasa i wspdtpracownikow (2007).

Generator Ziggurat

Niech U1, Uy, ..., Us bedg liczbami pseudolosowymi U(0,1). Metoda Ziggurat
(Marsaglia i Tsang, 2000) generujaca liczbe pseudolosowa Y z N(m, s) jest opi-
sana za pomocg ponizszego algorytmu. Funkcja int oznacza cze$¢ catkowitg
z liczby, natomiast wyrazenia ¢ (x) oraz ¢~'(x) dane sg odpowiednio wzorami (1)

i (2).

1. n =255, v=0,00492867323399, r = 3,6541528853610088
2. X255 =T
3.Dlai=254,253, ..., 1

31.x =97} (xL + <P(xi+1)>
i+1

.i=1+int(nUn)
. X = xiU2
. Jezeli |x| < x;_;, to X = x. Przejdz do pkt 10
.Jezelii=n, toy = (p(xi-1)— @(xi))Us
.Jezeli y < (¢(x) — ¢(x)), to X = x. Przejdz do pkt 10
.Jezeli |x| = x;_q, to:

9.1.d=-1+2Us, f=Us

9.2. x = —In(|d])/3,y = —In(f)

9.3. Jezeli 2y < x?, to przejdz do pkt 9.1

9.4. Jezelid >0, to X = x + 3. W sytuacji przeciwnej X = —x — 3
10. Y=8X+m

©O© oo N O A~

GENERATORY APLIKACYJNE

Pierwszy generator aplikacyjny to Excel 2016. Liczby o rozktadzie jednostaj-
nym powstajg w tym programie za pomocg algorytmu Mersenne Twister (Mat-
sumoto i Nishimura, 1998). Jednakze algorytm generowania liczb pseudoloso-
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wych o rozktadzie normalnym za pomocg narzedzia ,analiza danych” nie jest
znany. Drugim generatorem aplikacyjnym jest jezyk R. Takze w nim liczby
o rozktadzie jednostajnym powstajg za pomocg algorytmu Mersenne Twister.
Z Kolei liczby o rozktadzie normalnym sg tworzone metodg odwracania dystry-
buanty zaproponowang przez Wichure (1988). Do generatoréw aplikacyjnych
nie mozna zaliczy¢ Mathcada, poniewaz w jego przypadku brakuje informacji na
temat sposobu generowania liczb pseudolosowych o rozktadzie jednostajnym.
Do tej grupy nie mozna zaliczy¢ rowniez programu Calc z zestawu Apache
OpenOffice 4.1.5. Wprawdzie liczby losowe o rozktadzie jednostajnym genero-
wane sg w tym programie za pomocg algorytmu Mersenne Twister, ale brakuje
narzedzia do generowania liczb pseudolosowych o rozktadzie normalnym. Ze
wzgledu na specyfike tych generatoréw ponizej opisano sposob ich otrzymywa-
nia w dwéch srodowiskach aplikacyjnych.

Generator Excel

W programie Microsoft Excel 2016 do generowania liczb pseudolosowych
o rozktadzie normalnym wykorzystuje sie narzedzie ,analiza danych” oraz opcje
~.generowanie liczb pseudolosowych”. Nalezy wybraé polecenie ,rozktad normal-
ny” oraz okresli¢ wartosci m i s, liczbe liczb pseudolosowych n i liczbe zmien-
nych u.

Generator R

W $rodowisku R za pomocg formuly rnorm(n,mean =0, sd = 1) otrzymano
nliczb X'z N(0,1). Wartos¢ Y z N(m, s) otrzymano za pomocg formuty Y = Xs + m.
Ciag takich n liczb mozna wyeksportowa¢ do pliku csv za pomocg polecenia:
write.csv2(rnorm(n),’plik.csv’,row.names = F, na =", fileEncoding = "Windows-1250").

TESTOWANIE GENERATOROW

Testowanie generatoréw liczb pseudolosowych polega na sprawdzaniu hipo-
tezy, ze otrzymany za pomocg danego generatora cigg liczb jest probkg z popu-
lacji o danej dystrybuancie, w tym przypadku o dystrybuancie rozktadu normal-
nego wyrazonej wzorem (3).

Celem tej czesci pracy jest uzupetnienie metod testowania generatoréw
0 sposoby nieopisane w pracy Thomasa i wspétpracownikéw (2007). Przedsta-
wione wyniki dotyczg rozktadu normalnego standaryzowanego N(0,1). Testowa-
nie generatoréw przeprowadzono za pomocg sze$ciu kryteriow: czterech kla-
sycznych i dwéch nowych. W przypadku kryteriow klasycznych wyznaczono
przy uzyciu omawianych generatorow podstawowe charakterystyki rozktadu
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i pordwnano je z wartosciami teoretycznymi, zastosowano testy Lillieforsa i An-
dersona-Darlinga oraz test trendu i test sezonowosci. W przypadku nowych
kryteriow zbadano zgodnos¢ dystrybuant teoretycznej i empirycznej, a takze
przetestowano generatory za pomocg statystyk pozycyjnych. Symulacje Monte
Carlo na potrzeby analizowanych kryteriow przeprowadzono dla u = 1000 ze-
stawdw (liczby powtérzen) prob o liczebnosci n = 1000. Wszystkie obliczenia
przeprowadzono na takich samych zbiorach danych. Warto$ci n mogtyby byé
wieksze, gdyby nie kryterium opisane przez statystyki pozycyjne (zob. Kryte-
rium 4: statystyki pozycyjne). Ograniczeniami dla wartosci u sg tylko czas
trwania symulacji i liczba 16384 kolumn w arkuszu. Przy bardzo wydajnych
procesorach z drugim ograniczeniem na pewno mozna sobie poradzic.

Kryterium 1: charakterystyki rozktadu normalnego standaryzowanego

Algorytm wyznaczania wartosci srednich charakterystyk dla generatora jest
nastepujacy:

1. Ustal liczebnos¢ préby n
2. Ustal warto$¢ zmiennych S;=0(j=1, 2, ..., 4)
3. Kroki 3.1-3.3 powtorz u razy:
3.1. Wygeneruj n-elementowg probe za pomocg generatora
3.2. Oblicz wartosci charakterystyk a;, JM_;‘ M3, M} zgodnie ze wzorami
(6)-(8)
33.0blicz S =S, +la;—m|, S, =S+ |JyMF—s|, S;3=25;+|M}— sl
i Sy =8, + M} —u,l, gdzie m, s, us i p, przyjmujg odpowiednio warto-
8ci:0,1,0i3
4.0blicz 3, =2(j = 1,2,...,4)

Tablica 1 przedstawia wyniki uzyskane za pomocg powyzszego algorytmu dla
liczebno$ci préby n i liczby powtorzen u. Wartosci najmniejsze zostaty pogrubione.

TABL. 1. WARTOSCI MIAR §,DLA n =u = 10° WRAZ Z RANKINGIEM

5 5, 5 54
Generatory — — — —
R R R R

Cdflnv 0,02520| 7| 0,01829| 10| 0,06207| 10| 0,11811 1
BM .............. 0,02527| 8| 0,02762| 14| 0,05057| 1| 0,22614| 13
Tuzin ........... 0,02570| 10| 0,01649| 1| 0,05836| 2| 0,13594| 12
Biegun 0,02447| 3| 0,01800| 6| 0,05901 4| 0,12149 4
lloraz ........... 0,02616| 13| 0,01846| 11| 0,06432| 12| 0,12016 3
Levy ... 0,02619| 14| 0,01886| 13| 0,05900| 3| 0,12341 8
AD ... 0,02497| 6| 0,01805| 8| 0,06203| 9| 0,12005 2
MB e 0,02567| 9| 0,01736| 2| 0,06154| 6| 0,12579| 10
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TABL. 1. WARTOSCI MIAR S, DLA n = u = 10® WRAZ Z RANKINGIEM (dok.)

Sy Sz S3 Ss
Generatory — — — —
R R R R
Grand ....occcveeiee e 0,02388| 2| 0,01828| 9| 0,06257| 11| 0,12555 9
MP e 0,02383 1| 0,01778| 4| 0,06167| 7| 0,12309 7
Wallace’a .....cocoeeevieiiiiiiiceiee e, 0,02583| 11| 0,01788| 5| 0,06473 | 13| 0,12231 6
Ziggurat 0,02469| 4| 0,01805| 7| 0,06177| 8| 0,13350| 11
Excel .... ...| 0,02591| 12| 0,01868| 12| 0,08069| 14| 0,29809| 14
R e 0,02489| 5| 0,01776| 3| 0,06057| 5| 0,12180 5

Uwaga.j=1,2,3, 4. R-ranking.
Zr 6dto: opracowanie wiasne.

Wyniki zaprezentowane w tabl. 1 wskazujg, ze ze wzgledu na charakterystyki
rozktadu N(0,1) wyrdzniajg sie generatory Biegun, R i MP. Najgorzej z analizo-
wanych generatorow wypadajag Excel, lloraz i Levy.

Kryterium 2: testy Lillieforsa i Andersona-Darlinga

Generatory pseudolosowych liczb normalnych sprawdzono za pomocg testu
Andersona-Darlinga (A-D) (Anderson i Darling, 1952) oraz testu Lillieforsa (LF)
(Lilliefors, 1967). Pominieto test Shapiro-Wilka (Shapiro i Wilk, 1965), stosowany
w swojej pierwotnej postaci dla n < 5000, ktrérego skutecznosc jest podobna do
skutecznosci testu A-D (Razali i Wah, 2011). Natomiast test Kotmogorowa-
-Smirnowa (K-S), rowniez pominiety, charakteryzuje sie najmniejszg moca spo-
$rod wyzej wymienionych (Razali i Wah, 2011).

Test LF, sprawdzajacy, czy préba x1, Xz, ..., Xn ma rozktad N(0,1), korzysta ze
statystyki:

} (9)

X-a, i
) ¢ -
()

L = max max{
1<isn

X—ay i-1
Q) —_
M7 n

gdzie wartos¢ a;, wyrazona jest wzorem (6), zas wartos¢ @ (.) — wzorem (3) oraz

1 n
WVE = |25 (a2 (10)
i=1
Warto$é p-value pv dla testu LF wyznaczono za pomocg algorytmu (Abdi
i Molin, 2007):

1. Niech bo = 0,37872256037043, b1 = 1,3074818507879 + n
2. Niech b2 = 0,08861783849346
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3. Oblicz a = (—b1 +/bZ = 4b,(by — L—Z)) /(2by)

4. Oblicz p1 = —0,37782822932809 + 1,67819837908004a —
+ 3,029592494504455°

5. Oblicz p2 = 2,8001579814210a3 — 1,39874347510845a" —
+0,40466213484419a°

6. Oblicz ps = —0,063534408542072° + 0,0028746208762a” + 0,00069650013128

7. Oblicz ps = —0,00011872227037a° + 0,00000575586834a1°

8. Oblicz pv=p1+ p2+ p3 + pa

Test A-D stanowi modyfikacje testu Craméra-von Misesa (Cramér, 1928)
dokonang w celu poprawy jego czutosci w ,ogonach” rozkfadu normalnego.
Wykorzystuje on statystyke w postaci (Anderson i Darling, 1952; D’Agostino,
1986):

7 2,2
n

gdzie:
A2 = - _zyﬂ% [ln(D(X(i)) +In (1— <1>(X(n+1_i)))]»

X — I-ta zaobserwowana wartos¢ w uporzgdkowanej rosngco n-elementowej
prébie.

Formuta na wyznaczenie pv dla testu A-D dana jest wyrazeniem (D’Agostino,
1986):

exp(1,2937 - 5,7094D + 0,0186AD?) dla AD > 0,6
exp(0,9177 - 4,279AD - 1,384D%) dla 0,34 < AD < 0,6
1-exp(- 8,318 + 42,796AD - 59,9384D%) dla 0,2 < AD < 0,34
1-exp(- 13,436 + 101,14AD - 223,73AD?) dlaAD < 0,2

pv (12)

Wyznaczanie wartosci p-value dla testéw LF i A-D zaimplementowano kom-
puterowo (szczegoty znajdujg sie w rozdziale Jak skorzystac¢ z plikow interneto-
wych).

Tablica 2 przedstawia $rednie wartosci p-value dla analizowanych testow,
liczebnosci proby n = 103 i liczby powtorzen u = 103. Wartosci najwieksze zosta-
ty pogrubione. Dla n = 10° otrzymano tak wysokie wartosci statystyk (11), ze
formuta (12) sygnalizowata btgd. Liczebnos$é préby n = 10° wptywata negatywnie
takze na test LF, czego skutkiem byly ujemne wartosci p-value dla generatoréw
Tuzin, Levy i MB.
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TABL. 2. SREDNIE WARTOSCI p-value DLA n = u = 10° WRAZ Z RANKINGIEM

G ) LF A-D
eneratory R R
Cdflnv 0,48018| 5| 0,13879| 12
BM .......... 0,44516 | 14| 0,12578| 14
Tuzin ........ 0,46894 | 13| 0,14794 6
Biegun 0,47086 | 12| 0,15380 2
lloraz ........ 0,48130| 4| 0,14165 9
Levy ......... 0,47912| 6| 0,13917| 10
AD ........... 0,47580| 9| 0,14902 5
MB ......... 0,48298 | 3| 0,15017 4
Grand 0,47315| 2| 0,13563 3
MP 0,47835| 7| 0,14185 8
Wallace’a 0,47485| 10| 0,13908 | 11
Ziggurat 0,47832| 8| 0,13820| 13
Excel ........ 0,47232 | 11| 0,14396 7
R 0,49191| 1| 0,16000 1

Zrodto: jak przy tabl. 1.

Wyniki zaprezentowane w tabl. 2 wskazujg, ze w testach LF i A-D pozytywnie
wyrdzniajg sie generatory R, Grand i MB. Najgorsze okazujg sie generatory BM,
Wallace i Ziggurat.

Kryterium 3: zgodnos¢ dystrybuant teoretycznej i empirycznej

Propozycja autora dotyczaca testowania jakosci generatoréw polega na zba-
daniu zachowania sie dystrybuanty empirycznej i teoretycznej. W literaturze
statystycznej mozna znalez¢ rézne definicje dystrybuanty empirycznej. Dystry-
buanta empiryczna, przeznaczona wytgcznie dla rozktadu normalnego, ma po-
stac (Bloom, 1958):

i:l—0,375 (13)
n+ 0,25

Chociaz przebiegi dystrybuant empirycznej i teoretycznej mozna oczywiscie
przedstawi¢ na wykresie, trudno jest w tym przypadku sporzgdzi¢ ranking gene-
ratorow. Wykres 3 przedstawia przebiegi dystrybuant dla generatorow BM oraz
Ziggurat, gdy n = 104,

Omowione wczesniej testy LF i A-D, podobnie jak testy K-S (Kotmogorow,
1933; Smirnov, 1948), Craméra-von Misesa (Cramér, 1928), Watsona (1961),
R Rényiego (Rényi, 1953) i Kuipera (1960) zaliczane sg do rodziny testéw do
badania normalnosci danej proby; grupa ta jest zdefiniowana na podstawie dys-
trybuanty empiryczne;j.
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WYKR. 3. DYSTRYBUANTY EMPIRYCZNA | TEORETYCZNA
DLA GENERATOROW BM | ZIGGURAT

BM Ziggurat
1 ,O 1 !0 ---------
0,9 0,9
0,8 0,8
@ 0,7 © 0,7
c S
g 0,6 . g 0,6 _
2 -empiryczna 3 - empiryczna
2 teoretyczna £ teoretyczna
g g
kel ©

x(i)

Zrédto:jak przy tabl. 1.

Do badania jakosci generatorow mozna takze wykorzystaé¢ miare:

n
M:Z|cb(xi)—Fi| (14)
i=1
gdzie:
F; — dystrybuanta empiryczna (13),
@ (xi) — dystrybuanta teoretyczna rozktadu normalnego (3),
M= 0.

Przy idealnej zgodnosci préby z rozktadem normalnym standaryzowanym
M = 0. Im mniejsza wartos¢ M, tym lepszg jakoscig cechuje sie dany generator.
Algorytm wyznaczania wartosci sredniej miary M dla generatora jest nastepu-

jacy:

1. Ustal liczebnos¢ préby n

2. Kroki 2.1-2.3 powtérz u razy:
2.1. Wygeneruj n liczb pseudolosowych x1, x2, ..., xn z N(0,1)
2.2. Liczby uzyskane w kroku 2.1 posortuj w porzadku rosngcym
2.3. Oblicz warto$¢ miary M = Y1, |F; — @(x;)|

3. Oblicz M = =3, M;

Tablica 3 przedstawia srednie wartosci miary M otrzymane przy uzyciu tego
algorytmu dla réznych wartosci n i u wraz z rankingiem. Wartosci najmniejsze
zostaty pogrubione.
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TABL. 3. WARTOSCI MIARY M DLA n = u = 10° WRAZ Z RANKINGIEM

Generatory M R Generatory M R
9,9766 8[MB ..o 9,9069 5
10,1210 11| Grand .. . 10,1767 14
10,0909 10| MP .......... 9,6993 1
9,7563 3| Wallace’a ... 10,0787 9
10,1480 13 | Ziggurat ..... 9,7460 2
10,1355 12| Excel ...... . 9,9222 7
9,8337 N S 9,9105 6

Zrédto: jak przy tabl. 1.

Wyniki zaprezentowane w tabl. 3 wskazujg, ze na podstawie kryterium (19) na
docenienie zastugujg generatory MB, Ziggurat i Biegun. Najgorzej wypadajg
generatory Grand, lloraz i Levy.

Rozktad wartosci miary M dla generatorow ma charakter logarytmiczno-
-normalny. Sytuacje te potwierdza siatka prawdopodobienstwa dla wybra-
nych generatoréw, gdzie t = In(M) oraz funkcja kwantylowa y = @~'(F) = @'
[(i—0,375)/(n + 0,25)] (wykr. 4).

WYKR. 4. SIATKA PRAWDOPODOBIENSTWA

Cdfinv Biegun

Y y
5,0 5,0
4,0 ¢ . 4,0

J &
30t 3,0
2,0t 2,0
1,0 + 1,0
t t

0,0 0,0

20 2,5 3, 35 4,0 45 5,0 2,0 2,5 3 35 4,0 45 5,0
-1,0 -1,0
2,0 2,0
301 7 -3,0 f
40+ - -4,0
5,01 -5,0

lloraz Levy

y y
5,0 5,0
4,0 . 4,0
3,0 3,0
2,0 2,0
1,0 1,0

t t

0,0 ‘ ‘ |

2/0 4,0 45 5,0 4,0 45 50
-1,0
-2,0
-3,0
404
-5,0

U w aga. Jak przy wykr. 1.
Zrodto:jak przy tabl. 1.
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Kryterium 4: statystyki pozycyjne

Drugg propozycjg autora w kwestii testowania jakosci generatoréw jest zasto-
sowanie statystyk pozycyjnych. Wczesniej juz wyznaczono wartos¢ miary (14),
ktéra bada zachowanie sie dystrybuant empirycznej i teoretycznej. Ciekawym
zagadnieniem jest takze wyznaczenie wartosci miary oznaczonej symbolem
MSP, opisujacej réznice pomiedzy tymi dystrybuantami dla réznych statystyk
pozycyjnych x@, gdy i przyjmuje wartosci poczgtkowe, srodkowe i koncowe.
Dokonano oceny zaréwno numerycznej (tabl. 4), jak i wizualnej (wykr. 5).

Algorytm wyznaczania wartosci $redniej miary MSP (17) przedstawia sie na-
stepujgco:

1. Wygeneruj tablice nxu liczb pseudolosowych x; (i=1,...,n; j=1,...,u)
z N(0,1)

2. Tablice n x u posortuj kolumnami w kolejnosci rosngce;j

3. Z tablicy n x u wybierz wiersze (statystyki pozycyjne) i=1,10i (i=1, ..., n/10)
i utworz tablice (n/10 + 1) x u

4. Transponuj tablice z pkt 3

5. Tablice ux (n/10 + 1) posortuj kolumnami w kolejnosci rosngcej. Kolumny
odpowiadajg statystykom pozycyjnym i=1, 10i (i=1, ..., n/10). W kolumnach
znajdujg sie u-elementowe proby statystyk pozycyjnych

6. Oblicz dystrybuanty empiryczne rozktadow statystyk pozycyjnych F;=j/(u + 1)

7. Ustal S=0 oraz licznik=0. Dla i=1,10i (i=1, ..., n/10) wykonaj kroki 7.1—
7.4:
7.1. Oblicz dystrybuanty teoretyczne rozktadéw statystyk pozycyjnych dla

Jj=1, ..., uza pomocg formuty:

20) = ), ()G [ -2 G (15)

gdzie @(.) — dystrybuanta teoretyczna (3).

W celu skorzystania z odpowiednio duzych warto$ci n symbol Newtona
z (15) obliczono za pomocg samodzielnie wyprowadzonej formuty po-
wstatej w wyniku przeksztatcen podstawowej definicji symbolu Newtona.
Formuta ta ma postaé:

n k
(Z) = exp [Z In(i) —Z In(i) -
i=1 i=1

n-k

ln(i)l (16)

i=1
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7.2. Oblicz warto$¢ miary dlaj=1, ..., u
u
MSP ) = Z'Fj ~ %0 (17
j=1

7.3. Oblicz S = S + MSP
7.4. Zwieksz iteracje licznik = licznik + 1
8. Oblicz warto$¢ srednig miary (17) za pomocg formuty MSP = S/licznik

Tablica 4 przedstawia wyniki uzyskane za pomoca tego algorytmu dla n = 103
oraz liczby powtdrzen u = 103. Pogrubiono najmniejsze wartosci. Ze wzgledu na
specyfike wzoru (15) zbyt duze wartosci n przysparzajg probleméw numerycz-
nych. Analiza numeryczna wykazata, ze maksymalna wielko$¢ préby, z jakiej
mozna skorzysta¢ w (15) dla dowolnej wartosci k < n, to tylko n = 1029. Ten fakt
nie pozostaje bez wptywu na jako$¢ omawianej metody.

TABL. 4. WARTOSCI MIARY MSP DLA n = u = 10° WRAZ Z RANKINGIEM

Generatory MSsP R
Cdflnv ..oooeieeene. 7,7493 2
BM e, 61,1743 | 14
Tuzin ..o 34,2330| 13
Biegun 12,5343 9
lloraz ..... 9,4371 6
Levy ...... 24,4643 | 12
AD .o 7,7820 3
MB e, 10,9223 7
Grand .......cccceeenneen. 12,0608 8
MP e, 9,4006 5
Wallace’a ............... 15,5867 | 11
Ziggurat ......ccoeennnn 7,3861 1
Excel ..ccooovveevnnnenns 13,9730 10
R o 8,9455 4

Zrodto:jak przy tabl. 1.

Z tabl. 4 wynika, ze dla statystyk pozycyjnych i=1, 10, 20, ..., 1000 Srednia
warto$¢ miary rozbieznosci miedzy dystrybuantami teoretyczng i empiryczng
(13) przyjmuje najmniejsze wartosci dla generatoréw Ziggurat, Cdfinv i AD. We-
dtug tego kryterium najnizszg jakoscig cechujg sie generatory BM, Tuzin i Levy.

W celu precyzyjniejszej analizy warto$ci zaprezentowanych w tabl. 4 przed-
stawiono na wykr. 5 przyktadowe zaleznosci miedzy wartosciami i-tej (i = 1, 10,
20, ..., 1000) statystyki pozycyjnej a warto$ciami miary rozbieznosci (17), ktorej
wartosci srednie przedstawia tabl. 4.
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WYKR. 5. MIARA ROZBIEZNOSCI DYSTRYBUANT DLA STATYSTYK POZYCYJNYCH
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WYKR. 5. MIARA ROZBIEZNOSCI DYSTRYBUANT DLA STATYSTYK POZYCYJNYCH (dok.)

Y Grand Y MP
30 21
25 18
2 15
12
15
9
10 6
5 3
0 X 0 X
0 100 200 300 400 500 600 700 800 9001000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Y Wallace’a Y Ziggurat
21 18
18 15
15 12
12
9
9
6 6
3 3
0 X 0 X
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Y Excel v R
25 21
20 18
15
15 12
10 9
6
5
3
0 X 0 X
0 100 200 300 400 500 600 700 800 9001000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0$ Y — miara rozbieznosci dystrybuant, 0§ X — numer statystyki pozycyjnej

Zrédto:jak przy tabl. 1.

Przebieg miary rozbieznoéci dystrybuant dla poszczegdlnych statystyk pozy-
cyjnych okazat sie szczegdlnie nietypowy w przypadku generatoréw BM, Tuzin
i Levy.

Kryteria 5i 6: testy trendu i sezonowosci
W celu rzetelnej interpretacji wynikéw zaprezentowanych na wykr. 5 przepro-

wadzono testy trendu i sezonowosci dla kazdej n-elementowej préby wygenero-
wanej u-krotnie przy poziomie istotnosci a = 0,05, zaktadajgc hipoteze Ho: w ciggu
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liczb pseudolosowych trend i sezonowos¢ nie wystepujg. Testy trendu i sezono-
wosci zostaty oméwione np. w: Sulewski (2000). Implementacja komputerowa
tych testow dla n-elementowej proby znajduje sie w pliku trend_sezon.xlsm.

Algorytm wyznaczania srednich wartosci p-value testéw trendu i sezonowosci
dla generatora jest nastepujgcy:

1. Ustal liczebnos¢ préby n
2. Ustal wartos¢ zmiennych Hr=0, Hs =0
3. Ponizsze trzy kroki powtérz u razy:
3.1. Wygeneruj n liczb pseudolosowych x1, x2, ..., xa z N(0,1)
3.2. Oblicz wartosci p-value testéw trendu i sezonowosci odpowiednio pvr
i pvs
3.3. Jezeli nie ma podstaw do odrzucenia Ho, to Hr=Hr+ 1 (dla trendu)
i Hs = Hs + 1 (dla sezonowosci)
4. Oblicz $rednie wartosci p-value pvr (dla trendu) i pug (dla sezonowo$ci)
5. Prawdopodobienstwo braku podstaw do odrzucenia Ho wynosi pr = Hr/u (dla
trendu) i ps = Hs/u (dla sezonowosci).

Tablica 5 przedstawia srednie wartosci p-value testu trendu, srednie wartosci
p-value testu sezonowosci oraz prawdopodobienstwo braku podstaw do odrzu-
cenia Ho. Wartosci najwigeksze zostaty pogrubione.

TABL. 5. TESTY TRENDU | SEZONOWOSCI DLA n = u = 10° WRAZ Z RANKINGIEM

Test trendu Test sezonowosci
Generatory pvr pr pVs ps
R R R R

0,2466 | 13 0,932| 13 0,5265| 8 0,839 | 14

0,2486 | 10 0,945| 9 0,5261| 9 0,870 4

0,2580 1 0,946 | 7 0,5426 1 0,872 2

Biegun ... 0,2510| 5 0,946 | 7 0,5349| 4 0,869 5
HOraz ..oooooveeeeeeeeeeeeee e 0,2481| 11 0,942 | 10 0,5252 | 10 0,851 13
Levy ..... 0,2543| 4 0,954 | 2 0,5366 | 2 0,867 6
AD ..... 0,2509| 6 0,951 3 0,5116 | 14 0,854 | 12
MB......... 0,2497| 9 0,955 1 0,5224 | 12 0,864 8
Grand 0,2474 | 12 0,929 | 14 0,5349| 5 0,871 3
MP . 0,2543| 3 0,951 3 0,5304 | 7 0,861 9
Wallace'a .... 0,2509| 7 0,940 | 11 0,5172 | 13 0,857 | 11
Ziggurat ....... 0,2464 | 14 0,949 5 0,5324| 6 0,874 1
Excel ....... 0,2545| 2 0,949 5 0,5244 | 11 0,860 | 10
R 0,2501 8 0,940 | 11 0,5365| 3 0,866 7

Zrodto: jak przy tabl. 1.

Z tabl. 5 wynika, ze najlepiej z punktu widzenia testow trendu i sezonowosci
prezentujg sie generatory Levy, Tuzin i MP. Najnizszymi wartosciami p-value
cechujg sie generatory Cdflnv, lloraz i Wallace’a.
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JAK SKORZYSTAC Z PLIKOW INTERNETOWYCH

Pliki niezbedne do przeprowadzenia badan zostaly umieszczone pod adresem
https://sulewski.apsl.edu.pl/index.php/publikacje. Plik generatory.xlsm zawiera kody
zroédiowe wiekszosci generatoréw zapisane w jezyku VBA wraz z przyktadami ich
zastosowania. Plik testy.xlsm umozliwia obliczanie wartosci p-value dla testow LF
i A-D. Plik trend_sezon.xlsm pozwala na wyznaczanie wartosci p-value dla testéw
trendu i sezonowosci. Plik c++.zip zawiera foldery dotyczgce omawianych metod
generacji liczb pseudolosowych. W kazdym z tych folderéw znajdujg sie pliki *.cpp
i *.exe, gdzie symbol * oznacza nazwe danego generatora.

Wyniki sg zapisywane w formie tablicy dwuwymiarowej w pliku results.txt za-
mieszczonym w kazdym folderze. W zwigzku z tym przy uruchomieniu danego
generatora nalezy podac liczbe kolumn kol, liczbe warto$ci w kazdej kolumnie n
oraz parametry rozktadu normalnego m i s. Dzieki separatorowi typu tabulator
mozna bardzo tatwo wczytaé otrzymane wyniki do arkusza kalkulacyjnego
w celu dalszej obrobki statystycznej.

PODSUMOWANIE

Gtéwnym celem pracy jest analiza generatoréw liczb pseudolosowych nor-
malnych za pomoca réznego rodzaju kryteriéw. Do badan wybrano najwazniej-
sze zdaniem autora generatory, z ktorych kazdy zdefiniowano algorytmicznie
i oprogramowano w jezyku C++, a wiekszos¢ takze w jezyku VBA. Oprocz po-
wszechnie stosowanych kryteridw, takich jak charakterystyki rozktadu (kryterium
1), testy zgodnos$ci (kryterium 2) czy testy trendu i sezonowo$ci (kryteria 5 i 6),
zastosowano takze dwa nowe podejscia w postaci miary wykorzystujgcej sumy
modutéw réznic dystrybuant empirycznej i teoretycznej (kryterium 3) oraz miary
korzystajacej ze statystyk pozycyjnych (kryterium 4). Na podstawie usrednienia
rankingéw analizowanych generatorow mozna dokonac ich koncowej klasyfika-
cji. Wyniki pozwalajg stwierdzi¢, ze najwyzszg jakoscig cechujg sie generatory
Monty Pythona (MP), R, Biegun i Ziggurat, podczas gdy najgorsze okazaty sie
generatory Boxa-Mullera (BM), Wallace’a, lloraz i Excel.
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