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1. WSTEP

W teorii magistral dowodzi sie, ze bez wzgledu na stan wyj$ciowy gospodarki
optymalne procesy wzrostu sg w dlugich okresach czasu zawsze zbiezne do pewnej
wzorcowej Sciezki zwanej magistrala (produkcyjna, kapitalowa, konsumpcyjng), na
ktorej gospodarka osigga najwyzsze tempo réwnomiernego wzrostu>. W stacjonar-
nych modelach dynamiki ekonomicznej typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa magistrala
jest zazwyczaj okre$lona jednoznacznie, a jej obrazem geometrycznym w przestrzeni
standw gospodarki jest potprosta zwana promieniem von Neumanna. Pisalismy o tym
m.in. w artykulach Panek (2015a, 2016) sugerujac, ze zatozenie jednoznacznosci magi-
strali mozna ostabic, ale niestety kosztem wzrostu ztozonosci modelu. Przyktad takiego
uogoblnienia prezentujemy ponizej. Co ciekawe, ztozonos¢ modelu szczegdlnie przy
tym nie rosnie.

Zajmiemy sie n — produktowa gospodarka typu Gale’a, w ktorej pojedyncza magi-
strale zastagpimy wigzka magistral, nazywana dalej umownie magistrala wielopasmowa.
Ustalimy warunki istnienia magistrali wielopasmowej w gospodarce Gale’a oraz jej
niektore wlasnosci, ale przede wszystkim pokazemy, ze podobnie jak w klasycznych
modelach z pojedyncza magistrala, w gospodarce Gale’a z magistralg wiclopasmowa
obserwujemy specyficzng stabilno$¢ optymalnych procesow wzrostu, nazywang w lite-
raturze ,,stabym” efektem magistrali.

Prezentowany model nawigzuje do wersji przedstawionej w ksigzce Panek (2003,
rozdz. 5, punkt 5.1).

' Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
2 Zob. np. McKenzie (1976; 1998; 2005, rozdz. 26), Nikaido (1968, rozdz. IV), Panek (2003,
rozdz. 5, 6), Takayama (1985, rodz. 7).
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2. PRZESTRZEN PRODKCYJINA GALE’A. DEFINICJA, WYBRANE WEASNOSCI

Standardowa n — produktowa przestrzen produkcyjna Gale’a Z (inaczej: zbidr
technologiczny) jest stozkiem wypuklym zawartym w R2", z wierzchotkiem w 0.
Jego elementami sg 2n-wymiarowe wektory (x,y) = (X1, ., Xy, Y1, ooes V) = 03,
o ktorych mowimy, ze opisuja dopuszczalne procesy produkcji w gospodarce Gale’a;
X — nazywamy wektorem zuzycia (nakladow), y — wektorem produkcji (wynikoéw).
Zapis (x,y) € Z oznacza, ze w gospodarce, ktorej technologie opisuje przestrzen pro-
dukcyjna Z, z wektora nakladow x mozliwe jest wytworzenie wektora produkcji y.

Procesy produkeji podporzadkowane sg nastepujacym regutom:

G V(x,y) EZVA=0A(x,y) €Z)
(warunek proporcjonalno$ci naktadow i wynikdw),
(G2) V(x\,y ) eZi=12((x* +x%yt +y?) €2)
(warunek addytywnosci procesow produkcyjnych),
G Vix,y) EZ(x=0=y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci”),
GHVx,y)EZ(x' 2x= (x',y) € Z)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa nakladow),
GCHVxy)ezZ(y =y=(xy')eZ)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa mocy produkcyjnych),
G6) V(x\,y')eZi=12,.. ((xi,yi) >®y) =@y e z)
(domknigtos¢ przestrzeni produkcyjnych).
Zauwazmy, ze jezeli (x,y) € Z oraz (x,y) # 0, to x # 0. Dalej interesuja nas
nietrywialne (niezerowe) procesy (x,y) € Z \ {0}.

Liczbe

a(x,y) = max{a|ax = y}

3 Jezeli a,b € R", to zapis a Z b oznacza, ze dla kazdego i zachodzi: a; > b,. Piszac a > b rozu-
miemy, ze a = b oraz a # b.
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nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x,y) € Z \ {0}.
Funkcja a jest ciagla i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z \ {0}. Stad i z twierdzenia
Weierstrassa o istnieniu maksimum funkcji ciaglej na zbiorze zwartym otrzymujemy
whniosek, ze istnieje rozwigzanie (x,y) € Z \ {0} zadania

max a(x,y)=max a(x,y)=a(X,y)=ay, (N
(x.9)eZ\{0} (x.)eQ(1)

gdzie (1) = {(x,y) € Z| |I(x, )|l = 1} (tutaj i dalej [a]=>_|a,|).* Wobec dodatniej

jednorodnosci stopnia 0 funkcji o rozwigzanie to jest okreslone z doktadnoscia do
mnozenia przez dowolng statg dodatnig (z doktadnoscia do struktury):

jezeli
a(x.y) =max  a(x,y)= ay,
(x.)eZ\{0}
to takze VA > 0
a(Ax.Ay) =max a(x,y)= ay. 2)
(x.)EZ\0}

Proces (¥,y) bedacy rozwigzaniem zadania (1) nazywamy optymalnym procesem
produkcji w gospodarce Gale’a. Liczbe o, nazywamy optymalnym wskaznikiem tech-
nologicznej efektywnosci produkciji.

Oznaczmy przez Z,, © Z \ {0} zbior wszystkich optymalnych proceséw pro-
dukgcji:

Zopt ={(x,y) € Z\ {0}] a(x,¥y) = ay}.
O jego ksztalcie moéwi ponizsze twierdzenie.

0 Twierdzenie 1. Przy zalozeniach (G1)—(G6) zbior Z,, jest stozkiem wypuktym
nie zawierajacym 0.

Dowéd. Wezmy dowolng par¢ optymalnych procesow (fi,yi) € Zopt, 1 = 1,2, oraz
takie liczby A;,4, =0, ze A, +1, > 0. Niech (%,7%) = 4,(xL, y1) + 1,(x2,92).
Wowczas (%,y) € Z \ {0}, czyli

a(x.y) < ay. (3)

4 Zob. np. Panek (2003, tw. 5.2). Zbiér Q(1) jest zwarty. W twierdzeniu 5.2 zamiast niego mamy
(tez zwarty) zbior Q = {(x,y) € Z| |(x, )|l = 1}).
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Z zatozenia a(x!,y') = a(x? y2) = ay, wigc
ayxt =yl oraz ayx? = y?

1 wobec tego
ayx = ay (A xt + 1,%%) S 1,9+ 1,92 =7,
skad wnioskujemy, ze:
a(x.y) = ay- 4)
Z (3), (4) otrzymujemy a(x.y) = ay, zatem (X,y) € Zyp;. ]

Jezeli (X,5) € Zype, to wobec (G4), (G5) rowniez (¥, ayX) € Zopy oraz
(7, amy) € Z,p; - Jednakowoz, bez dodatkowych warunkow, o optymalnym wskazniku
technologicznej efektywnosci o, mozemy jedynie powiedzie¢, ze jest nieujemny. Aby
wykluczy¢ ten nierealistyczny przypadek zaktadamy, ze spetniony jest nastgpujacy
postulat, ktéry nazywamy warunkiem silnej regularnoéci’:

(G7) VX, Y) € Zope (7 > 0)

gloszacy, ze w optymalnych procesach produkcji wytwarzane sg wszystkie towary.
Oczywiscie, wowczas a,, > 0. Ponadto, z (G7), (G4) wynika, Ze istniejg takie procesy
(x, y) > 0, w ktorych produkcja y jest (po wszystkich wspotrzednych) a,, — wielo-
krotnoscig naktadow X:

AX,Y) € Zype(¥ = ay X > 0). Q)
WeZzmy dowolny proces produkeji (x,y) € Z \ {0} z wektorem y # 0. O wektorze

soloo (22 )
iyl ~ iyl il iy

mowimy, ze charakteryzuje strukture produkcji w procesie (x,)).
Oznaczamy przez S nastepujacy zbior wektorow struktury produkcji we wszystkich
optymalnych procesach (X,y) € Z,;:

S={s13®7) € Zop (s = ”f;—”)} (6)

W standardowym modelu Gale’a zbidr ten redukuje si¢ do punktu. O jego (nie-
ktorych) wiasnosciach mowi kolejne twierdzenie.

5 Stabsza wersje tego warunku sformutujemy w punkcie 6.
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o0 Twierdzenie 2. Przy przyjetych zatozeniach zbior S:

(i) jest niepusty, zwarty 1 wypukty,
(i) zawiera wylacznie wektory dodatnie.

Dowdd. (i) Zbidr S jest niepusty, gdyz istnieje rozwigzanie zadania (1).

(Zwarto$é) Wezmy dowolny ciag wektorow st € S, i =1, 2, ..., c. Poniewaz
S c SF(1) ={s € R}|lIs|| = 1} i simpleks S}(1) jest zbiorem zwartym, wigc

a{sif};"=1 <sif >5e 51(1)>.

Niech 7% = aysY. Woéwczas
(sY,nY) = (sY,aysY) € Z\{0},j = 1,2,..., 0,

(s',n') - (M =G ans) € Z\ (0}

Jednoczesnie a(5, 1) = ay, oraz ”;—” =5€St(), wiec SES.

(Wypuktos¢) Wezmy dowolne wektory st,s2 € S oraz liczby a,f = 0, a + B = 1.
Pokazemy, ze s = as'+fs? € S. Poniewaz s!,s? € S, wigc

3(#,51) € Zope (s =)y i = 1, 2
(% 71) € Zope s = - ¢

Oczywiscie, a(xl,y1) = a(x?,¥?) = ay. Z (G1) oraz dodatniej jednorodnosci

= 1_>0,i=1,2.
[l7¢1

Stozek Z,,, jest zbiorem wypuklym, wigc (x',y") = a(%',s") + B(X?,5%) € Z,y, oraz

stopnia 0 funkcji a wynika, ze (J?i, si) € Zope, gdzie xt = ;%8 A

1 2 !

— ol 2 _ as'+fst _y
S=as tps  =————= .
p llast+Bs2|l [yl

Zatem s € S.

Zauwazmy, ze przy dowodzie zwarto$ci 1 wypuktosci zbioru S nie korzystamy
z warunku (G7).
(i) Teza jest bezposrednia konsekwencja warunku (G7). |
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3. WIELOPASMOWA MAGISTRALA PRODUKCYINA I ROWNOWAGA VON NEUMANNA
Wezmy dowolny wektor (optymalnej) struktury produkcji s € S. W literaturze
potprosta
N; = {As|A > 0} 7

nazywa si¢ promieniem von Neumanna (lub magistralg produkcyjng), zob. Takayama
(1985, rozdz. 7), Nikaido (1968, rozdz. 1V). Zbior

N = Uges Ny = {As| 1> 0,5 € S} (8)

nazywamy wielopasmowg magistrala produkcyjna w gospodarce Gale’a. Magistralg
wielopasmowa N tworzy wigzka promieni (pojedynczych magistral) N, s € S. Zbior S
sktada si¢ z wszystkich unormowanych (do 1) wektorow charakteryzujacych strukture
produkcji na wielopasmowej magistrali.

o Twierdzenie 3. Przestrzen metryczna (N, p) z metryka

y2

yl
Iyt vz

p(Ng,Ny2) = | , yl € Ny1,y? € Nz,
oraz operacjami dodawania:
Ngi + Ng2 = {y' + y*| y* € Ng1, y* € N2}
i mnozenia przez skalar ¢ € RL:
oN; = {oy|y € N;} = {o4s|1 > 0}
jest zwarta i wypukta.

Dowéd. (Zwarto$¢) Niech Ny € N, i=1,2, ...,00,tzn. s'€S,i=1,2, ..., o,
Zbidr S jest zwarty, a odwzorowanie f:S — N postaci

f(s) = Ny = {4s|]A > 0}
ciagle, wigc przestrzen metryczna (N, p) jest zwarta (jako ciagly obraz zbioru zwartego).
(Wypuktos¢) Wezmy dowolne promienie N 1, N2 € N oraz liczby a,f = 0,
a+pf=1.Niech N = aNs1 + fN,2. Pokazemy, ze N € N. Jezelia=0,to N = N2 € N.
Podobnie, jezeli f =0, to N = N1 € N. Zalozmy, ze a, f > 0. Wowczas:
N = aNg + N, = a{Ast|2 > 0} + B{As?|A > 0} = {A(as? + Bs?)|A > 0} €N,

gdyz s = as+fs? € S. n



Gospodarka Gale’a z wieloma magistralami. ,,Staby” efekt magistrali 361

Oznaczmy przez p = (pq,...,pn) =0 wektor cen towaréw w gospodarce
Gale’a. Niech (x,y) € Z. Tloczyn (p,x) = X%, p;x; przedstawia warto$¢ naktadow,
a (p,y) = XL, piy; warto$¢ produkcji w procesie (x, y) (przy cenach p). Liczbe
(p,y)

(p,x)

B(x,y,p) =

(tam gdzie (p, x) # 0) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu
(x, ¥) (przy cenach p).

o Twierdzenie 4. Przy zatozeniach (G1)—(G?7) istnieje taki wektor cen p = 0, ze

V(x,y) € Z((p,y) — an(p,x) < 0), )
oraz
V(X,¥) € Zopc({D,¥) = an(p, X) > 0), (10)
lub inaczej
B(x,y,p) < ay ")

(wszedzie gdzie funkcja B(-.,p) jest okreslona) oraz
B(x,y,p) = ay (10)

dla wszystkich procesow (X,¥) € Z,p;.
Dowéd®. Zbior

C={ceRc=ayx—y,(x,y) €Z}
jest stozkiem wypuklym w R” (jako liniowy obraz stozka Z) nie zawierajacym wekto-
réw ujemnych. Istotnie, gdyby istniat taki proces (x',y") € Z,ze ¢’ = ayx' —y' <0,
to znalaztaby si¢ rowniez taka liczba &’ > 0, ze prawdziwa bytaby nierownos$é
(ay + €")x" = y'. Woéwczas musiatby zachodzi¢ takze warunek:

@y =max a(x,y)= a(x',y") = ay + &,

(x.y)eZ\{0}

co jest oczywiscie niemozliwe. Zbior

¢ Dowod nawigzuje do tw. 5.4 z pracy Panek (2003); zob. takze Panek (2015a, tw. 1).
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D=C+R}={c+x|ceC,x€eR}}

tez jest stozkiem wypuktym z wierzchotkiem w 0 (jako suma pary stozkow) nadal nie
zawierajacym wektoréw ujemnych (nie ma ich bowiem w zadnym ze zbiorow C, RY)
oraz C c D. Natomiast do D nalezg wektory jednostkowe ¢ = (0, ..., 1, ..., 0)),
i=1,2, .., n Z twierdzenia o hiperplaszczyznie oddzielajacej wnioskujemy, ze
istnieje taki wektor p # 0, ze

vd € D({p,d) = 0).
Poniewaz et € D,i=1,2, ..., n, wiec p; = 0,i=1,2, ..., n. W szczegdlnoSci

Ve e C({p,c) = 0),
czyli

V(X'J/) € Z((ﬁ'aMx _}’) = 0))

tzn. zachodzi warunek (9) (réwnowaznie (9”)).
Jezeli (X,y) € Zoye, wtedy ayX =y, wige

(0, y) = an(p, x).
Natomiast z (9), zwazywszy na (G7) dostajemy:
0 <(p,y) < an(p,x).
Tym samym spetniony jest warunek (10) (rownowaznie (107)).
Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna. O kazdej trojce {a m, V), D }

spetiajacej warunki (9)—(10) mowimy, ze tworzy (optymalny) stan rownowagi
von Neumanna’.

4. DOPUSZCZALNE I STACJONARNE PROCESY WZROSTU

Zakladamy czas skokowy, t =1, 2, .... Przez T= {0, 1, ..., t;}, t; < +o0, 0zna-
czamy horyzont funkcjonowania gospodarki, x(t) = (x;(t), ..., x,(t)) jest wektorem

7 W réwnowadze neumannowskiej ceny p = 0 oraz proces produkcji (%,7) € Z \ {0} sg okre$lone

z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez stala dodatnia). Dochodzi w niej do zréwnania ekonomicznej
efektywnosci produkeji z efektywnoscia technologiczng na maksymalnym mozliwym do osiaggnigcia przez
gospodarke poziomie.
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naktadow (zuzycia) towarow w okresie 7, y(t) = (y1 @), .., Vn (t)) wektorem produk-
cji wytworzonej w tym okresie z naktadow x(#). O parze wektorow (x(t), y(t)) € Z
mowimy, ze opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji w okresie .
Gospodarka jest zamknieta w tym znaczeniu, ze naktady w okresie nastepnym, ¢ + 1,
pochodza w niej wytacznie z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim ¢:

x(t+1D)=y(@),t=0,1,..,64 -1,
co w mysl (G4) prowadzi do inkluzji:
(YO, yt+D)EZ, t=0,1, .., — L (11)

Przez y° oznaczamy poczatkowy wektor produkcji:

y(0) =y°=0. (12)

O ciagu wektorow {y(t)}ilzo spetniajagcym warunki (11)—(12) moéwimy, ze opisuje
(", t;) — dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a. Latwo zauwazy¢, ze
przy przyjetych zatozeniach, dla dowolnego poczatkowego wektora produkcji y° = 0,
w kazdym (dowolnej dhugosci) horyzoncie 7 istnieja (V°, ¢;) — dopuszczalne procesy
wzrostu; zob. np. Panek (2003, lemat 5.1). Proces dopuszczalny szczegolnej postaci

y@) =yty° t=0,1,..,4 (13)

(y > 0) nazywamy stacjonarnym procesem wzrostu z tempem 7. Nie zawsze (nie dla
kazdego wektora y° > 0) istnieje stacjonarny proces wzrostu. Proces taki (z tempem
y > 0) istnieje, gdy zachodzi inkluzja

(% yy® € Z \ {0}.

Przy zatozeniach (G1)—(G7) w gospodarce Gale’a istniejg stacjonarne procesy wzrostu
z dowolnym tempem y € (0, ayl:

vy € (0,ay]135 = 0((5,v9) € Z \ {0}).
Zauwazmy, ze
maX(yyyez\fo} ¥ = max  a(x,y)= a(x,y).
(x,y)eZ\{0}

Stad, wobec (G4), (G5) dostajemy:

(7, am¥) € Zope © Z\{0},
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co prowadzi do stacjonarnego procesu {37(t)}§1=0 postaci (13) z tempem y = oy,
i poczatkowym wektorem produkeji ¥° = ¥, ﬁ:” = s € S. Nazywamy go optymalnym

stacjonarnym procesem wzrostu w gospodarce Gale’a. Optymalny stacjonarny proces
postaci ¥(t) = al,y,t=0, 1, ..., t; (z poczagtkowym wektorem produkcji y), biegnie
po magistrali (promieniu) Ng:

vt € T(y(t) € Ny),

gdzie s = Jego dowolna dodatnia 1 — wielokrotnos¢ A{y(t)}t o tez jest optymal-

|| I
nym stacjonarnym procesem (z poczatkowym wektorem produkcji 4y). Suma dwoch
optymalnych stacjonarnych procesow y1(t) = ag,y', y2(t) = al,y? jest optymalnym
stacjonarnym procesem wzrostu (z poczgtkowym wektorem produkeji y = y* + y2).
Reasumujac, optymalne stacjonarne procesy wzrostu w gospodarce Gale’a z wielopa-
smowa magistralg tworza stozek wypukty nie zawierajacy 0.

Jak pisali$my na wstepie, w pracach z teorii magistral przyjmuje si¢ zazwyczaj,
ze optymalny stacjonarny proces jest w gospodarce Gale’a okre§lony jednoznacznie
z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez stata dodatnia), co skutkuje istnieniem
doktadnie jednej magistrali Ng (jednego promienia von Neumanna), a nie wigzki magi-
stral N. Jednoznaczno$¢ promienia von Neumanna zapewnia nastepujacy warunek®:

jezeli ayx =y > 0 oraz s = ”%”, to

v<xy)e2\{0}(ﬂ¢s B(x,y,p) = 2’3”;< M>

(jezeli struktura naktadéw w jakimkolwiek dopuszczalnym procesie produkceji odbiega
od jedynego wektora s struktury produkcji na magistrali, to efektywno$¢ ekonomiczna
takiego procesu jest nizsza od optymalnej). W konsekwencji mamy jednoelementowy
zbior S oraz jeden, okreslony z doktadnos$cig o struktury, optymalny proces produkcji
(f, }7 ) €Z opt-

Zatozenie o istnieniu w gospodarce tylko jednej magistrali nie ma uzasadnienia.
Poniewaz nie mozna wykluczy¢ istnienia wielu optymalnych stacjonarnych $ciezek/
procesow wzrostu, dlatego dalej zaktadamy, ze w gospodarce Gale’a moze istnie¢
cata wigzka (pasmo) magistral N. W mysl twierdzen 2, 3 zbior S wektorow struktury
produkcji we wszystkich optymalnych procesach produkcji (X,¥) € Z,,, oraz wielo-
pasmowa magistrala N, ztozona z wigzki promieni von Neumanna Ng, s € S, s zwarte
i wypukte. Po wielopasmowej magistrali biegng wszystkie optymalne stacjonarne

”_” =seS, (¥(t),y(t+ 1)) € Z, wige

8 Zob. np. Radner (1961), Nikaido (1968, rozdz. IV, par. 13).

procesy wzrostu postaci y(t) = aly >0,
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N o __ (py+D) _ Bai'y)
t), t 1 ’ - 5 - L= U 1, ., ]
BG©®, 3 ),P) By | pabm | oMl 0,1 h—1

co pokazuje, ze procesy takie wyrozniaja si¢ takze najwyzsza efektywnos$ciag
ekonomiczng. Wprowadzmy nastepujacg miare odleglosci (katowej) wektora
x = (x4, ..., xy) = 0 od wiclopasmowej magistrali (zbioru) N:

!

X

d(x, N mf
M) = ot =

Zaktadamy, ze

(G8) V(x,y) € Z\{0}(x € N = B(x,y,p) < ay)

(efektywnos$¢ ekonomiczna procesu lezacego poza wielopasmowa magistralg jest niz-
sza od optymalnej) lub rownowaznie:

(G8) V(x,y) € Z\{0}(x € N = (p,y) < ay(p,x)).
Warunek (G8) nie wyklucza istnienia wielu magistral, tym samym wystgpowania
w réwnowadze von Neumanna wielu optymalnych procesow produkcji o roznej struk-

turze. Wszystkie wyroznia tez najwyzsza efektywnos$¢ ekonomiczna.

o Twierdzenie 5. Jezeli zachodza warunki (G1)—(G8), to

Ve > 036 € (0,ap)V(x,y) € Z\ {0} (d(x,N) = e = B(x,y,p) < ay — &).
Dowod’. Zauwazmy, Ze jezeli proces (x,y) € Z \ {0} spelia warunki twierdzenia, to
spetnia je takze kazdy proces A(x, y) z liczbg 4 > 0. Przy dowodzie wystarczy ogra-

niczy¢ si¢ do dopuszczalnych proceséw produkcji (x, y) ze zbioru

V(e) ={(x,y) € Z|lllx|l = 1 Ad(x,N) = &}.

/
lub inaczej:
||x|| Il ” J

Z definicji mamy d(x,N) = inf,/cy f(x, x"), gdzie f(x,x") =

d(x,N) = infses f(x,5), s = P ,”

Dowdd jest (dostosowang do specyfiki obecnego modelu) wersja lematu Radnera (1961). Odlegto$é

(katowg) wektora x od pojedynczej magistrali Ng = {As| 1 > 0} postaci d(x, N) = ”ﬂ - s” w oryginalnym

dowodzie Radnera zastgpuje obecnie odlegtos¢ d (x, N) wektora x od zbioru (wiazki) magistral N. Technika
dowodzenia pozostaje bez zmian.
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Poniewaz f € CO(R% \ {0} x R? \ {0}) oraz zbidr § jest zwarty, wiec
Vx =035 €S (f(x,5)) = infses f(x, 5). (14)

Ustalmy dowolna liczbg ¢ > 0. Pokazemy, ze zbior V(e) jest zwarty (ograniczony
i domkniety w R?").

(Ograniczono$¢) Zatozmy, ze 3 {xi,yi}zl, (x4 y") € V(e),
Wobec tego, ze Vi (||x‘|| = 1) wnioskujemy, iz ||yl|| 2 + 0. Wtedy, zgodnie z (G1),

istnieje ciag dopuszczalnych procesow

i

(&n) = <

y! .
ezZ,i=1,2, ...,
lytll” [y ||>

&0, ||r]l|| = 1, zatem istnieje podciag {f ii,nii}jo_l zbiezny do granicy (0,7) oraz
; =

l7]l = 1. Przestrzen produkcyjna Z jest zbiorem domknietym w R*", wiec (0,7) € Z,
co przeczy jednak (G3). Tym samym }{(e) jest zbiorem ograniczonym.

(Domknietos¢) Niech {xi, yi}zl bedzie ciggiem procesow ze zbioru V(¢) zbieznym

do granicy (X,y). Wowczas oczywiscie (X,y) € Z oraz ||x|]| = 1. Pokazemy, ze
d(x,N) > . Wobec ciagtosci funkcji f(-,) 1 zwartosci zbioru S, zgodnie z (14):

vidasies (f(xi,si) = irelsff(xi,s) =d(x',N) > e)
oraz
El{sif};ozl (sii 7§E S Af(xii,sif) = infsesf(xif,s) = d(xii,N) > s).

Wowezas f(%,5) = d(%,N) > &. Zbiér V() jest zatem domknigty w R?". Jest takze
ograniczony, wigc jest zwarty.

W mysl (G8)
V(x,y) € V(e)(0 < (p,y) < au(p, x)),
czyli

V() € V() (0< By, p) = E2 < ay)
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Funkcja B(-,-,p) jest ciagta na V(e) jako iloraz dwoch funkeji liniowych z nie-
zerowg funkcjg w mianowniku (wszedzie na V(e) mamy bowiem (p,x) > 0), wiec
w mysl twierdzenia Weierstrassa istnieje rozwigzanie zadania

maXy,y)ev(e) Blx,y,p) =P < ay.

Wowczas
36, > 0V(x,y) € V(e)(B(x,y,P) < ay — &),

(wystarczy przyjac¢ 6, = ay — [ > 0) lub rownowaznie:

V(x,y) e V(e){p,y) < (ay — 8:)(P, X)),

c.n.d. n

5. OPTYMALNE PROCESY WZROSTU. ,,SLABE” TWIERDZENIE
O WIELOPASMOWEJ MAGISTRALI

Interesuje nas nastepujgce zadanie maksymalizacji wartosci produkceji mierzonej
w cenach von Neumanna w koncowym okresie ¢, horyzontu 7'°:

max (p, y(t;))
p.w. (11)—(12).

Przy zatozeniach (G1)—(G8) zadanie to ma rozwigzanie {y*(t)}ilzo, ktore nazywamy

(y° t;,p) — optymalnym procesem wzrostu (trajektoria produkcji) w gospodarce
Gale’a, zob. np. Panek (2003, tw. 5.7). Kolejne twierdzenie (twierdzenie 6) mowi
o specyficznej stabilnosci optymalnych proceséw wzrostu w gospodarce Gale’a w oto-
czeniu wielopasmowej magistrali N. Decydujemy si¢ na przedstawienie jego dowodu,
mimo ze jest on wzorowany na dowodach podobnych twierdzen w gospodarce Gale’a
z pojedynczg magistralg, przedstawionych przez autora, m.in. w pracach (2003, tw. 5.8;
2013, tw. 4). W szczegotach rdzni sie na tyle istotnie, iz uznaliSmy jego przytoczenie
za zasadne.

10 Tzw. zagadnienie wzrostu docelowego.
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o Twierdzenie 6 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali). Jezeli zachodza warunki
(G1)—(G8) oraz istnieje taki (v°,f) — dopuszczalny proces (F(t)}i,, & < t;, ze
y(£) € N, to dla dowolne;j liczby & > 0 istnieje taka liczba naturalna k,, ze liczba okresow
czasu, w ktorych (y°,t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?=0 spetnia warunek:

d(y*(t),N) > ¢ (15)
nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T.

Dowdd. Z definicji (y°,t;,p) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:o, zgodnie
z (9), mamy:

D,y (t+1D) <aypy@©),t=01,.., 6 -1 (16)

Zatozmy, ze w okresach t4,...,T, < t; zachodzi warunek (15). Wowczas, w mysl
twierdzenia 5 istnieje taka liczba §, € (0, ay), ze

B,y (t+ 1) < (ay — )P,y ), t =14, ., T (17)
Laczac (16), (17) dostajemy:
B,y () < apf “(ay — 8P, y°). (18)

Z zalozenia istnieje (y°, £) — dopuszczalny proces {§(t)}t_, prowadzacy w okresie
t < t, do wielopasmowej magistrali N, zatem istnieje liczba ¢ > 0 i taki wektor s € S,
ze os = y() oraz (y°,t;) — dopuszczalny jest proces {§(t)};L, postaci

v

y(t),t=0,1,..,¢
osalit, t=Ft+1,..,t

y@) = { (19)

utworzony ze ,,sklejenia” procesu {¥(t)}_, i stacjonarnego procesu postaci (13) z tem-
pem a,, (dla t > t). Woéwczas

By () = (5, ¥(t,)) = oay (p,s) > 0. (20)
Z (18), (20) wynika nierownos¢:
aaf\}_f(ﬁ,s) < al (ay — 8)%(B,y°),

a stad, po przeksztalceniach otrzymujemy:
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InA
= Inap—In(apy—38¢) =B, (21)
ab(B,y°)
o(p.s)
mniejsza liczbg naturalng wigksza od max {0, B + 1}. [

gdzie 0 < A = maXeg < 400, W charakterze liczby k, wystarczy wzia¢ naj-

Twierdzenie orzeka, ze jezeli chocby jeden dopuszczalny proces wzrostu prowadzi
ze stanu poczatkowego 1° do wielopasmowej magistrali N, to w dtugich okresach
czasu kazdy optymalny proces wzrostu ,,prawie zawsze” przebiega w jej dowolnie
bliskim otoczeniu (katowym).

6. UOGOLNIENIA

Twierdzenie 4 o istnieniu optymalnego stanu rownowagi von Neumanna
{aM,(f, ), P } pozostaje prawdziwe po zastgpieniu warunku silnej regularnosci (G7)
nastepujacym warunkiem stabej regularnosci gospodarki Gale’a:

(G7’) Vs € S At, < +o A I(s, tg) — dopuszczalny proces {y(t)}iio spetniajacy
warunek:

(yO),y(t+D)€Z,t=0,1, ..., -1,

y(0) =s,y(ts) > 0.

Mowi o tym twierdzenie 4°. Kazdy (unormowany do 1) wektor s € S spehia-
jacy warunek (G7) jest dodatni (zob. twierdzenie 2(ii)), natomiast obecnie zbior S
moze zawiera¢ zarowno wektory dodatnie jak i potdodatnie (nieujemne i niezero-
we)!l. Warunek (G7°) jest rtownowazny z warunkiem gloszacym, ze z kazdego miejsca
(punktu) wielopasmowej magistrali N pewien proces wzrostu w skonczonym czasie ¢,
prowadzi do dodatniego wektora produkcji y(#,). Oczywiscie, warunek ten jest stabszy
od (G7), tzn. jezeli zachodzi (G7), to zachodzi takze (G7°) (dla ¢, = 0).

o Twierdzenie 4°. Przy zatozeniach (G1)-(G6), (G7’) zachodza warunki (9)—(10)
(rébwnowaznie (9°)—(107)).

Dowéd warunku (9) nie zmienia si¢ (przebiega analogicznie jak w twierdzeniu 4).
Przechodzac do dowodu warunku (10) zauwazmy, ze wprawdzie przy zalozeniach

' Odnosi si¢ to rzecz jasna takze do magistral, na ktorych moga obecnie znajdowaé sig nie tylko
dodatnie, ale rowniez poldodatnie wektory produkcji. Zwracamy takze uwage, ze po zastgpieniu warunku
(G7) warunkiem (G7’) zbior S pozostaje zwarty; zob. dowdd twierdzenia 2(i).
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(G1)-(G6) kazdy optymalny proces produkcji (X,y) € Z,,; spelnia nierownos¢
0 < ayX =y i wobec tego

V(x,5) € Zope({D, ¥) = ay(p, %) = 0),
ale wektor produkcji y nie musi by¢ dodatni. Z drugiej strony, w mysl (9)
V(X,¥) € Zope € Z(P, Y) < ay(p, X)),
zatem kazdy proces produkcji (X,y) € Z,,, spetnia warunek:
P, y) = au(p, X). (22)
Wobec (9) i (G7°) Vs € S istnieje taki (s,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}iio, ze

0 <(p,y(ts)) < an(D, y(ts — D) <...< ai(p,y(0)) = ayi(p,s),  (23)

gdzie s = ”%”, czyli (zwazywszy na definicj¢ zbioru S; zob. (6)):
V(f, }7) € ZOpt((ﬁ':)_]) > 0)
Stad i z (22) otrzymujemy warunek (10) (réwnowaznie (10°)). |

»Stabe” twierdzenie o magistrali (twierdzenie 6) zachowuje moc, gdy warunek (G7)
zastgpimy stabszym warunkiem (G7°). Co wigcej, zastapienie w warunku poczatko-
wym (14) pétdodatniego wektora produkcji y° wektorem dodatnim zapewnia istnienie
(y°, ) — dopuszczalnego procesu {J(t)}_, prowadzacego do wielopasmowej magi-
strali N juz w okresie = 1. ,,Stabe” twierdzenie o magistrali przyjmuje wowczas
posta¢ nastgpujaca.

o0 Twierdzenie 6°. Jezeli gospodarka Gale’a z dodatnim poczatkowym wektorem pro-
dukeji y° spetnia warunki (G1)—(G6), (G7°), (G8), to dla dowolnej liczby & > 0 istnieje
taka liczba naturalna k, ze liczba okresow czasu, w ktorych (y°,t;,p) — optymalny
proces wzrostu {y*(t)}?:O spetnia warunek (15) nie przekracza k. Liczba k nie zalezy
od dhugosci horyzontu 7.

Dowaéd jest dostownym powtorzeniem dtowodu twierdzenia 6, z tym ze obecnie (y°, t;)
— dopuszczalny proces wzrostu {¥(t)},L, przyjmuje posta¢ nastepujaca:
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0
gdzie o0 = min; 3;7’ > 0. Zamiast warunku (20) mamy'?:

L

(B,y"(t) = (5, 7(t1)) = 0y (P, ) > 0. (207)

W ten sposob zastgpienie warunku (G7) stabszym warunkiem (G7°) znowu pro-
wadzi do oszacowania (21) i zamyka dowod. |

Niech u: R} — R} bedzie ciagla, wklgsta, rosnaca i dodatnio jednorodng stopnia 1
spoteczng funkcjg uzytecznosci produkcji, spetniajaca dodatkowo nastgpujace warunki:

(G9) (i) Ia>0Vy =0 uly) <a(py)), (i) Vs € S (u(s) > 0)1.

Warunek (i) stanowi, ze funkcje¢ uzytecznosci mozna aproksymowac (z gory) forma
liniowa (z wektorem tworzacym ap, gdzie a jest pewng liczbg dodatnig)'*. Zgodnie
z (ii) produkcj¢ na magistrali charakteryzuje dodatnia uzyteczno$¢. Rozwigzanie

{y*(t)}L, zadania

max u(y (1))
p-w. (11)—(12)

nazywamy (y°,t;,u) — optymalnym procesem wzrostu w gospodarce Gale’al’.

0 Twierdzenie 7. Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G9) oraz istnieje taki (y°,f) —
dopuszczalny proces {y(t)}ioo, £ < t;, ze ¥(f) €N, to dla dowolnej liczby & > 0
istnieje taka liczba naturalna %, iz liczba okresow czasu, w ktorych (y°, t;,u) — opty-
malny proces wzrostu {y*(t)}?:0 spetnia warunek (15) nie przekracza k. Liczba k
zalezy od ¢ oraz nie zalezy od dtugosci horyzontu 7.

Dowdd. Postepujac analogicznie jak przy dowodzie twierdzenia 6 dochodzimy do
warunku (18):

B,y (t)) < apt " (ay — )5, y°).

Stad, wobec (G9), otrzymujemy ograniczenie gorne (wartosci funkcji uzytecznosci):

12 Parametry ¢ oraz a,, s3 bowiem dodatnie oraz (p,s) > 0 (zgodnie z (23)).

13 Jezeli zachodzi warunek (G7), to (ii) mozna zastgpi¢ réwnowaznym warunkiem: u(y) > 0 choéby
dla jednego wektora y > 0.

14 Zob. np. Takayama (1985, rozdz. 7). Warunki takie spetniaja np. dodatnio jednorodne stopnia 1
funkcje uzytecznosci typu Cobba-Douglasa i CES oraz funkcja Leontiefa-Koopmansa.

15 Przy przyjetych zalozeniach procesy takie istniejg dla dowolnego wektora poczatkowego y° > 0
i dowolnej dhugosci (skonczonego) horyzontu 7.
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u(y*(t) < alp, y*(t)) < aal} ™ (ay — 8.)(p,y°), (24)

gdzie a jest pewna liczbg dodatnig. Z drugiej strony, zwazywszy na definicje (y°, t1, 1)
— optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:(,, wlasnos¢ (i), (ii) funkcji uzytecznosci
(warunek (G9)) oraz konstrukcje (y°, &) — dopuszczalnego procesu {J(6)}_,
(zob. (19)), dochodzimy do ograniczenia dolnego:

u(y*(t) = u(3(t)) =u (asalt\}_f) = aa,twl_fu(s) > 0. (25)

Z (24), (25) otrzymujemy nierownosc:

aaﬁ}_fu(s) < aaﬁ}_k(aM -8 p,y°),

aak(5.y°)
ou(s)

co daje oszacowanie (21) liczby ., z tym Ze obecnie 0 < A = maXgeg < 400,

Podobnie jak w twierdzeniu 6, w charakterze liczby k, wystarczy wzig¢ najmniejsza
liczbe naturalng wigksza od max {0, B + 1}, gdzie B = S L — [

Inapy—In(ay—=6¢)

Twierdzenie 7, podobnie jak twierdzenie 6, pozostaje prawdziwe, gdy waru-
nek (G7) zastapimy w nim warunkiem (G7°). Jezeli ponadto przyjmiemy, ze poczat-
kowy wektor produkcji y° jest dodatni, wtedy dostajemy wersje ,,stabego” twierdzenia
o magistrali podobng do twierdzenia 6’.

7. UWAGI KONCOWE

Przedstawione twierdzenia (6, 7) nawigzuja do podobnych twierdzen mowigcych
o wiasnosciach optymalnych proceséw wzrostu w gospodarce Gale’a z pojedyncza
magistralg produkcyjng (jednym promieniem von Neumanna)'¢. W artykule uchylamy
ten warunek i dopuszczamy istnienie w gospodarce Gale’a zbioru magistral, zloZzonego
ze zwartej wigzki promieni von Neumanna. Obydwa udowodnione twierdzenia o wie-
lopasmowej magistrali nalezg do relatywnie najprostszej grupy tzw. ,,stabych” twier-
dzen méwigcych wprawdzie o zbieznosci optymalnych proceséw do magistrali, jednak
bez wskazania okresow czasu, w ktorych zbiezno$¢ taka zachodzi. Z tego punktu
widzenia inspirujace i zachecajace do dalszych badan sag tzw. ,,silne” oraz ,,bardzo
silne” twierdzenia o wielopasmowej magistrali na gruncie modeli Neumanna-Gale’a.

16 Zob. np. wspomniane wczesniej prace: Nikaido (1968, rozdz. IV, tw. 13.8), Panek (2003, rozdz. 5,
tw. 5.8), Takayama (1985, rozdz. 7).
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GOSPODARKA GALE’A Z WIELOMA MAGISTRALAMI. ,,SLABY” EFEKT MAGISTRALI
Streszczenie

W bogatej literaturze z teorii magistral zazwyczaj zaklada si¢, ze wzorcowa §ciezka — zwana
magistralg — do ktoérej w dhugich okresach czasu zbiezne sg wszystkie optymalne procesy wzrostu, jest
okreslona jednoznacznie. W modelu Gale’a (w wersji stacjonarnej) jej obrazem geometrycznym jest
potprosta w przestrzeni stanéw gospodarki, zwana promieniem von Neumanna. W artykule uchylamy
zatozenie jednoznaczno$ci magistrali (promienia von Neumanna) i badamy zachowanie stacjonarnej
gospodarki typu Gale’a ze zwarta wigzka magistral, ktora umownie nazywamy magistralag wielopasmowa.
Prezentujemy dowdd kilku wariantow ,,stabego” twierdzenia o wielopasmowej magistrali w stacjonarne;j
gospodarce Gale’a.

Stowa kluczowe: model wzrostu Gale’a, rOwnowaga von Neumanna, warunek silnej (stabej) regu-
larnos$ci, wielopasmowa magistrala produkcyjna, ,,staby” efekt magistrali

GALE’S ECONOMY WITH MULTIPLE TURNPIKES. “WEAK” TURNPIKE EFFECT
Abstract
In the vast literature on turnpike theory it is generally assumed that the model path — called the

turnpike — to which in a long time period all the optimal processes are convergent, is uniquely determined.
Its geometric image in the Gale’s model (in its stationary version) is a ray in the space of all states of
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the economy. We call it von Neumann’s ray. In this paper we evade the assumption of the uniqueness
of this turnpike (von Neumann’s ray) and study the behaviour of the stationary Gale’s economy with
the compact turnpikes’ bundle. We call it multilane turnpike. We present proofs for several variants of
the “weak” multilane turnpike theorem in the stationary Gales’ economy.

Keywords: Gale economy, von Neumann equilibrium, strong (weak) regularity condition, multilane
production turnpike, “weak” turnpike theorem





