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1. WPROWADZENIE

Do szacowania parametrow rozktadu zmiennej losowej w przypadku, gdy rozktad
ten nie jest znany, mozna zastosowa¢ metode bootstrapowa. Metoda, zaproponowana
przez Efrona (1979), polega na wtornym probkowaniu proby losowej (nazywanej dalej
pierwotng) i1 przyblizaniu rozkladu estymatora parametru rozktadem okreslonym dla
prob wtornych (bootstrapowym rozktadem estymatora). Liczba mozliwych do wyloso-
wania (ze zwracaniem) ze skonczonej proby pierwotnej, prob wtornych jest skonczona
i réwna liczbie wariacji z powtorzeniami. Jesli proba pierwotna liczy n elementow,
prob wtornych jest n”. Wiele z nich rézni sie jedynie kolejnoscig elementow — prob

wtornych zawierajacych rozne elementy jest (2'1”_ 1) (Fisher, Hall, 1991).

Klasyczng metode bootstrapowa mozna w uproszczeniu interpretowac jako losowanie
ze zwracaniem N-elementowe]j proby ze zbioru wszystkich prob wtornych, liczacego
B = n" elementéw. W przypadku matych prob pierwotnych moze si¢ wiec zdarzy¢, ze
liczba losowanych prob wtornych N bedzie wigksza od B i liczbe losowanych prob
wtornych trzeba ograniczy¢. Ze wzgledu na skonczong liczbe prob wtornych mozliwe
jest ponadto wielokrotne wylosowanie tej samej proby, z kolei inna moze nie by¢ wyloso-
wana ani razu. Okreslajac rozktad estymatora bootstrapowego warto wiec wykorzystywac
wszystkie mozliwe proby wtdrne. Metode bazujaca na wszystkich probach wtornych
nazywa si¢ doktadna metoda bootsrapowa (exact bootstrap method). Metoda przedsta-
wiona zostala miedzy innymi przez Fishera, Halla (1991), Kisielinskg (2013). Na potrzebe
stosowania metody doktadnej zwracajg uwage Hutson, Ernst (2000). Zauwazajg bowiem,
ze metoda ta pozwala wyeliminowa¢ bledy wynikajace z losowania prob wtornych.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze doktadna metoda bootstrapowa nazywa si¢ doktadng
jedynie dlatego, ze wykorzystuje wszystkie mozliwe proby wtorne. Kwestia doktadno-
$ci szacunku parametru badanej populacji wzgledem jego wartosci faktycznej dotyczy
proby pierwotnej i zasad jej pobierania.
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Parametrem najczesciej wykorzystywanym do charakterystyki poziomu zjawiska
jest warto$¢ oczekiwana. Jednak w przypadku, gdy rozktad cechuje asymetria, warto
zastosowa¢ mediang, ktorej wybrane metody punktowego i przedzialowego szaco-
wania sg przedmiotem niniejszego artykutu. Evans i inni (2006) przedstawili wzory
pozwalajace wyznaczy¢ rozklady bootstrapowych estymatorow statystyk pozycyjnych
o dowolnej randze. Moga by¢ one zastosowane dla okreslenia rozkladu estymatora
w postaci mediany z proby o nieparzystej liczbie obserwacji (estymator standardowy).
Nie mozna ich jednak uzy¢, do wyznaczenia rozktadu estymatora w postaci mediany
z proby oraz estymatora standardowego dla proby o parzystej liczbie obserwacii.
W pracy zaproponowane zostang formuty okreslajace rozktad estymatora standardo-
wego (dla proby o parzystej liczbie elementéw). Dla estymatora w postaci mediany
z proby o parzystej liczbie elementéw pokazane zostanie, ze nie jest mozliwe poda-
nie wzoréw ogdlnych (obowiazujacych dla kazdej proby) okreslajacych ten rozktad.
W pracy pokazane zostanie, jak mimo tego rozklad estymatora wyznaczy¢.

W artykule zwroécono uwage na istotne wlasnosci rozktadu standardowego esty-
matora mediany (zardwno dla proby o nieparzystej jak i parzystej liczbie elementow),
ktore pozwalajg stworzy¢ gotowe tablice oraz z gory okresli¢, ktére elementy proby
pierwotnej sa granicami przedziatow ufno$ci. W przypadku estymatora w postaci
mediany z proby o parzystej liczbie elementdw, nie jest to mozliwe i dla kazdej proby
nalezy przedzialy wyznacza¢ indywidualne.

Podkresli¢ nalezy, ze przedziaty ufnosci dla trzech wzigtych pod uwage estyma-
toréw wyznaczane byly metoda percentyli zastosowang dla wszystkich mozliwych
prob wtornych (wykorzystano doktadng metodg bootstrapu). Metode takag mozna
nazwa¢ dokladng metoda percentyli przez analogi¢ do doktadnej metody bootstrapo-
wej. W pracy pokazane zostanie, ze w przypadku standardowego estymatora mediany
okreslanie granic przedzialow ufnosci doktadna metoda percentyli jest znacznie prost-
sze niz zastosowanie metody klasycznej (z losowaniem).

Ilustracja rozwazan teoretycznych sa badania symulacyjne przeprowadzone dla
wybranych rozktadéw. W przypadku proby o nieparzystej liczbie obserwacji wyzna-
czone zostaly granice przedzialow ufnosci doktadng metoda percentyli oraz zbadany
zostat wptyw liczebnosci proby oraz zalozonego poziomu ufnosci na doktadnos¢ osza-
cowania. Dla prob o parzystej liczbie obserwacji dodatkowo poréwnane zostang wyniki
estymacji przedziatowej uzyskane dwoma estymatorami — standardowym i w postaci
mediany z proby.

2. WYBRANE ESTYMATORY MEDIANY

Rozwazania prowadzone beda dla zmiennej losowej X okreslonej dla populacji
o nieznanym rozkladzie F o medianie M, 5. Z populacji pobrano prostg probe losowg
(X1, X5,..., X)), ktorej niemalejaco uporzadkowana realizacja oznaczona zostanie jako
(X(1y» X2)»--+» X(m))- Statystyka pozycyjna o randze k oznaczona bedzie jako Xy
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Przyjmujemy, ze mediang z proby o nieparzystej liczbie obserwacji jest statystyka:

2

Me:X(Mj, (1

za$ z proby o parzystej liczbie obserwacji statystyka:

X, ol ©)
(5

Mediana z proby jest medianowo-nieobcigzonym estymatorem mediany dla # nie-
parzystego. Jak udowodnit Zielinski (1995), w przypadku parzystego n, mediana proby
moze znajdowac¢ si¢ dowolnie daleko od szacowanej mediany rozktadu, poniewaz dla
kazdej stalej C istnieje rozklad F, dla ktorego odleglo$¢ oszacowania od faktycznej
wartosci mediany bedzie wicksza od C. Z twierdzenia tego nie wynika jednak, ze ma
to miejsce dla kazdego rozktadu.

Z drugiej strony wiadomo (Domanski, Pruska, 2000), ze granicznym rozkta-
dem mediany z proby wylosowanej z populacji o rozktadzie z ggstoscia f taka, ze
J(Mys) > 0 jest rozklad normalny:

1
Me ~ N(MO’S’W} 3)

gdzie f jest funkcja gestosci badanej zmiennej losowej w populacji. Oznacza to, ze
mediana z proby jest asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem mediany populacji.

Dla n parzystego medianowo-nieobcigzonym estymatorem mediany jest natomiast
estymator standardowy (Pekasiewicz, 2015) okreslony jako:

Me' =X ,
n
(E+I(O’5) (u)j

gdzie u jest wartoscig zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0,1],
a I 5)(u) indykatorem przyjmujgcym warto$¢ 1 lub 0, w zaleznosci od tego, czy u jest
wigksze badz rowne 0,5, czy mniejsze.

“4)

3. ROZKLADY BOOTSTRAPOWYCH ESTYMATOROW MEDIANY

W metodzie bootstrapowej, z prostej proby pierwotnej losowane sg ze zwracaniem
proby wtdrne, ktore oznaczone zostang jako (X, X, ..., X ) Uporzadkowany zbior
mozliwych realizacji kazdej ze zmiennych X l* to {X(1), X(2)s+-+» X(n)$- JeZELL W pro-
bie pierwotnej nie wystepuja powtorzenia, prawdopodobienstwo wylosowania kazdej
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1
wartosci x;) jest jednakowe i rowne —. Statystyka pozycyjna proby wtornej o randze k
* n
oznaczona bedzie jako X (*)-
Dla kazdej proby wtornej mozna wyznaczy¢ mediang wedtug reguty (1) dla
n nieparzystego oraz regut (2) lub (4) dla n parzystego. Bootstrapowymi realizacjami
estymatora mediany, w przypadku wykorzystania formut (1) i (4), moga by¢ jedynie
elementy proby pierwotnej. Dla estymatora okreslonego formula (2) moga by¢ to
nie tylko elementy proby pierwotnej, ale rowniez $rednie arytmetyczne wszystkich
dwuelementowych kombinacji z niej wylosowanych.

3.1. PROBA O NIEPARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

W przypadku proby o nieparzystej liczbie elementéw bootstrapowym estymatorem
mediany jest statystyka pozycyjna X, (*m) o randze m = nTH Rozktad tego estymatora
jest okreslony formuta (por. Efron, 1979; Pekasiewicz, 2015):

dlal=23,.,n—1:

. SR -1\ () &Y ([, 1Y (n
=-S5 05 S 0-2) C)

o\ n n J) s\ N ()

dlal=1n:

. n (1N (n=1\"(n
Plx =x,)=%| .
s 5 )

Rozktad ten mozna przedstawi¢ rowniez nastgpujaco (na podstawie Evans
1 inni, 2006):

dlal=23,...,n—1:
1

e S Y )

dla/=1,n:

Px;, =x,)= IMCJ(” . lj](g

Rozktad okreslony formutg (5) lub (6) ma dwie istotne wlasnosci. Po pierwsze

prawdopodobienstwa P(X (*m) = X(;)) nie zaleza od wartosci obserwacji wchodzacych
w sktad proby, lecz jedynie od jej rozmiaru, a wobec tego sa jednakowe dla wszystkich
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n elementowych prob pierwotnych. Z wiasnosci tej wynika mozliwos¢ stworzenia
gotowych tablic zawierajgcych rozktady estymatora dla réznych n?. Mozna ponadto
pokaza¢, ze dla /=1, 2,..., n:

*

P(X(m) = x(l)):P(X:m) :x(n—lJrl))' (7)

3.2. PROBA O PARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Rozwazania prowadzone beda dla dwoch bootstrapowych estymatorow mediany.
Pierwszy z nich okre§lony reguly (2), oznaczony zostanie jako X ° drugi

(my,m;+1)>

natomiast dany regula (4) jako X7 gdzie m, = 2.

(my,my+1)
Jak wspomniano wcze$niej, w przypadku estymatora X (* ”‘:‘ m,+1» mediang w probach
wtornych moga by¢ wszystkie elementy proby oraz srednie arytmetyczne wszystkich
kombinacji dwuelementowych z proby. Rozwazmy dwie proby czteroelementowe:
(1; 2; 3; 4) oraz (1; 2; 4; 7). W przypadku proby pierwszej mediang w probach
wtoérnych moga by¢ wartosci 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4 natomiast dla proby drugiej
1; 1,5; 2; 2,5; 3, 4; 4,5; 5; 6; 8. Bootstrapowy estymator mediany X:thlﬂ) dla proby
pierwszej ma 7 realizacji, za$ dla drugiej 10. Prawdopodobienstwa poszczegodlnych
realizacji mediany bedg wigc rézne dla roéznych prob, poniewaz srednie arytmetyczne
roznych kombinacji moga by¢ takie same, a ponadto moga by¢ réwne elementom
proby pierwotne;.

Nastepny problem wynika z kolejnosci mozliwych wartosci mediany w probach
wtornych. Dla proby (1; 2; 2.4; 5) $rednia arytmetyczna elementu pierwszego i trze-
ciego jest mniejsza od elementu drugiego, natomiast dla proby (1; 2; 4; 5) jest od
niego wicksza.

Przedstawione problemy powoduja, ze nie jest mozliwe podanie ogolnej formutly
na prawdopodobienstwa dla poszczegdlnych realizacji estymatora. Mozna natomiast
wyznaczy¢ prawdopodobienstwa, ze na pozycjach m; i m;+1 w préobach wtérnych
wystepuje dowolny /-ty element proby, lub dwa dowolne jej elementy: /; i [, przy
czym [} < [,.

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej /-ty element proby
pierwotnej wystepuje na co najmniej dwoch srodowych pozycjach m; i m;+1 jest
nastgpujace:

2 Na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl podano tablice rozktadu bootstrapowego esty-
matora mediany dla liczebnos$ci nieparzystych z przedziatu 3-201.
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dlal=2,...,n-1
. . my—lm; —1 -1 i 1 n—i-j .y J

(X5 = 30))8 (X, = 30))= 2.2, (7) (;J (nTJ (l.’n_?_j’j], .

dlal=1,n o | ®)

Aoty =) i =)= 35 (1] (2] 1)

Mozna pokaza¢, ze
.

Pl = 30)A (X = 0 )= PGy = %0 1) (1 = 0.

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej pierwszy element upo-
rzadkowanej proby pierwotnej wystepuje doktadnie m razy, a element /-ty wystepuje
przynajmniej raz na pozycji m;+1 jest rowne:

A=) =)= 2] (", ik @

o\ n my,n—m, —1i,i

dla/=2,3,..,n— 1

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej n-ty element upo-
rzadkowanej proby pierwotnej wystepuje doktadnie m; razy, a element /-ty wystepuje
przynajmniej raz na pozycji m; jest rowne:

my—1 _ i n—i
P((X(*ml) :x(l))/\(X(*mlH) :x(n))): : (lj (1] (i,n—n:—i,ml]’ (10)

przy czym P(\x, () = xm)A (x (1) = xm)) = Pl (m) = x<n—z+1>)A (x (mo1) = x<n>))’
dla/=2,3,...,n—1.

Prawdopodobienstwo, ze w probie wtdrnej pierwszy oraz n-ty element uporzad-
kowanej proby pierwotnej wystepuja doktadnie po m; razy jest rowne:

P(X(,,) =x0))=P(X[, . =X<n>)=(l] [” j ()

n)\m,

Prawdopodobienstwo, ze w uporzadkowanej probie wtornej element /; znajduje
si¢ przynajmniej raz na pozycji mj, a element /, przynajmniej raz na pozycji m;+1
jest rowne:
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my—lm, -1 1Y n—i-j _ J
= [li 1)@ [" lzj [ o ] (12)
<o\ n n n iym, —i,m, — j,Jj

przy czym

Pl = 30)A (Ko = 0 )= PUXG ) =50 ) A X = X))

Aby wyznaczyé rozktad estymatora X ° (mm +1) NAleZy okreslic wszystkie mozliwe
jego realizacje 1 je uporzadkowac, a naste;pnle ze wzordw od (8) do (12) obliczy¢
prawdopodobienstwa ich wystapienia®. Prawdopodobiefistwa te nalezy w pewnych
przypadkach zsumowa¢. Poniewaz nie jest z gory znana liczba oraz kolejno$¢ wysta-
pienia uporzadkowanych realizacji estymatora X (mm +1y» M€ MoZna poda¢ ogolne;
postaci jego rozktadu — prawdopodobienstwa dla poszczegolnych realizacji estymatora
zalezg od elementéw proby.

Realizacjami estymatora X m m +1) S@ jedynie elementy proby. Prawdopodobienstwa
dane wzorami od (8) do (12) nalezy podzieli¢ na pot i przypisaé je elementom wyste-
pujacym na pozycji m; i m;+1. Ostatecznie prawdopodobienstwa dla poszczegdlnych
realizacji estymatora okreslone sg nastgpujaco:

my—lm;—1 n—j LAY
PO =)= Py =50= S5 (2] 0 e

j= }’l—l—],]
1%‘(1}”(n—2Ji n 172301
+=> | — +=) | —
2= \n n m,n—m, —i,i) 23\ n

n
j n 4 (14)
Ln—m —i,m
lnlml Imy—1 1 n—j
5253 [

J=

N
\_/
TN
-

E

|
- :
S
=
~
—

3 Prawdopodobiefistwa te umieszczono na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl dla liczeb-
nosci parzystych z przedziatu 4-200.
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Plx;, " xu)): PG o) = )=
—lm; — i 1 n—i-j n—1 J n
—ZZ I e | T
=0 j=0 n n bn—i—j,j
1 (n=1Y n 1 =1y (Y™ n
+= — += > — 1= +
2;@ | IR 155 C=5 | 3 I R Tt
/-1 m;—lm; -1 _ i n—i—j _ j
555 (S
211:2 i—0 j=0\ 1 n n ,m —i,m—j,]J
1 )
2

NS j
(H [lj (”_lzj { n J dlal=34,..,m
L=i+1i=0 j=0\ 7 n n Lm —i,m—j,J

Rozktad dany formutami od (13) do (15) ma dwie istotne wlasnosci, ktére cecho-
waty rozktad estymatora mediany dla proby o nieparzystej liczbie obserwacji. Tak

wiec P(X (
liczebnoéci (co umozliwia opracowanie gotowych tablic*) oraz spetniaja warunek (7).

(,)), dla/=1,2, ..., nsajednakowe dla wszystkich prob o zadane;j

mymy+1)

4. SZACOWANIE MEDIANY DOKEADNA METODA PERCENTYLI

Do wyznaczenia przedziatow ufnosci dla mediany mozna uzy¢ metody percen-
tyli, opisanej miedzy innymi w pracach: Domanski, Pruska (2000), Wilcox (2001),
Pekasiewicz (2015). Podkresli¢ nalezy, ze losowanie wtérnych prob bootstrapowych
z caie] ich populacji (o liczebnosci n") nie jest tu potrzebne. Dla estymatoréw X/ (m)
i X (m,m +1) MOZna z gory okresli¢, ktore elementy proby (pierwotnej) sa granicami
przedzialow dla zadanych poziomow ufnos$ci, poniewaz prawdopodobienstwa poszcze-
gblnych ich realizacji nie zaleza od elementow proby, a jedynie od jej rozmiaru.
W przypadku estymatora X (*,Zl,mlm wyznaczenie granic wymaga dodatkowych obli-
czen, zwigzanych z wyznaczaniem rozktadu (prawdopodobienstwa poszczegdlnych
jego realizacji zaleza od elementéw proby) 1 w tym przypadku losowanie prob wtor-
nych moze by¢ uzasadnione, aczkolwiek niekonieczne.

Przewaga doktadne;j metody percentyli nad metoda klasyczng (z losowaniem)
dla estymatorow X (*, )1 X7’ (mm 41y WYNika przede wszystkim z jej prostoty. Wiadomo,
ze stosujac doktadna metoda bootstrapowq nie wprowadza si¢ dodatkowych btedow,
wynikajacych z wtornego probkowania (Hutson, Ernst, 2000). W przypadku metody
klasycznej liczba losowanych prob wtérnych jest duza, a wobec tego ewentualne
btedy beda niewielkie.

Wyznaczajac granice przedziatéw ufnosci dla mediany nalezy pamigtac, ze roz-
ktady jej bootstrapowych estymatorow dla skonczonego n sa dyskretne, a wobec tego

4 Na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl podano tablice rozktadu bootstrapowego stan-
dardowego estymatora mediany dla liczebno$ci parzystych z przedzialu 4-200.
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ich dystrybuanty nie przyjmuja wszystkich warto$ci z przedziatu [0,1]. Dla zadanego
poziomu ufnosci 1—-a, lewa granicg przedzialu ufnosci mediany bedzie najwicksza
realizacja estymatora spelniajgca warunek:
* (24
F(x(d))g? (16)
gdzie F jest dystrybuanta wybranego estymatora mediany. Granica prawa przedzialu
jest natomiast realizacja najmniejsza, taka ze:
a
>]1-——. 17
J21-2 (7
Brak réwnosci we wzorach (16) i (17), wynikajacy z dyskretnosci rozktadu esty-
matora, powoduje, ze rzeczywisty poziom istotnosci, ktory oznaczony zostanie jako oy,
bedzie zwykle mniejszy od zatozonego a.

F(x:g)

4.1. PROBA O NIEPARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Jak wspomniano, realizacjami estymatora X (*m) sg jedynie elementy proby pierwotnej,

wobec czego we wzorach (16) i (17) zamiast x(* e x(*g) nalezatoby wstawic¢ xg) 1 X(g).
Poniewaz jego rozktad okreslony formutami (5) lub (6) nie zalezy od elementéw proby,
a jedynie od jej liczebnosci, pozycje d i g okreSlajace granice przedziatdéw ufnosci
mozna z gory okresli¢ dla dowolnych prob o zadanej liczebno$ci®. Ze wzgledu na
wiasno$¢ (7) zachodzi ponadto: g =n —d + 1.

Znajac granice przedzialdow ufnosci mozna wyznaczy¢ faktyczny poziom

(&)

Potowa dlugos$ci przedziatu ufnosci jest miarg doktadnosci oszacowania mediany.
Dla matych prob jest ona $rednig odlegltoscig granic przedzialu od mediany estyma-
tora. Z wlasnos$ci (7) wynika bowiem, ze granice przedzialow ufnosci nie beda rowno
oddalone od mediany estymatora, jezeli proba nie spetnia nastepujacego warunku:

1stotnosci, ktory spetnia warunki: F (x* )—& oraz I (x* )—l—ﬁ
» Ktory sp : @)= = .

Vie [lam _1] : x(m) _'x(l) = x(n—l+l) _x(m)’ (18)

Dla prob duzych, miara doktadnos$ci moze by¢ natomiast wariancja lub odchyle-
nie standardowe estymatora, poniewaz warto$¢ oczekiwana staje si¢ wowczas bliska
medianie (rozktadem granicznym mediany jest rozktad normalny dany formula (3)).
Wariancj¢ lub odchylenie standardowe bootstrapowego estymatora mediany mozna
wyznaczy¢, poniewaz znany jest jego rozktad (okre$lony formuta (5 lub 6). Mozna
takze wykorzysta¢ wzory podane w pracy Maritz, Jarrett (1978).

> Numery obserwacji stanowigce granice przedziatow ufnosci dla liczebnosci nieparzystych z prze-
dziatu 3-201 1 wybranych poziomow ufnosci, podano na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl.
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4.2. PROBA O PARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Jak pokazano, nie mozna podac¢ ogolnej postaci rozktadu estymatora X' P——
poniewaz zalezy on od elementow proby. W konsekwencji tego nie jest mozliwe okre-
$lenie z goéry granic przedziatow ufnosci. Dla kazdej malej proby trzeba wyznaczac je
indywidualnie Poniewaz prawdopodobienstwo odpowiadajace dowolnej /-tej realizacji
estymatora X moze by¢ rézne od prawdopodobienstwa dla realizacji o pozycji

(my ,m;+1)

., _ *q * . a *
n—1[+ 1, prawdopodobienstwa & ;, = P( (1) < x(d)) ia, = P(X(m ) > Xg)
mogg by¢ rézne. Prawdopodobienstwo ay; jest faktycznym lewostronnym poziomem

istotnosci, za$ oy, prawostronnym

Z whasnosci estymatora X (mym 1) (tak jak dla estymatora X »)) Wynika, ze mozna
z gory okresli¢ pozycje granic przed21a10w ufnosci dla Wszystklch prob o zadanej
liczebnos$ci®, przy czym miedzy numerami obserwacji stanowigcymi jego granice
zachodzi zalezno$¢:

g=n—-d+1.

5. WYNIKI BADAN

Badania symulacyjne przeprowadzono dla populacji o wybranych szesciu roz-
ktadach — czterech asymetrycznych i dwoch symetrycznych. Rozklady te oznaczone
zostaty jako F(20,10), F(2,10), CHI(2), CHI(10), N(5,1) i N(5,4).

Dla réznych liczebnosci losowano 1000 razy po n liczb pseudolosowych z prze-
dziatu [0,1], ktore traktowano jako dystrybuante rozkladow. Zastosowano jednakowe
wartosci dystrybuant dla wszystkich rozktadow, co pozwala uzyskac lepsza porowny-
walnos¢ wynikow. Dobor taki uniezaleznia wyniki obliczen dla poszczegdlnych roz-
ktadéw od jakosci generatora liczb pseudolosowych. Majac wylosowanych n wartosci
dystrybuanty, dla kazdego z wzietego pod uwage rozktadow, okreslano proby losowe.
Dla 1000 wylosowanych w ten sposob prob wyznaczono rozktady bootstrapowych
estymatoréw mediany, co pozwolilo na jej przedzialowe oszacowanie.

Wszystkie obliczenia wykonane zostaly w Excelu z wykorzystaniem jezyka VBA
for Application.

5.1. ESTYMACJA MEDIANY DOKLADNA METODA BOOTSTRAPOWA
DLA PROBY O NIEPARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACII

Badania przeprowadzono dla prob o liczebnosciach od 11 do 201. Liczebnosci
dobrano tak, aby obejmowaly zaréwno mate jak i duze proby. Aby mozliwa byta
prezentacja wynikow liczebnos$ci zwigkszano o 10.

¢ Numery obserwacji stanowigce granice przedziatéw ufnosci dla liczebnosci parzystych z przedziatu
4-200 1 wybranych pozioméw ufnosci, podano na stronie http://joanna_kisielinska.users.sggw.pl.
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Wyniki estymacji przedziatlowej mediany doktadna metoda percentyli dla wybra-

nych rozktadow przy uzyciu estymatora X (*m) przedstawiono w tabelach 1 1 2.

Tabela 1.

Lewa granica przedziatu ufnosci oraz faktyczny i zliczeniowy poziom istotnos$ci
uzyskany doktadna metoda percentyli dla » nieparzystego

a = 0,05

a = 0,04

o =0,03

a = 0,02

o =0,01

d

of

Qo

d

of

[

of

o

of

o

of

o

11

2

0,014

0,012

2

0,014

0,012

0,014

0,012

0,014

0,012

0,000

0,000

21

6

0,037

0,031

6

0,037

0,031

0,009

0,004

0,009

0,004

0,009

0,004

31

10

0,039

0,039

10

0,039

0,039

0,014

0,019

0,014

0,019

0,004

0,011

41

14

0,036

0,024

14

0,036

0,024

0,015

0,016

0,015

0,016

0,005

0,012

51

18

0,031

0,019

18

0,031

0,019

0,014

0,004

0,014

0,004

0,006

0,000

61

22

0,026

0,016

22

0,026

0,016

0,026

0,016

0,012

0,012

0,005

0,008

71

27

0,040

0,034

27

0,040

0,034

0,021

0,024

0,011

0,016

0,005

0,008

81

31

0,032

0,027

31

0,032

0,027

0,017

0,021

0,017

0,021

0,009

0,018

91

36

0,043

0,034

35

0,025

0,022

0,025

0,022

0,014

0,014

0,007

0,007

101

40

0,034

0,030

40

0,034

0,030

0,020

0,015

0,011

0,011

0,006

0,008

111

45

0,044

0,020

44

0,027

0,017

0,027

0,017

0,016

0,011

0,009

0,006

121

49

0,034

0,034

49

0,034

0,034

0,021

0,026

0,013

0,013

0,007

0,009

131

54

0,042

0,028

53

0,027

0,014

0,027

0,014

0,017

0,003

0,006

0,001

141

58

0,034

0,029

58

0,034

0,029

0,021

0,020

0,013

0,012

0,008

0,009

151

63

0,040

0,035

62

0,027

0,027

0,027

0,027

0,017

0,019

0,006

0,001

161

68

0,047

0,047

67

0,032

0,029

0,021

0,021

0,014

0,015

0,008

0,012

171

72

0,037

0,019

72

0,037

0,019

0,025

0,012

0,017

0,008

0,007

0,007

181

77

0,043

0,028

76

0,030

0,021

0,030

0,021

0,013

0,015

0,009

0,012

191

82

0,049

0,045

81

0,035

0,032

0,024

0,022

0,016

0,013

0,007

0,008

201

86

0,040

0,034

86

0,040

0,034

85

0,028

0,024

84

0,019

0,021

82

0,008

0,011

Uwagi: d — numer obserwacji, ktora jest dolng granica przedziatu ufnosci, o — faktyczny poziom ufnosci, &, — udziat
przedziatoéw niezawierajacych mediany rozktadu wyznaczony z 1000 prob.

Zrédlo: badania wiasne.

W tabeli 1 przedstawiono numery obserwacji stanowigce lewa granice przedziatow

ufnosci oraz faktyczne poziomy istotnosci a: Majgc numer obserwacji stanowiacy lewa
granice przedziatu, mozna dla dowolnej proby losowej natychmiast (bez koniecznosci
losowania prob wtornych) wyznaczy¢ przedziaty ufnosci. Poniewaz rozktad estymatora
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Jest dyskretny, faktyczne poziomy ufnosci 1-a, sa wyzsze od zatozonych. W tabeli 1
podano ponadto udziaty przedzialow niezawierajacych mediany rozktadu a, (zlicze-
niowe poziomy istotno$ci). Udzialy te byly zwykle mniejsze od an Ze wzglgdu na
sposob losowania prob udziaty przedzialow niezawierajacych mediany byty jednakowe
dla wszystkich rozktadow. Wartos$ci te nie stanowig doktadnej informacji o faktycz-
nych poziomach ufno$ci, mozna je jedynie traktowac jako sprawdziany poprawnos$ci
dzialania zastosowanego generatora liczb pseudolosowych.

Tabela 2.

Srednie szerokosci potowy przedzialdow ufnosci dla o= 0,05 oraz $rednie oszacowania
odchylenia standardowego wyznaczone z 1000 prob dla »n nieparzystego

F(20,10)
Mys = 1,0349
o= 0,8539

F(2,10)
M5 = 0,7435
o= 16137

CHI(2)
Mys=1,3863
o= 2,0000

CHI(10)
Mys=9,3418
o= 44721

NG, 1)
MO,S =5
o= 1,000

N(5,4)
MO,S =35
o= 4,0000

d oy, d oy d oy, d oy, d oy d oy,
11]0,6997| 0,2657 | 1,1761 | 0,4575 | 1,8108 | 0,7132 | 4,5660 | 1,7577 | 1,0511| 0,4017 | 4,2045 | 1,6067
21(0,3814|0,1764| 0,6177 | 0,2909 | 1,0304 | 0,4833 | 2,7045 | 1,2451 | 0,6265| 0,2871 | 2,5060 | 1,1484
310,2929] 0,1444 | 0,4705 | 0,2355 | 0,7964 | 0,3966 | 2,1108 | 1,0347 | 0,4902| 0,2394 | 1,9610 | 0,9576
4110,25920,1238| 0,4142| 0,2000 | 0,7071 | 0,3402 | 1,8851| 0,8966 | 0,4385 | 0,2080 | 1,7541 | 0,8320
5110,2400| 0,1129| 0,3831 | 0,1820 | 0,6556 | 0,3107 | 1,7491| 0,8213 | 0,4068 | 0,1906 | 1,6271 | 0,7624
610,2229]0,1007 | 0,3562 | 0,1620 | 0,6103 | 0,2773 | 1,6252 | 0,7334 | 0,3773| 0,1700 | 1,5090 | 0,6800
710,1898 0,0927 | 0,3026 | 0,1490 | 0,5205 | 0,2554 | 1,3899 | 0,6759 | 0,3229| 0,1566 | 1,2915 | 0,6264
810,1826 0,0855 0,2904 | 0,1367 | 0,5005 | 0,2353 | 1,3408 | 0,6272 | 0,3120| 0,1458 | 1,2480 | 0,5833
910,1621 0,0808 | 0,2574 | 0,1291 | 0,4443 | 0,2224| 1,1927 | 0,5934 | 0,2778| 0,1380 | 1,1112| 0,5522

101 0,1631 | 0,0774| 0,2594 | 0,1237 | 0,4477 | 0,2131 | 1,1991| 0,5675| 0,2788 | 0,1318 | 1,1153 | 0,5272

1111 0,1461 | 0,0729| 0,2322| 0,1163 | 0,4014 | 0,2008 | 1,0760| 0,5358 | 0,2502 | 0,1245 | 1,0010 | 0,4981

121 0,1466 | 0,0698 | 0,2330| 0,1114 | 0,4028 | 0,1923| 1,0793 | 0,5128 | 0,2510| 0,1191 | 1,0039 | 0,4764

131 0,1349 | 0,0668| 0,2142 | 0,1065 | 0,3706 | 0,1840 | 0,9940 | 0,4915| 0,2312 | 0,1142 | 0,9249 | 0,4569

141 0,1351 | 0,0638| 0,2146 | 0,1018 | 0,3713 | 0,1759| 0,9952 | 0,4695 | 0,2313 | 0,1090 | 0,9254 | 0,4361

151 0,1274 | 0,0625 0,2023 | 0,0995 | 0,3503 | 0,1722| 0,9401 | 0,4605 | 0,2187 | 0,1070 | 0,8748 | 0,4282

161 0,1184 | 0,0597 0,1878 | 0,0950 | 0,3254 | 0,1644 | 0,8741| 0,4402 | 0,2034 | 0,1024 | 0,8136 | 0,4096

171 0,1213 | 0,0587 0,1925| 0,0934 | 0,3335| 0,1616 | 0,8945 | 0,4325| 0,2080 | 0,1006 | 0,8320 | 0,4022

181 0,1133 | 0,0564| 0,1797 | 0,0898 | 0,3115 | 0,1555| 0,8369 | 0,4165 | 0,1948 | 0,0969 | 0,7790 | 0,3876

191 0,1066 | 0,0546| 0,1691 | 0,0867 | 0,2933 | 0,1503 | 0,7884 | 0,4036 | 0,1835 | 0,0940 | 0,7341 | 0,3759

201 0,1086 | 0,0534| 0,1722| 0,0848 | 0,2986 | 0,1470 | 0,8021 | 0,3939 | 0,1866 | 0,0916 | 0,7465 | 0,3665

Uwagi: d — $rednie szerokosci potowy przedziatow ufnosci dla a= 0,05, 0, — $rednie oszacowania odchylenia
standardowego estymatora bootstrapowego.

Zrédlo: badania whasne.
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Tabela 2 zawiera $rednie szeroko$ci potowy przedziatéw ufnosci dla a = 0,05
oraz $rednie oszacowania odchylenia standardowego estymatora wyznaczone z 1000
préb dla wybranych rozktadow. Oczywiste jest, ze wraz ze wzrostem liczebnosci
proby obydwie miary doktadnosci szacunku zmniejszajg si¢, czyli oszacowania sg
coraz bardziej precyzyjne. Zauwazy¢ nalezy, ze z wyjatkiem n = 11 potowy dlugosci
przedziatéw ufnosci dla a = 0,05 sa mniej wiecej dwukrotnie wieksze niz odchylenie
standardowe. Uzyskane wyniki nie stoja wigc w sprzecznosci z wynikami Wilcoxa
(2001), na ktore powotuje si¢ Pekasiewicz (2015) (str. 53), ze rozktad mediany z proby
jest zbiezny do rozktadu normalnego dla prob juz 20-elementowych.

5.2. ESTYMACJA MEDIANY DOKLADNA METODA BOOTSTRAPOWA
DLA PROBY O PARZYSTEJ LICZBIE OBSERWACIJI

Badania wykonano dla préb o liczebnos$ciach od 10 do 200 (zwigkszajac liczeb-
*p

no$ci o 10). Symulacje przeprowadzono uzywajac estymatorow X (mymy+1) 1 X P

Dla obydwu estymatorow zastosowano takie same zestawy 1000 préb losowych dla
kazdej z liczebnosci.

W tabelach 3, 4 1 5 przedstawiono wyniki estymacji przedzialowej mediany
doktadng metodg percentyli dla wybranych rozktadow. Tabela 3 zawiera dla esty-
matora X (*,Zl 41y Stednie faktyczne poziomy istotnosci @, i & obliczone z 1000
prob. Pamigta¢ bowiem nalezy, ze w ogélnym przypadku wartosci ay i ay, s rozne
dla poszczegdlnych prob i rozktadow, cho¢ badania pokazaty, ze rdznice te byty nie-
wielkie. Bardzo mate s rowniez réznice pomigdzy o, i & ,.

W przypadku estymatora X :,ﬁ] m+1 Podano numery obserwacji bedace lewymi

U a.
granicami przedziatow ufnosci, oraz polowe faktycznego poziomu istotnosci 7]
Poréwngjqc Tf z a, i a, stwierdzi¢ mozna, ze z wyjatkiem nielicznych przypad-
kow 7" Jest mniejsze od @ 1 a,, co jest konsekwencja znacznie mniejszej liczby
od X “

pomiedzy —— 2 ia, oraz @, sa zwykle male.

realizacji estymatora X ( Na podkreslenie zastuguje fakt, ze roznice

my ,my+1) (my,m;+1)*

W tabeli 4 podano $rednie szerokosci polowy przedziatow ufnosci dla a= 0,05
oraz $rednie oszacowania odchylenia standardowego estymatora wyznaczone z 1000

préb dla estymatora X za$ w tabeli 5 dla estymatora X! ( Podkresli¢

(my,m;+1)>
nalezy, ze polowy dhugosci przedzialow ufnosci oraz odchylenia standardowe uzyskane

my,my+1)°

estymatorem X (m,m,+1) S dla wszystkich badanych rozkladow i wszystkich liczebnosci
prob mniejsze, niz uzyskane estymatorem X7 (11 Mozna wigc stwierdzi¢, ze dla
badanych rozktadéw estymator X~ (1) ma mniejszg wariancje i pozwala uzyskaé

doktadniejsze przedzialowe oszacowanie mediany niz estymator X (

my,my+1)°



Joanna Kisielinska

424

"SUSBEA BIUEDR( (O[POIZ

‘rosowolst worzod oSouzokiye; emopod —/n ‘rosouyn nperzpazid
otueis kujop 150 e101 ‘1loemIdsqo Jownu — p ‘Kuuonsomerd 1sowost worzod Auzokpye; wwpats — Yo ‘Kuuonsoms] sowost worzod Auzokpyey wwpais — Yo 18emn

¥€00°0 | 18 | 97000 | 9¥00°0 | 8L00°0 | €8 | €600°0 | €600°0 | STIO0 | ¥8 | SF10°0 | SF10°0 | 9910°0 | S8 | 6810°0 | 6810°0 | ¥ETO0 | 98 | €FTO°0 | €¥TO0 | 00T
T00°0 | LL | L¥000 | L¥OO0 | 8600°0 | 6L | $800°0 | 8800°0 | #710°0 | 08 | I¥10°0| O¥10°0 | #710°0 | 08 | 8810°0 | 8810°0 | LOTO0 | 18 | LETO0 | LETO0| 061
¥€00°0 | TL | L¥00°0 | L¥00°0 | T800°0 | L | €600°0 | €600°0 | €TI10°0 | SL | O¥10°0 | O¥10°0 | 0810°0 | 9L | 1610°0 | 0610°0 | 0810°0 | 9L | SETO0 | SETO0| 081
€700°0 | 89| L¥00°0 | LFOO0 | L9000 | 69 | 1600°0 | 1600°0 | €010°0 | OL | 8ET0°0 | 8E10°0 | #STO0 | 1L | L8100 | L8100 | 9TTO0 | TL| 6€T0°0 | 6€TO°0 | OLI
€€00°0 | €9| L¥00°0 | LFOO0 | #800°0 | S9 | €600°0 | £600°0 | 0ST0°0 | 99 | TFI00 | THI0°0 | ¥610°0 | L9 | SLIO0 | SLIO0| ¥610°0 | L9 | TETO0 | TETOO | 091
T00°0 | 6S | 9¥00°0 | 9700°0 | L9000 | 09 | ¥600°0 | #600°0 | 90T0°0 | 19 | S¥T00 | SFT0°0 | #9100 | T9 | L810°0 | L8100 | S¥TO0 | €9 | 0TTO0 | 0TTO0 | 0OST
1€00°0 | S | S700°0 | S¥00°0 | $800°0 | 9S | ¥600°0 | #6000 | SET0°0 | LS | X100 | €¥10°0 | SET0°0 | LS | ¥810°0 | #8100 | LOTO0 | 8S | 0€TO0 | €€TO0| OF1
6€00°0 | 0S | S¥00°0 | S¥00°0 | 9900°0 | IS | €600°0 | #600°0 | LOTO0 | TS | €¥10°0 | 100 | OL10°0 | €S | L8100 | 8810°0 | 0L10°0 | €S | €€TO0 | £€TO°0| O€I
8%00°0 | 9% | T¥00°0 | ¥+00°0 | €800°0 | LY | #600°0 | £600°0 | 9E10°0 | 8% | #¥10°0 | SF10°0 | 9€10°0 | 8t | 6810°0 | 0610°0 | 9120°0 | 6% | SETO0 | 8€CO0| 0TI
¥€00°0 | 1t | LF000 | L¥000 | 1900°0 | T | 6800°0 | 6800°0 | #0100 | €F | €F10°0 | I¥10°0 | TLIO0 | b | 8810°0 | L8100 | TLIO0 | b¥ | THTO0 | 1¥TO0| OI1
TH00°0 | LE | L¥0O0 | 9¥00°0 | 9L00°0 | SE€ | 6800°0 | 1600°0 | TE10°0 | 6€ | O¥10°0 | O¥10°0 | 1E10°0 | 6€ | 06100 | 0610°0 | 6120°0 | OF | SETO0 | ¥ECO0| 001
97000 | TE€ | T¥00°0 | 1¥00°0 | ¥600°0 | ¥€ | 8800°0 | 0600°0 | ¥600°0 | € | I¥10°0| I¥10°0 | 9910°0 | S€ | L8100 | 9810°0 | 9910°0 | S€ | 6€TO°0 | 0¥ZO°0 | 06
1€00°0 | 8T | L¥00°0 | S¥00°0 | T900°0 | 6T | 9600°0 | 9600°0 | STT10°0 | O€ | SE10°0 | TEL00 | STT10°0 | OE | LL100 | SLI00| 1120°0 | 1€ | TETOO | #€TO0| 08
9€00°0 | ¥T | T¥00°0 | T#O0°0 | SLOO0 | ST | L8000 | $800°0 | 9¥10°0 | 9T | 6110°0 | 6110°0 | 9¥10°0 | 9T | 6£10°0 | 1810°0 | 9¥10°0 | 9T | ¥TTO0 | ¥TTO0 | OL
1¥00°0 | 0T | 9¥00°0 | S¥00°0 | 6800°0 | 1T | 9600°0 | $600°0 | 6800°0 | 1T | X100 | I¥10°0 | 1810°0 | TT | ¥610°0 | ¥610°0 | 1810°0 | TT | TZTO0 | TTTO0| 09
¥#00°0 | 9T | LF00°0 | 9¥00°0 | #700°0 | 9T | 8L00°0 | 8L00°0 | #0100 | L1 | 0ST0°0 | TET0O0 | #010°0 | LT | SLTO0 | SLIO0 | TTTO0 | 81| 6€TO°0 | 8€20°0| 0S
€700°0 | TI | 9¥00°0 | S¥00°0 | £¥00°0 | TT | €800°0 | €800°0 | STTO°0 | €1 | 9€10°0 | TETO°0 | STTO0 | €1 | €810°0 | TSTO0| STTIO°0 | €1 | SOTO°0 | 9000 | OF
S€00°0| 8 | €¥00°0 | THOO'0 | SE000 |8 | LLOOO | LLOOO | LITO'0| 6 | 9ET00 | SETO°0 | LITO0| 6 | ¥LIO0 | TLIO0| LITO0O |6 |92T0°0|9TT00| O
9100°0 | ¥ | L¥00'0 | 9¥00°0 | 6800°0 | S | T600°0 | T600°0 | 6800°0 | S | TITO0| 6010°0 | 6800°0 | S | IL100| LLIO0 | 6800°0 | S | 80T0O0 | 80200 | 0T
6000°0 | I | T100°0 | I100°0 | 6000°0 | I | 0L00°0| 0L00°0 | 6000°0 | T | 0L000 | 0L00°0 | 9610°0 | T | S610°0 | S610°0| 9610°0 | T | S610°0 | S610°0| 01

Ldp| | e | Z | p| T2 | 2 p| 2| "2 | S lp] | e | | 2 |
‘o Y ‘v ‘o
:ts;“wvum :ts;ﬁvum :ts;w*vuw (1wt ¥ :ts;w*vum :ts,_“wk :ts;n_uum :ts;ﬁvum :ts;“wum u
10°0 = » 700 = €0°0 =» ¥0°0 = © S0°0 =»
o3asAzred u e[p 1]41u001ad Bpojow bupepjop aueysAzn
:ts,_“u 'Y eiojewA)so e[p 1osouyn nyeizpozid eorueld emo[ zelo :ts,_m,v 'Y eI0jewA)So e[p 1950u30)st Aworzod ouzoAieq
€ B[PqEL



Rozktady wybranych bootstrapowych estymatorow mediany...

425

Srednie szerokosci potowy przedzialdw ufnosci estymatora X

*a

mymy+1)

Tabela 4.

dla a= 0,05 oraz s$rednie

oszacowania odchylenia standardowego wyznaczone z 1000 préb dla n parzystego

F(20,10)
Mys = 1,0349
o= 0,8539

F(2,10)
Mys = 0,7435
o= 16137

CHI(2)
Mys = 1,3863
o = 2,0000

CHI(10)
Mys = 9,3418
o= 44721

NG, 1)
MO,S =5
o = 1,000

NG.4)
MO,S =5
o = 4,0000

d Op

d op

d op

d Op

d Op

d op

0,5217 10,2763

0,8681 | 0,4813

1,3657 | 0,7292

3,4855 | 1,7866

0,8042 | 0,4087

3,2169 | 1,6348

20

0,3281 | 0,1842

0,5333 | 0,3046

0,8941 |0,5050

2,3394 |1,2951

0,5438 10,2977

2,1751 | 1,1908

30

0,2579 10,1469

0,4141 10,2401

0,7023 {0,4033

1,8598 |1,0487

0,4302 | 0,2422

1,7207 | 0,9688

40

0,2337 10,1220

0,3728 | 0,1966

0,6375 {0,3345

1,6926 | 0,8858

0,3941 | 0,2063

1,5765 | 0,8253

50

0,2051 | 0,1102

0,3278 |0,1776

0,5615 | 0,3032

1,4949 | 0,8009

0,3467 | 0,1857

1,3869 | 0,7430

60

0,1818 10,0962

0,2882 |0,1536

0,4972 | 0,2641

1,3366 |0,7060

0,3118 | 0,1646

1,2470 | 0,6586

70

0,1727 10,0927

0,2747 10,1483

0,4733 10,2550

1,2677 | 0,6798

0,2950 10,1582

1,1798 10,6329

80

0,1652 | 0,0860

0,2639 10,1387

0,4540 10,2376

1,2080 |0,6248

0,2798 | 0,1440

1,1193 10,5761

90

0,1483 10,0797

0,2355 10,1271

0,4072 10,2194

1,0932 | 0,5866

0,2545 10,1365

1,0179 | 0,5460

100

0,1393 | 0,0742

0,2214 | 0,1187

0,3825 10,2044

1,0257 | 0,5441

0,2387 | 0,1264

0,9549 10,5055

110

0,1354 10,0747

0,2154 10,1195

0,3722 | 0,2060

0,9970 |0,5479

0,2317 10,1271

0,9268 | 0,5083

120

0,1321 | 0,0692

0,2103 10,1102

0,3633 {0,1905

0,9710 | 0,5099

0,2253 10,1187

0,9013 | 0,4748

130

0,1280 | 0,0679

0,2031 |0,1082

0,3517 | 0,1869

0,9441 | 0,4998

0,2197 | 0,1162

0,8788 | 0,4650

140

0,1217 | 0,0639

0,1936 |0,1019

0,3349 10,1760

0,8959 10,4695

0,2080 | 0,1090

0,8321 | 0,4360

150

0,1184 10,0622

0,1879 10,0991

0,3256 |0,1714

0,8737 (0,4581

0,2032 10,1065

0,8129 10,4259

160

0,1125 | 0,0600

0,1784 10,0955

0,3093 10,1653

0,8314 10,4427

0,1935 10,1030

0,7742 10,4119

170

0,1111 | 0,0584

0,1763 10,0930

0,3056 |0,1609

0,8206 |0,4307

0,1909 | 0,1001

0,7637 | 0,4005

180

0,1053 10,0554

0,1670 | 0,0881

0,2895 |0,1526

0,7779 {0,4085

0,1810 | 0,0950

0,7240 | 0,3799

190

0,1031 | 0,0547

0,1634 | 0,0870

0,2835 |0,1507

0,7621 |0,4039

0,1774 10,0939

0,7095 | 0,3757

200

0,1009 | 0,0533

0,1600 | 0,0847

0,2776 | 0,1467

0,7458 | 0,3931

0,1735 | 0,0914

0,6941 | 0,3656

Uwagi: d — $rednie szeroko$ci potowy przedziatdéw ufnosci dla a= 0,05, o, — $rednie oszacowania odchylenia
standardowego.

Zrédlo: badania whasne.
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Srednie szerokosci potowy przedzialow ufnosci estymatora X

*b

(my,my+1)

Tabela 5.

dla a= 0,05 oraz $rednie

oszacowania odchylenia standardowego wyznaczone z 1000 préb dla n parzystego

F(20,10)
Mys = 1,0349
o= 0,8539

F(2,10)
Mys = 0,7435
o= 16137

CHI(2)
Mys = 1,3863
o = 2,0000

CHI(10)
Mys = 9,3418
o= 44721

NG, 1)
MO,S =5
o = 1,000

NG.4)
MO,S =5
o = 4,0000

d Op d op d op d Op d Op d op

10 10,6594 10,3108 |1,1047 | 0,5438 | 1,7056 |0,8179 | 4,3241 | 1,9970 | 0,9980 | 0,4567 |3,9919 | 1,8268

20 10,4605 | 0,1963 |0,7455 10,3249 | 1,2316 | 0,5382 |3,2441 | 1,3788 | 0,7568 | 0,3169 | 3,0270 | 1,2676

30 10,3424 (0,1536 | 0,5526 | 0,2514 | 0,9293 |0,4220 | 2,4481 | 1,0962 | 0,5671 | 0,2531 |2,2685 | 1,0123

40 10,3108 | 0,1261 |0,4986 | 0,2033 | 0,8453 | 0,3459 |2,2435|0,9154 | 0,5214 | 0,2132 | 2,0858 | 0,8528

50 10,2299 0,132 |0,3674 | 0,1825 | 0,6287 | 0,3116 | 1,6743 | 0,8226 | 0,3889 | 0,1908 | 1,5554 | 0,7631

60 10,2081 | 0,0984 |0,3306 | 0,1572 |0,5690 | 0,2703 | 1,5271 | 0,7224 | 0,3560 | 0,1685 | 1,4241 | 0,6739

70 10,2057 | 0,0946 | 0,3274 | 0,1514 | 0,5631 | 0,2602 | 1,5076 | 0,6934 | 0,3509 | 0,1614 | 1,4037 | 0,6456

80 10,1830 | 0,0875 |0,2925 | 0,1413 | 0,5027 | 0,2419 | 1,3377 | 0,6359 | 0,3100 | 0,1466 | 1,2399 | 0,5863

90 {0,1740 {0,0810 | 0,2765 | 0,1292 | 0,4773 |0,2229 | 1,2796 | 0,5959 | 0,2978 | 0,1386 | 1,1912 | 0,5546

100 | 0,1509 | 0,0753 {0,2399 | 0,1204 | 0,4142 {0,2073 |1,1103 | 0,5518 | 0,2583 | 0,1282 | 1,0333 | 0,5126

110 | 0,1560 | 0,0757 | 0,2481 | 0,1211 | 0,4284 | 0,2087 |1,1469 | 0,5550 | 0,2666 | 0,1287 | 1,0662 | 0,5149

120 | 0,1428 | 0,0701 |0,2275 | 0,1116 | 0,3928 | 0,1928 | 1,0489 | 0,5161 |0,2434 | 0,1201 | 0,9734 | 0,4805

130 | 0,1448 | 0,0686 | 0,2298 | 0,1094 | 0,3975 | 0,1890 | 1,0675 | 0,5053 | 0,2485 | 0,1175 | 0,9942 | 0,4701

140 {0,1353 10,0645 | 0,2153 | 0,1030 | 0,3722 |0,1779 | 0,9957 {0,4745 | 0,2312 | 0,1101 | 0,9248 | 0,4406

150 {0,1234 10,0628 | 0,1958 | 0,1000 | 0,3391 |0,1730 |0,9101 |{0,4626 | 0,2117 | 0,1075 | 0,8468 | 0,4300

160 [ 0,1244 10,0606 | 0,1974 | 0,0964 | 0,3420 | 0,1669 | 0,9185 |0,4468 | 0,2138 | 0,1039 | 0,8551 | 0,4157

170 10,1177 | 0,0589 | 0,1868 | 0,0938 | 0,3237 | 0,1623 |0,8689 | 0,4344 | 0,2021 | 0,1010 | 0,8085 | 0,4040

180 | 0,1177 | 0,0558 | 0,1867 | 0,0888 | 0,3236 | 0,1538 |0,8690 | 0,4118 | 0,2022 | 0,0958 | 0,8088 | 0,3830

190 | 0,1124 | 0,0551 |0,1783 | 0,0877 | 0,3091 |0,1519 |0,8307 | 0,4070 | 0,1933 | 0,0947 | 0,7733 | 0,3786

200 | 0,1063 | 0,0537 | 0,1686 | 0,0853 | 0,2923 | 0,1478 | 0,7851 |0,3960 | 0,1827 | 0,0921 |0,7307 | 0,3683

Uwagi: d — $rednie szerokosci polowy przedzialow ufnosci dla 0=0,05, 6, — $rednie oszacowania odchylenia
standardowego.

Zrédlo: badania whasne.
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W przypadku estymatora X (*,Zl m+1) Wzrostowi liczebnosci proby dla wszystkich
badanych rozktadoéw i wszystkich wzietych pod uwage liczebnosci towarzyszy zmniej-
szanie $redniej szerokosci przedziatow ufnosci. Jesli chodzi o $rednie odchylenie stan-
dardowe, to jedynie dla liczebnosci 110 zaobserwowano wzrost jego wartosci wobec
odchylenia dla n = 100. Dla estymatora X, (mm +1) WZrost Sredniej dlugodci przedziatu
wystapit dla n =110, 130 1 160 dla wszystkich wzigtych pod uwage rozktadow, zas dla
rozktadow CHI(10), N(5,1) i N(5,4) jeszcze dla n = 180. Wzrost $redniego odchylenia
standardowego zaobserwowano jedynie dla n = 110.

Relacja potowy sredniej dtugosci przedzia%u ufnosci dla o= 0,05 do S$redniego
odchylenia standardowego estymatora X (mm+1y J€St TOwna 1,88, a dla estymatora
X (*,i m+1) 288 2,11. Moze to wskazywac, ze rozktad estymatora X ( jest blizszy
rozkladowi normalnemu niz estymatora X, J——

Pruska (2007) badata miedzy innymi wplyw zwigkszania liczebnosci proby o jeden,
dla prob 20 i 40 elementowych, na oszacowanie odchylenia standardowego estymatora
bootstrapowego w postaci mediany z proby. Z badan tych wynikato, ze zwigkszenie
liczebnosci (do liczebnos$ci nieparzystej) skutkowato dla wigkszosci badanych rozkta-
doéw zmniejszaniem odchylenia standardowego.

Oszacowania odchylenia standardowego bootstrapowych estymatorow mediany
w postaci mediany z proby przedstawione w tabelach 2, 4 i 5, nie wskazuja na tak jed-
noznaczne wyniki. Dla rozktadu F(20,10) odchylenia standardowe, dla prob o liczeb-
nosciach nieparzystych o jeden wigkszych niz o liczebnosciach parzystych, byty
w 10 na 20 przypadkow wigksze, dla F(2,10), CHI(2) i CHI(10) w 11, dla N(5,1)
1 N(5,4) w 13. Potowy szerokoS$ci przedziatdéw ufnosci zas, byly we wszystkich przy-
padkach wieksze dla prob o nieparzystej (wigkszej o jeden) liczebnosci, co moze
wynika¢ ze znacznie wigkszej liczby realizacji estymatora X (*le m +1) 0d estymatora X (*m).
Oparte na podobnych zasadach poréwnanie odchylen standardowych estymato-
row X, (* ) i X" (1) dato wyniki przeciwne. Oszacowane odchylenia standardowe

estymatora X | (m) bYly mniejsze w wigkszo$ci przypadkéw niz estymatora X7 (
podobnie jak potowy dlugosci przedziatdéw ufnosci.

my ,my+1)

my ,m;+1)?

6. PODSUMOWANIE

W artykule pokazano, ze doktadna metoda percentyli moze by¢ wykorzystana do
szacowania mediany. Stosujac estymator standardowy, dla prob o wybranych nieparzy-
stych i parzystych liczebnosciach, wyznaczono numery obserwacji stanowigce granice
przedziatow ufnosci. Pokazano, ze nie jest w tym przypadku potrzebne losowanie
prob wtornych.

Dla wzigtych pod uwage rozktadow i liczebno$ci prob, estymator w postaci
mediany z proby o parzystej liczbie obserwacji dawat prawidlowe oszacowania prze-
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dzialow ufnosci, ktore zawieraty faktyczna mediane rozktadu ze zliczeniowym pozio-
mem ufnosci zblizonym do zalozonego.

Estymator w postaci mediany z proby o parzystej liczbie obserwacji ma mniejszg
wariancj¢ od estymatora standardowego i dawal doktadniejsze oszacowania mediany
(krétsze przedziaty ufnosci). Zastosowanie jego wymaga jednak znacznie wigkszego
naktadu obliczen.

Zwigkszenie liczebno$ci proby o jeden (z parzystej do nieparzystej liczebno$ci)
skutkowato wzrostem odchylenia standardowego i dtugosci przydziatoéw ufnosci
w potowie lub wigcej przypadkéw dla estymatora w postaci mediany z proby, zas
zwykle zmniejszeniem tych wielkosci w przypadku estymatora standardowego.
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ROZKEADY WYBRANYCH BOOTSTRAPOWYCH ESTYMATOROW MEDIANY
ORAZ ZASTOSOWANIE DOKEADNEJ] METODY PERCENTYLI
DO JEJ PRZEDZIALOWEGO SZACOWANIA

Streszczenie
W artykule przedstawiono wyniki zastosowania doktadnej metody percentyli do szacowania mediany.

Dla proby o nieparzystej liczbie obserwacji zastosowano estymator w postaci mediany z proby (estymator
standardowy), za$ dla proby o parzystej liczbie obserwacji estymator w postaci mediany z proby oraz
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estymator standardowy. Przedstawiono formuty okreslajace rozktad estymatoréw standardowych oraz
opisano w jaki sposob mozna wyznaczy¢ rozkltad estymatora w postaci mediany z proby o parzystej
liczbie obserwacji. Badania przeprowadzono dla wybranych rozktadéw i wybranych liczebnosci proby.
Oszacowano odchylenia standardowe wzigtych pod uwage estymatoréow oraz przedziaty ufnosci wyzna-
czone przy ich pomocy. W pracy pokazano, ze uzycie doktadnej metody percentyli dla estymatorow
standardowych jest znacznie prostsze niz stosowanie metody klasycznej z losowaniem prob wtdrnych.

Stowa kluczowe: doktadna metoda precentyli, estymacja mediany

DISTRIBUTION OF SELECTED BOOTSTRAP MEDIAN ESTIMATORS
AND APPLICATION OF THE EXACT PERCENTILE METHOD
FOR ITS INTERVAL ESTIMATING

Abstract

The article presents the results of the use of exact percentiles methods for estimating median.
For a sample with an odd number of observations used estimator in the form of the sample median
(standard estimator), and for a sample with an even number of observations, used estimator in the
form of the sample median and standard estimator. It presents a formula defining the distribution of
standard estimator and describes how you can determine the distribution of the estimator in the form
of the sample median for sample with an even number of observations. The study was conducted for
the selected distributions and selected sample size. It was estimated standard deviation and confidence
intervals for selected estimators. The study shows, that the use of exact percentiles method for standard
estimators is much simpler than using the classical method with the resampling.

Keywords: exact percentiles method, median estimating








