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PIOTR SULEWSKI'

MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI W TABLICY TROJDZIELCZEJ 2x2x2

1. WPROWADZENIE

Moc testow to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy nie jest
ona prawdziwa. Testy niezalezno$ci nalezg do najczgsciej stosowanych narzedzi sta-
tystycznych, a dane do nich aranzuje si¢ w postaci tablic wielodzielczych, a w szcze-
gblnosci tablic trojdzielczych (TT) 2x2x2, Wydawac by si¢ moglo, ze o metodach
analizy tablic wielodzielczych powiedziano juz wszystko. Jednak w dobie szeroko
rozwinigtej informatyzacji i mozliwosci przeprowadzania symulacji komputerowych,
na wiele zagadnien mozna spojrze¢ ,,nowym okiem”.

W (Cressie, Read, 1984) zaproponowano dla tablic dwudzielczych (TD) w x k
rodzing 6 statystyk, ktére maja asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z (w — 1)(k — 1)
stopniami swobody. Do tzw. ,statystyk chi-kwadrat” nalezg nastepujace staty-
styki: x> Pearsona (Pearson, 1900), G? ilorazu wiarygodnosci (Sokal, Rohlf, 2012),
N Neymana (Neyman, 1949), KL Kullbacka-Leiblera (Kullback, 1959), FT Freemana-
Tukeya (Freeman, Tukey, 1950) oraz CR Cressiego-Reada (Cressie, Read, 1984).
W pracy Sulewskiego (2014) pokazano, ze ,,statystyki chi-kwadrat” sg wystarczajaco
bliskie rozktadowi chi-kwadrat dla probek liczacych przynajmniej kilkaset elementow.
Aby mozna bylo skorzysta¢ z probek mniej licznych wyznaczono wartosci krytyczne
na drodze symulacji komputerowych metoda Monte Carlo. Wyznaczanie warto$ci kry-
tycznych na podstawie np. 100.000 wartos$ci statystyki testowej — w dobie wydajnych
komputeréw z procesorami wielordzeniowymi — nie stanowi problemu.

W pracy Sulewski (2013) zaproponowano statystyke modulowa bedaca mody-
fikacjg statystyki > Pearsona dla TD w x k. Statystyke modutowg poréwnano pod
wzgledem mocy testu ze ,,statystykami chi-kwadrat” dla TD 2x2 (Sulewski, 2016a)
oraz dla wybranych rozmiaréw TD wigkszych niz 2x2 (Sulewski, 2016b).

Celem pracy jest przedstawienie teorii dotyczacej autorskiej statystyki modutowej
mierzacej niezalezno$¢ zmiennych dla TT 2x2x2 i zbadanie jej wlasnosci w odniesie-
niu do znanych ,,statystyk chi-kwadrat”, opisanie procedury generowania zawartos$ci
tych tablic metoda slupkowa, wprowadzenie nowej miary nieprawdziwosci Hy.

Praca sktada si¢ z siedmiu punktéw. W punkcie drugim zdefiniowano TT 2x2x2
oraz opisano metod¢ stupkowa generacji zawartosci tych tablic. W punkcie trzecim
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rozszerzono postac ,,statystyk chi-kwadrat” oraz statystyki modutowej na TT 2x2x2.
W punkcie czwartym opisano sposéb wyznaczania wartosci krytycznych. W punkcie
piatym zaproponowano miar¢ nieprawdziwosci hipotezy H, zdefiniowang dla réznych
schematéw wyznaczania prawdopodobienstw p;, (i,,t = 1,2), dla ktorych H jest nie-
stuszna. Warto$ci proponowanej miary sity zwigzku poréwnano z warto§ciami wspot-
czynnikéw: Graya-Williamsa (Gray, Williams, 1975), Marcotorchino (Marcotorchino,
1984), Lombardo (Lombardo, 2011). W punkcie szdstym testy niezaleznosci wykorzy-
stujace statystyke modutowg oraz ,,statystyki chi-kwadrat” porownano ze wzgledu na
ich moc — czyli zdolnos$¢ testu do odrzucenia hipotezy Hy méwiacej o tym, ze nie ma
zwigzku miedzy cechami X, Y, Z w sytuacji, gdy w rzeczywistosSci jest ona fatszywa.
Punkt ostatni poswigcono podsumowaniu.

2. TABLICA TROJDZIELCZA 2x2x2

Tablice, ktora gromadzi wynik podzialu proby wedtug trzech cech X, Y, Z nazy-
wamy tablica trojdzielcza (TT). Mozna sobie ja wyobrazi¢ jako kostke z ,,w” wier-
szami, ,,k” kolumnami i ,,p” ptaszczyznami. TT mozna takze zilustrowa¢ rozktadajac
ptaszczyzny p obok siebie. TT ulatwia odczytywanie zalezno$ci migdzy cechami tak
ilo§ciowymi, jak i jakoSciowymi. Najprostsza jej postacig jest tablica 2x2x2 (tabela 1),
ktora sktada si¢ z 8 liczebnosci ny;, (i,j,t = 1,2) rozktadu facznego cech X, Y, Z.

Tabela 1.
Tablica trojdzielcza 2x2x2
V4 A Z,
Razem

X\Y Y Y, Y Y,

X iy 31 12 ny2 Nyee

X5 1 221 12 Ny Mee
Razem Ny Ny n.yp Ny n

Zrodto: opracowanie wilasne.

Liczebnosci oczekiwane dla TT 2x2x2 — przy zaloZzeniu niezalezno$ci badanych
zmiennych — wyznacza si¢ ze wzoru

o, = e M Mo i 12), (1)

ijt 2
n

TT 2x2x2 mozna takze przedstawi¢ za pomocg prawdopodobienstw p;, (i,j,t = 1,2)

takich, ze Z; Z; Z; p;; =1. W odniesieniu do tabeli 1 wartosci te wyznaczane sg
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ze Wzoru p« = nx/ n. Latwo udowodni¢, ze sumy brzegowe liczebnosci oczekiwanych
e;;; s takie same jak sumy brzegowe liczebnosci ;.

Generacj¢ zawartosci TT 2x2x2 niezbedng do przeprowadzenia symulacji i wyzna-
czenia mocy testow przeprowadzono metoda stupkowsa (Sulewski, 2014). W tym celu
przedziat (O,l> podzielono na 2-2-2 podprzedziatéw o szeroko$ciach rownych warto$ci
prawdopodobienstw p;;; w taki sposob, ze pierwszy podprzedzial ma szerokos¢ pyy,

drugi—py2,..., ostatni — py,,. Wielkosci p;;, spelniajg oczywiscie warunek normalizacji

Z; Z; Z; Py =1 1 dobrano je w taki sposob, aby uzyska¢ zadang wartos¢ miary
nieprawdziwosci Hy. Kazda z n wygenerowanych liczb losowych réwnomiernych
»wpada” do jednego z podprzedzialdéw i tym samym zostaje o jedng zwigkszona
liczba obiektow w odpowiadajgcej temu podprzedzialowi komorce TT. Wielkosci n;,
.. , L N2 N2 N2 . L. o .
spetniajagce roéwnosé Z,-:1 ZFI . ;; =n sa liczebnodcig obicktow w poszczegdl-
nych komorkach TT. Rysunek 1 przedstawia schemat wypetnienia komorek TT 2x2x2
dla liczebnosci proby n = 200, gdy hipoteza zerowa jest stuszna, czyli p;;, = 1/8 dla
kazdego i, j, t = 1,2. Tabela 2 prezentuje odpowiadajaca temu schematowi TT 2x2x2.

| n =200 liczb losowych rownomiernych |

Pin P2 Pi21 P12 Pan P21z P221 P22

0 0,1255 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1

Xin=23 Xin=29 Xi21=28  Xin=25 Xon=16 X;p=26 Xp=29 Xom=24

Rysunek 1. Schematyczne ujecie metody stupkowej

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Tabela 2.
TT 2x2x2 uzyskana metoda stupkowa
Z Z1 ZZ
Razem

X\y Y, Y, Y, Y,

X, 23 28 29 25 105

X, 16 29 26 24 95
Razem 39 57 55 49 200

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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3. TESTY NIEZALEZNOSCI W TT 2x2x2

W analizie niezalezno$ci cech X, Y, Z mozna bada¢: niezalezno$¢ petna, nie-
zalezno$¢ brzegowa, niezalezno$¢ czgsciowa, niezaleznos¢ taczng oraz niezaleznos$c
warunkowa. W pracy niniejszej badania ograniczone zostaly tylko do niezaleznosci
pelnej, ktora mozna wyrazi¢ zapisem (XYZ, XY, XZ, YZ).

Przy badaniu niezaleznosci pelnej cech w tablicy 2x2x2 zatozono hipoteze zerowa,
ze migdzy cechami X, Y, Z zwigzek nie wystepuje, tzn.

H) Py = Piee Puojo Pou )

dla kazdego i,j,t = 1,2.
Do badania niezaleznosci pelnej cech X, Y, Z w tablicy 2x2%2 skorzystano ze
statystyki modutowej, ktéra ma postac

- = My~ €
=222 —— 3)

i=l j=1 t=1 ijt

oraz z rodziny statystyk, ktore sg rozszerzeniem ,statystyk chi-kwadrat” dla TD
(Cressie, Read, 1984). Zalicza si¢ do nich:
1) statystyke x> Pearsona

2 2 2 (p —e F
XEZZZ@?QL )
, 2.2 2 n,
G*=2>>>"n,In| |, )
; e
3) statystyke N Neymana

N= 2;”_7 (6)

KL= 222122122:%[ h{Z—’J (7)
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5) statystyke F'T Freemana-Tukeya

FT=43 33 (fn, -, ). ®

CRz%iiinw {"—f’j ~1|. ©)

Powyzsza rodzina statystyk dla TT 2x2x2 przy prawdziwos$ci hipotezy H, ma
asymptotyczny rozklad chi-kwadrat z 4 stopniami swobody i dlatego jest okreslana
mianem ,,statystyk chi-kwadrat”.

Charakterystyke statystyk ,,chi-kwadrat” dla tablic dwudzielczych, trojdziel-
czych i czterodzielczych wraz z implementacja komputerowg mozna znalezé
w Sulewski (2014).

Liczebnosci ny;, (it = 1,2) w TT 2x2x2 sg zmiennymi losowymi. Godnym uwagi
jest fakt, ze zmienne losowe bedace odwrotnosciami lub ilorazami zmiennych loso-
wych (patrz statystyki (6) i (7)) moga nie posiada¢ wartosci oczekiwanej i w konse-
kwencji takze niektorych momentéw wyzszych rzedow. Rozktad chi-kwadrat — jak
powszechnie wiadomo — posiada wszystkie momenty.

Ponadto pozadanym jest, aby poszczegolne sktadniki statystyki testowej — gdy H,,
o niezalezno$ci cech X 1 Y jest stuszna — byly tego samego znaku i jak najblizsze 0.
Sktadniki statystyk (5), (7) i (9) sa r6znego znaku i wzajemnie si¢ rekompensuja i tylko
dla prob liczacych przynajmniej kilkaset elementow podlegaja rozktadowi chi-kwadrat
(Sulewski, 2014). Tabela 3 przedstawia warto$ci poszczegdlnych sktadnikow ,,statystyk
chi-kwadrat” wyznaczonych symulacyjnie dla TT 2x2x2 i liczebnosci proby n = 200,
gdy H, o niezaleznosci cech X, Y, Z jest sluszna. Tabele t¢ wygenerowano metoda
stupkowa opisang powyzej dla p;;; = 0,125 (i,/,¢ = 1,2). Wartosci ujemne pogrubiono.

Tabela 3.
Wartosci sktadnikow ,,statystyk chi-kwadrat”

Sktadnik Ve G? N KL FT CR
i=lLj=11t=1 0,667 7,297 0,801 -8,758 0,730 -4,123
i=lLj=11t=2 0,260 -5,197 0,235 -4,702 0,247 -3,224
i=1lLj=2t=1 0,010 -1,036 0,010 -1,015 0,010 -0,625
i=1,j=2,t=2 0,041 -2,076 0,040 -1,994 0,041 -1,262
i=2,j=11t=1 2,573 -18,370 1,948 -13,907 2,228 12,111
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Tabela 3. (cd.)

Sktadnik Ve G? N KL FT CR
i=2,j=11t=2 1,719 -11,081 2,338 -15,074 1,993 -6,011
i=2,j=2,t=1 0,773 -8,234 0,932 -9,929 0,847 -4,645
i=2,j=2,t=2 0,346 -6,328 0,310 -5,674 0,327 -3,938
Razem 6,389 -6,394 6,614 -6,468 6,422 -6,383

Zrodlo: opracowanie wilasne.

4. WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH

W okresie ostatnich kilkudziesigciu lat zaproponowano rozne testy niezaleznosci
dla tablic kontyngencji oraz okre$lono warunki ich stosowalnosci szczegodlnie dla
matych prob, ktore najczesciej sa przedmiotem badan statystycznych. Warunki te
gtéwnie dotycza bardzo popularnego i powszechnie stosowanego testu niezaleznosci
y? Pearsona. W dobie powszechnie stosowanych i ciggle rozwijajacych sig¢ technologii
komputerowych mozna za pomocg stosownego oprogramowania znies¢ te ograniczenia
1 droga symulacyjng wyznaczy¢ wartosci krytyczne.

Przy wyznaczaniu warto$ci krytycznych, gdy migdzy cechami nie ma zwigzku,
zawartos¢ TT 2x2x2 o liczebnosci proby n wygenerowano za pomocg metody stup-
kowej przyjmujac p;, = 0,125 (i,j,t = 1,2).

Niech @ bedzie jedng z rozpatrywanych siedmiu statystyk. Dla kazdej TT 2x2x2
obliczono r = 10° razy warto$ci statystyki testowej m, ktore nastepnie uporzadkowano
w kolejnosci rosnacej. Warto$¢ krytyczng na poziomie istotnosci a = 0,1 wyznaczono
na podstawie dziewigtego decyla ze wzoru cv, = @(9g00). Tak duza liczba powtorzen r
przy wyznaczaniu wartosci statystyki testowej zapewnia uzyskanie doktadnego wyniku.

5. MIARY SILY ZWIAZKU DLA TT 2x2x2

Przeprowadzajac badanie populacji generalnej istotna jest nie tylko zaleznos¢ ist-
niejaca migdzy cechami, ale takze jej sita. Teoria poswigcona miarom sity zwigzku dla
TT nie jest tak bogata jak dla TD, gdzie na szczegdlng uwage zastuguje wspotczynnik
Tt Goodmana—Kruskala (Goodman, Kruskal, 1979). Numerycznymi rozszerzeniami
tego wspotczynnika dla TT sg: wspotczynnik Graya—Williamsa (Gray, Williams, 1975),
wspolczynnik Marcotorchino (Marcotorchino, 1984) oraz wspodtczynnik Lombardo
(Lombardo, 2011). Informacje o innych mniej popularnych miarach mozna znalez¢
w pracach Tuckera (1963), Harshmana (1970), Beha, Davy (1998) i Lombardo,
Beha (2010).

Jezeli dwie cechy (np. Y, Z) sg cechami objasniajacymi lub predyktorami wza-
jemnie zaleznymi (ang. dependent predictor variables), a trzecia cecha (np. X) jest
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cecha objasniang lub odpowiedzi (ang. response variable), to wspotczynnik Graya—
Williamsa ma postac:

2 2 L 5 2 -l

TGWZ Zzzpoﬁ(pijt'pojt_pin) : 1_zpioo s (10)
i=1 i=1

=l j=1 t=1

gdzie p« = n« / n. Wspotczynnik ten przyjmuje wartosci z przedzialu <O,1>. Jezeli
cechy Y i Z nie dostarczaja informacji o cesze X, wtedy 75y = 0. Wraz ze wzrostem
informacji dostarczanej przez cechy Y i Z o cesze X warto$¢ tego wspodtczynnika
zbliza si¢ do jednosci.

Jezeli dwie cechy (np. Y, Z) sg cechami objasniajacymi lub predyktorami wzajem-
nie niezaleznymi (ang. independent predictor variables), a trzecia cecha (np. X) jest
cecha objasniang lub odpowiedzi (response variable), to wspotczynnik Marcotorchino
ma postac:

2 2 2 2 -1
Ty = {ZZZP.,. poipy -2 P2 —p,-..)z}-[l—Zpi.} : (11)
= i=1

=1 j=1 1=l

gdzie p«=n«/ n. Jezeli pjjy= Pjv. Puje Pouss 10 T3y = 0, natomiast gdy py;= pja. pous 10 737 = 1.

Jezeli dwie cechy (np. X, Y) sa cechami objasnianymi lub odpowiedzi (ang. inde-
pendent response variables) a trzecia cecha (np. Z) jest cecha objasniajaca lub predyk-
torem, to wspotczynnik Lombardo — zwany takze wspotczynnikiem delta — ma postaé

2 2 2 5 2 2 B
Z-L=|: Zzpoof(pijt'p:olt_pi-o'p-j.):|.l:1_zpizco zpczjc:| > (12)
i=1 J=1 i=l

Jj=1 t=1

gdzie p« = n«/ n. Jezeli pyj; = pju. poje Pour t0 7, = 0. Warto$¢ maksymalna 7; = 1, gdy
py= 0 dla pewnych (.t = 1,2) i pyy. = 0,5 dla pewnych (b,c=1,2;b# j nc #1).
Wigcej informacji na temat trzech powyzszych wspolczynnikow — w tym takze
ich implementacj¢ komputerowa w jezyku VBA — mozna znalez¢ w pracach Sulewski
(2014, 2015).
Bazujac na klasycznej definicji niezalezno$ci cech X, Y, Z proponuje si¢ miarg
nieprawdziwosci Hy w postaci:

mn:ZZZ Pijt 7 Piee " Pejo " Pout|* (13)

=l j=1 1

2 2 2
=] 1=

Hipoteza zerowa H, — mdéwiaca o tym, ze mi¢dzy cechami X, Y, Z w TT 2x2x2
nie ma zwigzku — jest stuszna, gdy p;;= p;.. * poj. - py dlai,j,t = 1,2. Zatem miara (13)
przyjmuje wartos¢ 0, gdy hipoteza H, jest stuszna. Im wieksze wartos$ci mn, tym
wigksza jest mozliwos¢ fatszywosci Hy,.

Miar¢ mn jako naturalng — wynikajgca z definicji niezalezno$ci cech — wykorzy-
stano w procesie wyznaczania mocy testow.
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6. MOC TESTU

W celu wyznaczenia mocy testu — czyli zdolnosci TT do odrzucenia hipotezy zero-
wej Hy moéwiacej o tym, ze nie ma zwigzku miedzy cechami X, Y, Z — gdy w istocie
zwiazek jest, niezbedna staje si¢ generacja zawarto$ci TT. Uwzgledniajac narzucong
site zwigzku migdzy cechami uzyskang dzigki generatorowi liczb losowych i wyra-
zong za pomocg miary nieprawdziwosci mn, do wypelnienia TT 2x2x2 skorzystano
z metody ,,stupkowej” wykorzystujacej prawdopodobiefistwa p;; (i,j,t = 1,2).

Znajac warto$¢ statystyki testowej @ dla réznych liczebnosci proby n wyznaczono
moc testu za pomocg wzoru m = q / r, gdzie g okre$la liczbe tych sposrod r = 10°
wszystkich mozliwych przypadkow, kiedy to warto$¢ statystyki testowej @ jest nie
mniejsza od warto$ci krytycznej cv,,.

Do wyznaczenia mocy testu skorzystano ze schematow A, B, C, AB, AC, BC
wyznaczania prawdopodobiefistw p;; (i,j,t = 1,2) (tabela 4).

Tabela 4.
Schematy prawdopodobienstw ukazujace zwigzek miedzy cechami X, Y, Z
Schemat A
V4 A Z,
X\vy Y, Y, Y, Y,
X Po—k - Ap Po Po—k - Ap Po
X Po Pot k- Ap Po Pot k- Ap
Schemat B
Z Z Z
X\y Y, Y, Y, Y,
Xi Po—k - Ap Po Po—k Ap Po
X Pot k- Ap Po pot k- Ap Po
Schemat C
Z Z A
X\vy Y, Y, Y, Y,

Xi Po—k - Ap Pot k- Ap Po—kAp Pot k- Ap
X Pot k- Ap Po— k- Ap Pot k- Ap Po—k - Ap
Schemat AB

Z Z Z
X\v Y Y, Y Y,
X Po—k - Ap Po Po—k Ap Do
X Po Pot k- Ap Pot k- Ap Po
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Schemat AC
Z 7 7
xX\Y Y, Y, Y Y,

X Po—k - Ap Po Po—k - Ap PotkAp
X Po Pot k- Ap Pot k- Ap Po—k - Ap
Schemat BC

V4 Z Z)
X\Yy Y, Y, Y, Y,

X Po—k - Ap Do Po—k - Ap Pot k- Ap
X pot k- Ap Po Pot k- Ap Po—k Ap

Gdzie p, = 0,125, Ap = 0,125%1073, k = 0,...,1000.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Warto$¢ minimalna miar sity zwigzku (13) wynosi zero, dlatego w tabeli 5 przed-
stawiono tylko warto$ci maksymalne czterech miar sity zwigzku dla réznych sche-
matoéw prawdopodobienstw. Moc testu zostata wyznaczona dla warto$ci miary mn
w punktach u# = 0,1,...,9. Miara ta dla wszystkich schematéw prawdopodobienstw
zmienia si¢ ze statym krokiem. W celu uzyskania takiej sytuacji nalezato odpowiednio
dobra¢ wartosci indeksu nieprawdziwosci k (tabela 6).

Tabela 5.
Wartosci maksymalne miar sity zwigzku
Miara A B C AB AC BC
oW 0,111 0,333 1 0,222 0,644 0,733
Ty 0,111 0,333 1 0,378 0,716 0,733
7 0,026 0,091 0,333 0,099 0,241 0,234
mn 0,25 0,5 1 0,44 0,67 0,75
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 6.
Warto$¢ indeksu nieprawdziwosci £ w punkcie u
u A B, C, BC AB AC
0 0 0 0 0
1 316 100 115 107
2 448 200 226 211
3 548 300 334 314
4 633 400 438 416
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u A B, C, BC AB AC
5 707 500 539 516
6 775 600 636 615
7 837 700 733 713
8 895 800 826 813
9 949 900 917 904

10 1000 1000 1000 1000

Zrodto: opracowanie wilasne.

Tabela 6. (cd.)

Aby mozna byto porownaé analizowane testy niezaleznosci, liczebnosci komorek
TT muszg by¢ niezerowe, czyli n;, # 0 dla kazdego i,j,t = 1,2, w sytuacji przeciwne;j
nie da si¢ obliczy¢ wartosci statystyk G2, N, KL. W zwigzku z powyzszym moc testow
niezalezno$ci zostanie obliczona dla u = 0,1,...,9. Minimalng liczebno$¢ proby n dla
danego schematu dobrano tak, aby n,;, # 0 dla kazdego i,j,t = 1,2. Maksymalng liczeb-

no$¢ proby ustalono tak, aby uzyska¢ maksymalng moc testu.

Rysunki 2-7 przedstawiaja zalezno$¢ mocy testow niezaleznosci od miary nie-
prawdziwos$ci Hy dla ré6znych schematéw prawdopodobienstw, na poziomie istotnosci

o = 0,1 1 liczebno$ci proby n.

Moctestum

Moc testu m

Miara nit

0 0025 005 0075 01 0,125

0,15

0175 0,2 0,225

0,125

0475 02 0,225

Moctestum

Moctestum

i

0 0,025 005 0,075 0,1 0,125

Rysunek 2. Moc testow niezalezno$ci dla schematu A prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 40 (I), n = 60 (II), n = 80 (III), n = 100 (IV)

0,15

Miara nieprawdziwoscimn

0,175 0,2 0,225 0

0,025

Zrodto: opracowanie wilasne.

0,05

0,125
Miara nieprawdziwoscimn

0175 02 0,225




Moc testow niezaleznosci w tablicy tréjdzielczej 2x2x2

441

Moc testum

~Ixl -x2

G2

=N

KL -=FT

Moctestum

0 0,05 01 0,15 02 0,25 03 0,35 04 045 0 0,05 01 0,15 02 0,25 03

Miara nieprawdziwosci mn Miara nieprawdziwosci mn

035

Moc testu m

Moctestu m

o 0,05 0,1 0,15 02 0,25 03 0,35 04 0,45 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 03
Miara nieprawdziwoscimn

Miara nieprawdziwosci mn
Rysunek 3. Moc testow niezaleznosci dla schematu B prawdopodobienstw
i liczebnos$ci proby n = 40 (I), n = 60 (11), n = 80 (III), n = 100 (IV)

Zroédlo: opracowanie wilasne.

035

Moctestum

Moctestum

0 0,1 02 03 04 05
Miara nieprawdziwoscimn

06 0,7 08 09 [ 01 0,2 03 04 0,5 06
Miara nieprawdziwoscimn

Rysunek 4. Moc testow niezalezno$ci dla schematu C prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 30 (I), n = 40 (II)
Zrédto: opracowanie wlasne.

0,7

08
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Moctestu m

Moc testu m

I

0,044

0088 0132 0176 0,22 0,264
Miara ni iwosci

0308 0352 0,39 0 0,044 0,088

0132 0176 022 0264 0308 0352  039%

Miara ni iwosci mn

Moctestu m

Moctestu m

i

0

0,044

008 0132 0176 022 0,264
Miara ni iwosci

0308 0352 039 o 0,044 0,088

0132 0176 022 0264 0308 0352  039%

Miara ni¢

Moc testu m

Rysunek 5. Moc testow niezaleznosci dla schematu AB prawdopodobienstw
i liczebnos$ci proby n = 60 (I), n = 80 (II), n = 100 (III), n = 120 (IV)

Zroédlo: opracowanie wiasne.

Moc testu m

0,0 -+

0,0
0,000

0,067

0,134 0,201 0,268 0,335 0,402
Miara nieprawdziwoscimn

0469 0536 0,603 0,000 0,067

'
0,134

- - . 1
0201 0268 0335 0402 0469 0536 0,603
Miara ni i imn

. v v

Rysunek 6. Moc testow niezalezno$ci dla schematu AC prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 30 (I), n = 40 (II)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Moctestum

Moctestum

I I

+ + + + + 0,0 + + + + + + + + y

0 0,075 0,15 0,225 03 0,375 0,45 0,525 06 0,675 0 0,075 015 0225 03 0375 045 0525 0,6 0,675
Miara nit i i Miara nit i imn

Rysunek 7. Moc testow niezalezno$ci dla schematu BC prawdopodobienstw
i liczebnosci proby n = 30 (I), n = 40 (II)

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Dla statystyki modutowej || oraz statystyki %> Pearsona jako reprezentanta ,,sta-
tystyk chi-kwadrat”, uzyskane wyniki poréwnano za pomoca testu o rownosci praw-
dopodobienstw stawiajac hipoteze zerowa, ze moce testow sg rowne. Symbol ,,+”
oznacza, ze roznice mi¢dzy mocami testOw sg statystycznie nieistotne, symbol ,,-” — sa
statystycznie istotne (tabele 7-9).

Tabela 7.
Istotnoéé statystyczna mocy testow || i x> dla schematéw A i B
Schemat A Schemat B
mn n=100|n =150 | n =200 | n = 250 mn n=40 | n=60 | n=80 | n=100
0 + + + + 0 + + + +
0,025 + + + + 0,05 + + + +
0,05 - - - - 0,1 + + + +
0,075 - - - - 0,15 + + + +
0,1 - - - - 0,2 + + + +
0,125 - . . . 0,25 . - - -
0,15 - - - - 0,3 ; ; ) _
0,175 - - - - 0,35 - - - -
0,2 - - - - 0,4 - - - -
0,225 + - + + 0,45 - - - +

Zrodlo: opracowanie wilasne.
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Istotnosé statystyczna mocy testow |x| i x> dla schematéow C i AB

Schemat C
mn n =30 n =40
0 + +
0,1 + +
02 |+ +
03 |+ +
04 |+ +
05 |+ +
06 |+ +
0,7 |+ +
08 |+ +
09 |+ +

Zrodto: opracowanie wilasne.

Istotno$¢ statystyczna mocy testow [y| i %> dla schematéw AC i BC

Schemat AC
mn n =30 n =40
0 + +
0,067 + +
0,134 + +
0,201 + +
0,268 + +
0,335 + +
0,402 + +
0,469 + +
0,536 + +
0,603 + +

Zrédlo: opracowanie whasne.

Piotr Sulewski
Tabela 8.
Schemat AB
mn n =60 n=280 | n=100 | n=120
0 + + + +
0,044 + + + +
0,088 + + + +
0,132 + + + +
0,176 + + + +
0,22 + + + +
0,264 - - - -
0,308 - - - -
0,352 - - - -
0,396 + + + +
Tabela 9.
Schemat BC

mn n =130 n =40

0 + +

0,075 + +

0,15 + +

0,225 + +

0,3 + +

0,375 + +

0,45 + +

0,525 + +

0,6 + +

0,675 + +
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Z rysunkow 2-7 wynika, ze testy niezalezno$ci wykorzystujace ,,statystyki chi-
-kwadrat” we wszystkich schematach prawdopodobienstw charakteryzuja si¢ podobna
mocg dla danej liczebnosci proby # i miary mn. Wyjatkiem jest tylko schemat A dla kto-
rego miara mn przyjmuje najmniejsze wartosci. Test wykorzystujacy statystyke modu-
towa ma podobng moc jak pozostate testy niezaleznosci dla schematow C, AC, BC.
Dla schematu A test wykorzystujacy statystyke modutowag ma wigkszg moc niz testy
zwigzane ze ,statystykami chi-kwadrat” i ta przewaga jest statystycznie istotna dla
mn > 0,025. Podobna sytuacja jest takze dla schematu B, gdy mn > 0,02 oraz dla sche-
matu AB, gdy mn > 0,022.

7. PODSUMOWANIE

Kwadrat uzyty w liczniku statystyki y*> powoduje, ze duze rozbieznosci miedzy
liczebnoscia empiryczng a teoretyczng sg jeszcze wieksze, a mate rozbieznosci jeszcze
mniejsze. Innym celem zastosowania kwadratu bylo uniknig¢cie wzajemnego niwelo-
wania si¢ rozbieznosci. Do tego jednak celu zamiast kwadratu odchylen mozna uzy¢
takze ich wartosci bezwzglednej, stad pomyst na statystyke modutowa.

Artykul zwraca uwage na fakt, ze testy niezaleznosci wykorzystujace ,,statystyki chi-
-kwadrat” we wszystkich schematach prawdopodobienstw charakteryzuja si¢ podobna
moca dla danej liczebnosci proby » i miary mn. Nieznacznym wyjatkiem od tej reguly
jest schemat A, w ktérym miara nieprawdziwos$ci mn przyjmuje najmniejsze wartosci.
Statystyka modulowa charakteryzuje si¢ podobna moca jak ,,statystyki chi-kwadrat”
dla schematow C, AC, BC oraz wigksza mocg dla schematow A, B, AB. Przewaga na
korzys$¢ nowej statystyki szczeg6lnie jest widoczna dla mniejszych liczebno$ci proby
w ramach danego schematu.

Badajac niezalezno$¢ trzech cech w pewnych schematach prawdopodobienstwa
dla statystyki modutowej uzyskano wyzsza moc wykrywania zaleznosci, rozumianej
W sensie zaproponowanej miary mn. Na korzy$¢ proponowanej statystyki przema-
wia takze fakt, ze mozna z niej skorzysta¢ w sytuacji, gdy komorki TT sa puste.
Statystyki G? ilorazu wiarygodnosci, N Neymana i KL Kullbacka-Leiblera nie spetniajg
tego zatozenia.

Zatem mozna wnioskowaé, ze statystyka modutowa jest nie mniej skuteczna niz
,Statystyki chi-kwadrat” i moze stanowi¢ alternatywe, zwlaszcza uwzgledniajac jej
inne zalety.
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MOC TESTOW NIEZALEZNOSCI W TABLICY TROJDZIELCZEJ 2x2x2
Streszczenie

Pierwszym celem pracy jest przedstawienie teorii dotyczacej autorskiej statystyki modutowej mie-
rzacej niezalezno$¢ zmiennych dla tablic trojdzielczych 2x2x2 i zbadanie jej wlasnosci w odniesieniu
do znanych ,,statystyk chi-kwadrat”. Drugim celem jest opisanie procedury generowania zawartosci tych
tablic metoda stupkowsa. Trzecim celem jest zaproponowanie miary nieprawdziwosci hipotezy zerowej,
a takze porownanie jako$ci testow niezalezno$ci za pomocg ich mocy. Wartosci krytyczne dla testow
niezalezno$ci wyznaczono symulacyjnie metodami Monte Carlo.

Stowa kluczowe: statystyka modulowa, tablica trojdzielcza, test niezaleznosci, metoda stupkowa,
Monte Carlo
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POWER ANALYSIS OF INDEPENDENCE TESTING
FOR THREE-WAY CONTINGENCY TABLE 2x2x2

Abstract

The first aim of this paper is to present the theory of the proposal of the author in the form of
modular statistics for three-way contingency table 2x2x2 and examine its properties in relation to
known “chi-squared statistics”. The second aim is to describe the procedure of generating the content
of these tables using the bar method. The third aim is to propose the measure of untruthfulness of null
hypothesis as well as to compare the quality of independence tests using their power. Critical values
for all analyzed statistics were determined by simulation methods of Monte Carlo.

Keywords: three-way contingency tables, modular statistics, independence test, bar method, Monte
Carlo method








